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TRiORIl  DH  LlttNES  TUfiONOHÉTRIUf  H. 

Objet  de  U Trifonoinétrie. 

Comxbeat  on  reprdeente  par  dte  nombree  Ue  longneun  el  lef  ui|1m.  ^ J 

1.  Dans  un  triangle  quelconque,  rectiligne  ou  sphérique,  il  jr 
a six  parties  ù.considérer:  trois  angles  el  trois  côtés.  Pour  qu’elles 
soient  toutes  déterminées,  il  sulüt  en  général  d’en  connatire  trois; 
mais  il  faut  de  plus,  quand  le  triangle  est  rectiligne,  qu’il  y ait  au 
moins  un  côté  parmi  ces  trois  parties.  On  sait«n  effet  qu’avec  trois 
angles  donnés  on  peut  former  une  infinité  de  triangles  rectilignes, 
lesquels  ne  sont  point  égaux,  mais  seulement  semblables.  Il  est 
soiis-entcndû  que  la  somme  des  trois  angles  donnés  doit  toujours 
être  égale  à deux  angles  droits. 

La  géométrie  fournit  des  constructions  fort  simples  pour  cha- 
cun des  cas  où  Ton  peut  déterminer  un  triangle  au  moyen  de 
quelques  unes  de  ses  parties;  mais  elles  ont,  ainsi  que  tous  les 
procédés  dont  on  pourrait  s’aider,  l’inconvénient  de  ne 

donner  qu’une  approximation  très  médiocre,  et  souvent  même 
insuffisante , à cause  de  l’imperfection  des  instruments  dont  elle 

i . 
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s PREMIÈRE  partie. 

exige  l’emploi.  Aussi  a-t-on  cherché  à remplacer  ces  construc- 
tions par  des  calculs  numériques , qui  permettent  toujours  d’at- 
teindre le  degré  de  précision  dont  on  a besoin.  L'objet  spécial  de 
■la  trigonométrie  est  de  donner  des  méthodes  pour  calculer 
toutes  les  parties  d' un  triaitgle,  quand  on  a des  données  suffi- 
santes. C’est  ce  qu’on*appelle  résoudre  un  triangle. 

S.  Pour  exprimer  les  longueurs  en  nombres,  on  les  rapporte  à 
une  unité  usuelle,  au  mètre  par  exemple  ; et  alors  chaque  côté  est 
égal  à un  certain  nombre  de  mètres. 

S.  On  désigne  les  angles  par  tes  arcs  qui  leur  servent  de  mesure. 
A cet  effet,  on  divise  la  circonférence , quel  que  soit  son  rayon, 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales  on^egrés;  et  alors  un 
angle  ou  un  arc  est  exprimé  par  un  nombre  de  degrés. 

Autrefois  les  géomètres  s’accordaient  à diviser  la  circonférence 
en  360  degrés,  le  degré  en  60  minutes,  la  minute  en  60  secon- 
des, etc.  De  cette  manière  le  quart  de  la  circonférence  ou  qua- 
drant , qui  est  la  mesure  de  l'angle  droit , vaut  90  degrés.  Mais 
afin  d’éviter  les  embarras  des  nombres  complexes , on  a proposé 
de  soumettre  aussi  la  mesure  des  angles  à la  division  décimale  ; 
et  alors  le  quadrant  est  partagé  en  100  degrés  , le  degré  en  lOO 
minutes,  la  minute  en  100  secondes,  etc. 

Les  degrés,  minutes  et  secondes  s’indiquent  par  les  signes®,',". 
Ainsi,  pour  représenter  14  degrés  9 minutes  37  secondes,  on  écrit 
14®  9'  37'.  Si  les  degrés  appartiennent  à la  nouvelle  division  , et 
qu’on  veuille  rapporter  cet  arc  au  quadrant  pris  pour  unité , il 
s’exprimera  par  0,140937;  car,  dans  celte  division,  les  degrés  sont 
des  centièmes  du  quadrant,  les  minutes  sont  des  dix  millièmes,  et 
les  secondes  sont  des  millionièmes.  Afin  de  ne  pas  confondre  dans 
les  calculs  le  degré  ancien  avec  le  nouveau,  quelques  auteurs  ont 
jugé  à prspos  de  distinguer  ce  dernier  par  le  nom  de  grade. 

Malgré  lès  avantages  de  la  nouvelle  division,  l’ancienneprévaut 
encore  aujourd’hui , et  c’est  elle  que  j’adopterai.  Souvent  aussi, 
dans  les  formules,  j’emploierai  la  lettre  H pour  représenter  la 
demi-circonférence  180®. 

Défiiütiooi  de«  li|oe«  tri(OOom«trique«.  Comment  on  fait  uaag*  dea  aignet*»^  at  — ponr 
indiquer  des  situations  opposées. 

4.  Les  géomètres  ont  du  être  longtemps  arrêtés  par  la  difficulté 
d’établir  les  relations  qui  existent  entre  les  angles  et  les  côtés  des 
triangles.  Leur  première  idée  a été  sans  doute  de  substituer  aux 
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ant^Ies  les  arcs  qui  leur  servcut  de  mesure;  mais  u’ayant  pas  trouvé 
plus  de  facilité  à introduire  les  arcs  dans  le  calcul , ils  ont  été  con- 
duits naturellement  à remplacer  les  arcs  eux-mémes  par  des  droites 
qui  en  dépendent,  de  telle  sorte  qu’elles  soient  déterminées  quand 
l’arc  est  connu,  et  réciproquement.  Ces  droites,  dont  rutiliie  s’é- 
tend aujourd'hui  à toutes  les  branches  des  mathématiques,  sont 
celles  qu’on  nomme  collectivement  %nes  trigonoméiriques  etque 
nous  allons  définir. 

Le  sises  de  Parc  AM  (fig.  1)  e$t  la  perpendiculaire  MP  abais- 
tee  d'une  extrémité  de  l’arc,  sur  le  diamètre  qui  passe  par 
t autre  extrémité. 

La  TANGESTE  de  l’arc  AM  est  la  distance  AT  interceptée  sur 
la  tangente  menée  à P une  des  extrémités  de  P arc , entre  cette 
extrémité  et  le  prolongement  du  rayon  OM  qui  passe  parP  autre 
extrémité.  ' 

La  sécante  est  la  partie- OT,  du  rayon  prolongé,  comprise 
entre  le  centie  et  la  tangente. 

En  nommant  x l’arc  AM , le  sinus , la  tangente  et  la  sécante  se 
désignent  d’une  manière  abrégée  comme  il  suü: 

MP  = sinx,  AT=tangjr,  OT=sécar. 

Prolongez  MP  jusqu’à  la  rencontre  N avec  la  circonférence  1 1« 
corde  MN  sera  double  de  MP,  et  l’arc  MAN  double  de  AM  ; donc  le 
sinus  d'un  are  est  moitié  de  la  corde  quisous-tend  un  arc  double. 

£a  désignant  le  rayon  du  cercle  pur  r,  le  c6té  do  carré  inscrit  est 
égal  à rV/2  ; or  l’arc  sous*tendu  est  de  90°;  doncsin45°  = |rV/2.' 
Pareillement  le  côté  de  l’hexagone  inscrit  étant  égal  à r,  et  l’arc 
sous-ieudn  étant  de  60*,  il  s’ensuit'que  sis 

5.  On  appelle  complément  d’un  are  ou  d’nn  angle  cé  qn'il  faut 
lai  ajouter  pour  avoir  le  quadrant  90°.  Quand  l’arc  est  plus  grand 
qün00°,son  complément  est  négatif  : par  exemple,  le  complément 
de  127°  est — 37*.  Les  deux  angles  aigus  d’nn  triangle  rectanghf 
sont  compléments  l’un  de  l’autre. 

On  nomme  cosinus,  cot  anoente  et  cosécante  d’un  aro,  lé  sinna, 
la  tangente  et  la  sécante  dn  Complément  de  cet  are  ; et  poar  dési-> 
gner  ces  nouvelles  lignes , on  emploie  les  abréviations  eos , eotf 
eeeéo.  Aidt^  d’après  les  déinitions  mêmes,  on  a 

coi«=sin  (90°— ac),  cotaKs=iang(90^»),co6écat«»8éc(9fli°— ar). 
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ÉlevûDslerayonOBperpendiculaireàOÂ,  et  menons  MQ,  BS, 
perpendiculaires  à OB.  L’arc  BM  aura MQ  pour  sinus,  BS  ponr 
tangente,  OS  pour  sécante  : or  l’arc  BM  est  le  complément  de  ÂM; 
donc,  en  désignant  toujours  ÂM  par  a-,  on  a / 

MQ  = cosa?,  BS=cotar,  OS  = cosécar.  . 

Remarquez  que  MQ  = OÏ*  : c’est  à dire  que  le  cosinus  e»t  égal  à 
la  partie  du  rayon  comprise  entre  lÈ  centre  et  le  pied  du  sinus. 

6.  La  distance  AP,  comprise  entre  rtirigine  de  l’arc  et  le  pied 
du  sinus,  a reçu  le  nom  de  sinus-verse et  la  distance  BQ,  celui 
de  cosinus-verse.  Mais  ces  deux  lignes  sont  hors  d’usage. 

7.  En  donnant  au  point  M toutes  les  positions  possibles  sur  fa 
circonférence , les  lignes  trigononiétriques  peuvent  prendre  des 
situations  tout  à fait  contraires  à celles  qu’elles  ont  quand  l’arc  ÂM 
est  moindre  que  90°.  Par  exemple,  s’il  s’agit  de  l’arc  AM',  dont 
le  complément  est  négatif  ét  égal  à BM',  le  cosinus  QM'  ou  OP' 
se  trouve  placé  à gauche  du  point  O , lundis  que  d’abord  il  était 
à droite.  De  tels  changements  dans  la  position  des  lignes  amènent 
en  général,  dans  lefticul,  desdillicultés  que  la  question  suivante, 
quoique  très  simple,  rendra  sensibles. 

Soit  ÂBX  (fig.  2)  une  ligne  quelconque  sur  laquelle  sont  donnés 
deux  points  A et  B , séparés  par  la  distance  AB  = a.  Ou  suppose 
connu  l’intervalle  x du  point  B à un  point  quelconque  M de  la  ligne 
ABX,  et  on  veut  avoir  l’intervallè  du  point  A à ce  dernier  point. 

Si  on  désigne  l’intervalle  demandé  par  7,  il  est  Clair  qu’on  aura 

z = a-\’X  oVi  z = a — x,’ 

selon  que  le  point  M est  situé  du  cdté  BX  Ou  du  côté  BA  : de 
sorte  qu’il  faut  employer  deux  formules  différentes  pour  ces  deux 
positions  du  point  M.  Mais  on  élude  cet  inconvénient  de  la  ma- 
nière la  plus  heureuse,  et  une  seule  formule  suffira,  en  ayant  soin 
de  donner  des  signes  différents  aux  distances  qui  ont  des  positions 
contraires  par  rapport  au  point  B.  Et  en  effet,  si,  dans  la  pre- 
mière formule  s = on  fait  successivement  «=-J-BM  et 

X — — BM,  il  vient  d'abord  *=a-j-BMet  ensuite  2c=a  — BM, 
ainsi  que  cela  doit  être.  De  cette  manière,  la  première  formule 
z~a-\-x  conviendra  à toutes  les  positions  du  point flf,  et  la' se- 
conde devient  inutile.  On  pourrait  aussi  prendre  ar  positif  du  côté 
BA  , et  négatif  du  côté  BX  : alors  ce  serait  la  seconde  formule, 

,«  * 
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r=« — a:,  qu’il  faudrait  conserver.  11  sérail  futile  de  multiplier 
les^exemples , mais  ce  qui  précède  sulFu  pour  faire  pressentir 
riniportance  de  la  règle  suivante,  établie  par  Descabtes; 

Si  on  considère  sur  une  ligne  quelconque,  droite  ou  courhe, 
differentes  distflnees , mesurées  à partir  d’une  origine,  com- 
mune, fixe  sur  cette  ligne,  on  introduira  dans  le  calcul  les  di- 
stances qui  ont  des  situations  opposées  par  rapport  à l’origine, 
en  affectant  les  unes  du  signe  +,  et  les  autres  du  signe — . 

Le  sens  des  distances  positives  est  d’ailleurs  tout  à fait  indilfé- 
renl  ; rntiis  une  fois  qu'il  a été  tixé,  les  distances  négatives  doivent 
se  prendre  du  côté  opposé.  A l’égard  des  ligues  irigonoméiriqucs, 
l'usage  esf  de  les  considérer  comme  positives  dans  la  situation 
qu’elles  occupent  lorsque^’arc  est  moindre  que  90",  et  qui  est 
aussi  celle  où  elles  se  présentent  d’abord. 

Nous  aiirons  bientôt  occasion  de  faire  de  nombreuses  applica- 
tions de  celte  règle,  sur  laquelle  nous  reviendrons  etteore  quand 
nous  appliquerons  l’algèbre  à la  solution  des  problèmes  do  géo- 
métrie; mais  avant  d’aller  plus  loin , je  dois  prémunir  le  lecteur 
contre  une  erreur  assez  ordinaire,  laquelle  consiste  à assimiler 
le  principe  dont  il  s’agit  à un  théorème  susceptible  d’être  dé- 
montré à priori.  Il  s’en  faufde  beaucoup  qu'il  en  soit  ainsi  ; et 
quelles  que  soient  les  considérations  plus  ou  moins  ingénieuses 
dont  les  auteurs  l’aient  étayé,  on  doit  reconnaître  qu’il  n’est  véri- 
tablement qu'une  simple  convention , à laquelle  il  faut  avoir  soin 
de  ne  pas  contrevenir  dans  (a  suite,  et  dont  ruiilité  est  rendue 
évidente  par  les  applications  qu’on  eu  fuit. 

Marcb*  progreiiive  det  lignes  trigonomélriques.<»Commeot  on  les  ramine  au  premier 

quadrant. 

8.  Quand  le  rayon  OM  (fig.  1)  est  couché  sur  OA,  il  esl  évident 
que  l’arc  AM  est  nul,  que  le  sinus  est  nul,  que  la  tangente  est 
nulle,  et  que  la  sécante  est  égale  à OA.  En  même  temps  le  cosinus 
MQ  devient  aussi  égal  à O.A  : et  quant  à la  cotangente  et  à la  co- 
sécante, elles  sont  infinies;  car  il  est  évident  que  les  lignes  BS  et 
OS  augmentent  à mesure  qu’on  rapproche  OM  de  OA,  et  qu’elles 
peuvent  devemr  aussi  grandes  qu’on  voudra.  Ainsi,  en  nommant  r 
le  rayon,  on* 

sin0  = 0,  tang0=:0,  ‘ sécO=r, 

* eosO-er,  coiO  = a»j  cosécO=»o*,  ‘ 


Di; 


C . PREMIÈKE  PARTIS. 

Si  le  rayon  OM  s’élève  vers  la  position  OB,  il  est  facile  de  voir 
que  lé  sinus,  la  tangente  et  la  sécante  augmenient,  tandis  que  le 
cosinus,  la  cotangeute  et  la  cosécante  diminuent. 

Lorsque  le  point  M est  au  milieu  de  AB,  l’arc  AM  eâtde 
le  triangle  OPM  esj  isoscèle,  et  le  sinus  est  égal  au  cosinus.  Or  ce 
triangle  donne  2^?’  = #^,  d’où  MP=|rV/2;  donc 

sin  ù5'’=çosA5'’=jr\/2. 

Les  triangles  OAT,  OBS,  étant  aussi  isoscèles  et  égaux  entre  eux, 
la  tangente  et  la  cotangente  sont  égales  au  rayon  ; donc 

tangi5“  = coU5“=r.  . 

Enfin  la  sécante  et  la  cosëcante  sont  aiissi  égales;  pt  le  triangle 
OAT  donnant  OT^=  2 r“,  d’où  OT  5=  r\/2,  on  conclut  ' 

sec  45®  = coséc  45*  = r\/2. 

Quand  le  point  M est  venu  en  B,  le  sinus  est  égal  à BO,  la  tan- 
gente et  la  sécante  sont  infinies,  le  cosinus  MQ  est  nul,  la  cotan- 
gente BS  est  nulle  aussi , et  la  cosécîtnte  OS  devient  égale  à OB. 
On  a donc 

sin  90®=r,  iang90®=o»,  séc90®=oo, 

cqs90®^0,  cot90®ï=0,  coséc  90“=»'. 

Au  reste,  ces  valeurs  sont  des  conséquences  de  celles  qui  ont  été 
trouvées  quand  l'arc  était  nul  : car  les  arcs  0 et  90®  étant  complé- 
ments l’un  del’autre,  on  doit  avoir  sin90”=cos0,  lang  90“=cot0, 
séc  90“=coséc0,  cüs90"=siii0,cot90“=târig  0,  coséc  90=séc  0. 

9.  Le  rayon  QM  continuant  sa  rotation,  snpposons-le  arrivé  en 
OM';  alors  l’arc  est  AM',  et  sou  sinus  est  M P’.  Menez  M'M  pa- 
rallèle à A'A,  et  construisez  toutes  les  lignes  trigonométriques  de 
l’arc  AM,  ainsi  que  l’indique  la  figure.  IJ’abord  il  est  clair  que  les 
sinus  MP  et  M'P'  seront  égaux;  donc  sin  AM'=sin  AM. 

Pour  avoir  la  tangente , on  est  obligé  de  prolonger  le  rayon 
OM'  au  dessous  du  diamètre  AA' , d’où  il  résulte  que  cette 
tangente,  qui  est  ici  AT’,  se  trouve  dans  une  position  opposée 
à celle  qu’elle  avait  d’abord;  par  conséquent  elle  sera  négative. 
Or  les  triangles  égaux  OAT,  OAT'  donnent  A'BI^AT ; donc 
tang  AM'=— tang  AM.  , 

D'après  la  définiiioR  (4),  la  sécante  da  l’arc  AM'  est  OT'.  Cette 
ligne  n'est  plus  dirigée  sur  le  |«you  OM',  du  même  cAté  du  centré 


Digilized  by  Google 


^ TKICONOH&TRIE,  ^ 

que  le  point  décrivant  M',  niais  elle  est  du  côté  opposé.  Pour  cette 
raison  elle  doit  être  négative;  et  comme  d’ailleurs  OT'=OT,  il 
s'ensuit  que  séc  AM'= — séc  AM. 

Le  cosinus,  la  cotagente  et  lajposécante  donnent  lien  à des  re- 
marques analogues.  Puisque  l’arc  AM'  surpasse  90°,  son  complé- 
ment est  négatif;  et,  en  outre,  comme  le  cosinus  QM'  ou  OP'  se 
trouve  à gauche  du  point  O , on  prendra  aussi  ce  cosinus  négatir 
vement.  Àlême  raisonnement  à l’égard  de  la  cotagente  BS'.  Quant 
à la  cosécante  OS',  il  n’y  a pas  lieu  à l’affecter  du  signe  — ; car 
elle  est  sur  OM',  du  même  côté  que  le  point  décrivant , ainsi  que 
cela  avait  lieu  dans  le  premier  quadrant.  Les  triangles  OBS  et 
OB8'  étant  égaux,  on  a QM'=QM,  BS'=BS,  OS'=OS;  donc 
cos  AM';=— cos  Aÿl,  cot  AM'==— cot  AM,  coséc  AM'=coséc  AM. 

On  appelle  supplémetit  d’un  arc  ou  d’un  angle  ce  qu’il  faut  lui’ 
ajouter  pour  avoir  180'  ; donc  A'M'  ou  son  égal  AM  est  le  sup- 
plément de  AM',  et  l’on  peut  énoncer  les  propriétés  trouvées  plus 
haut  en  disant*que  deux  arcs  supplénientaires  ont  leurs  lignes 
trigonométriques  égales  et  de  signes  contraires,  à T exception  ^ 
du  sitms  et  de  la  cosécante,  qui  ne  chatigent  pas  de  signe. 

Si  on  veut  exprimer  ces  propriétés  par  des  équations,  on  dési- 
gnera AM'  par  x : alors  on  aura  AM=A'M'=18.0°—ar , et  ensuite 
on  pourra  écrire 

{sinar  =sin  (l80'~x)r  I cos  ar=— cos  fl  80”— arl,  • 
tang  ar=— tang  (180°— a?),  ,^cot  x=—cot  (l 80”— æ), 
sécx  =— séc  (180”— x),  I coséc  a:=coséc(18û°—ar). 

Il  est  d’ailleurs  évident  que,  de  90*  à 180”,  le  sinus,  la  tan- 
gente et  la  sécante  diminuent;  et  qu’au  contraire , le  cosinus,  la 
cotangente  et  la  cosécante  augmentent.  Quand  OM'coïncide  avec 
OA',  on  a . 

I . ^ 

• sin  fï!0"=0,  tang  180®=0,  séc  180”=— r. 

cos  180°T=-T-r,  I cot  180®!=^  O»,  coséc  180”=  oo.  . 


Toutes  cés  valeurs  peuvent  se  déduire  des  relations  [1  j en  faisant 
x=180”.  Par  exemple,  la  relation  cos  x=—cos  (180°- ar)  devient 
cos  180*=— cos  0 : or  cos  0=r;  donc  cos  180'»=— r,  ainsi  que  cela 
doit  être. 

10’.  Les  applications  de  l’analyse  à la  géométrie  conduisent  fré- 
quemmentà  desaros  qi|i  renfermentplusieursdemi-circonférences 
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U eoDvk  nt  donc  de  donner  encore  des  formules  pour  réduire  aussi 
tout  ces  arcs  au  premier  quadrant.  Afin  d’abréger,  nous  considé~ 

. Ferons  spécialement  le  sinus  et  le  cosinus , qui  sont  les  lignes  les. 
plus  usitées  ; et  comme  tout  arc  j^us  grand  que  la  deroi-circuufe- 
rènee*  se  compose  d'un  arc  moindre  que  180°,  augmenté  d’une  ou 
plusieurs  fois  180”,  nous  examinerons  d’abord  ce  que  doivent  être 
le  sinus  et  le  cosinus  de  l’arc  180“  + tr;  x étant  <180°. . 

Soit  AM  l’arc  désigné  par  x,  lequel  peut  être  pris  comme  on 
voudra  entrerOet  180”  :en  ajoutant  h AM  la  demi-circonférence 
M^',  le  nouvél  arc  AMA'N'  sera  égal  à 180*4**.  Les  deux  arcs 
ont  des  sinus  égaux,;  savoir,  MP  et  N'P',  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  OQeiOQ’  : mais  comme  ceslignesont  des  positions  inverses, 
on  doit,  conform.énicnt  à la  copvcntion  établie  (^,  leur  doqner  des 
signes  contraires.  Les  cosinus  OP  et  OP’  sont  aussi  égaux;  et  doi- 
vent aussi  avoir  des  signes  différents  ; donc 

[S]  sin  (180*-Hx)= — sinx,  cos  (180"4**)= — cosx. 

En  second  lieu , ajoutons  360”  à AM , il  est  clair  qu’où  revient 
■au  même  point  M de  la  circonféi  ence,  et  que  par  suite  toutes  les 
ligues  trigonométriques  redevieunent  les  mèmès.  Ainsi  on  a 

[81  , sin.(860*-f-x)ï=sin  X,  cos  (.360®  4* *)=  cos  a:.  ' ' 

En  général  , quelque  grandeut^  (m’on  suppose  à l’arc  x,  si  on 
lui  aÿoute  180°  ou  un  nombrtympair  de  demi-circonférences,  son 
extrémité  se  trouvera  transpoMée  du  sommet  d’un  diamètre  au 
sommet  opposé  ; et  dès  lors  il  est  évident  que  le  sinus  et  le  cosinus  ne 
font  que  changer  de  signe.  Mais  si  àxon  ajoiiteSGO”  ou  un  nombre 
pair  dedemi-circonférences,  comme  on  revient  sur  le  même  point 
du  cercle,  aucune  ligne  trig'onométriqde  ne  doit  changer. 

' 11.  H reste  à parler  des  arcs  négatifs,  c’est  à dire  de  .ceux  qui 

sont  décrits  lorsque  le  rayon,  qui  était  d’abord  couché  sur  OA,  se 
meut  dans  le  sens  AB' A',  contraire ù celui  qu’il  asuivi  8’abord.  *, 

Soient  AM  et  AN  deux  ares  égaux  et  de  situation  inverse,  dési- 
gnés par  X et — x.  II  est  évident  que  leurs  sinus  MP  et  NP  sont 
aussi  égaux  et  de  situation  inverse.  Pour  avoir  les  cosinus,  on  re- 
marque que  les  compléments  90” — x et  90“4-i:  sont  représentés 
par  les  arcs  BM  et  BMN,  dont  les  sinus  MQ  et  NQ'  sont  égaux  et 
semUablement  situés  ; donc  on  a 

[4]  Sin(— *)sB— sinx,  cos  (■*-x)a=  cosx. 
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Quoique  dans  la  figure  les  arcs  AM  et  AN  soient  <90®,  ces  for- 
mules n’en  sont  pas  moins  générales.  D’abord  il  est  clair  qu’en 
augmentant  les  deux  arcs  autant  qu’on  voudra,  pourvu  qu’ils  res- 
tent égaux,  les  sinus  MP  et  NP  ne  cesseront  pas  J’être  égaux  et 
opposés;  donc  on  a toujoiussin  ( — x)— — sin  x.  Quant  à l’autre . 
formule, supposons  qu’on  y mette  des  arcs >90°,  comme  ABM'  et 
AB'N' par  exemple;. puis,  faisons  x=ABM'  et — x= — AB'N'.  Le 
complément  90" — x du  premier  arc  est  négatif  et  représenté  sur  la 
figure  par  l’arc  BM',  situé  ù gauche  du  point  B,  tandis  que  le  com- 
plément 90"-f  X du  second  arc  est  égai  à BAN',  et  toujours  ù droite 
du  point  B.  Or  les  sinus  M'Q  et  N'Q’  de  ces  arcs  complémentaires 
sont  égaux,  et  ont  même  situation  à l’égard  du  diamètre  BB';  donc 
on  a toujours  cos  ( — ar)  = cos  x-  Ainsi  les  formules  [A]ont  toute  la 
généralité  désirable. 

Il  est  bon  do  remarquer  que  le  cosinus  d’un  aro  quelconque,  po- 
sitif ou  négatif,  est  toujours  représenté  en  grandeur  et  en  situation 
par  la  distance  du  centre  au  pied  du  sinus. 

12.'  Il  est  bon  de  rem:u^quer  aussi , avant  d’aller  plus  loiq , que 
les  formules  [1],  {2],  [3],  [A],  trouvées  jusqu’à  présent,  peuvent 
s’appliquer  à tous  les  arcs  possibles  tant  positifs  que  négatifs.  Pour 
plus  de  brièveté  je  ne  m’occuperai  que  du  sinus  et  du  cosinus. 

1"  Reprenons  n*  9 les  deux  formules  sin  ar  = sin  (180° — x), 
cos  X = — èos  (180°  — x),  lesquelles  n’ont  été  démontrées  que  pour 
les  arcs  positifseomprisentreOet  180".Enchangeanta:en  180°-f-x, 
elles  deviennent 

sin  (180°-f  x)  = sin(— x),  cos(l80'’-j-x)=— cos(— x): 
égalités  évidentes  en  vertu  des  relations  [2]  et  [A].  Il  est  clair  que 
l'arc  peut  encore  être  augmenté  de  180*,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
l’infitipEn  mettant  — a?  au  lieu  dex,  on  voit  delà  même  manière 
que  les  deux  formules  sont  encore  vraies  : donc  elles  conviennent 
à tous  les  arcs  possibles. 

2°  Les  formules  [2],  qui  ont  été  démontrées  pour  tous  les  arcs 
positifs,  s’étendent  aussi  aux  arcs  négatifs.  En  effet,  si  on  y cRauge 
xen  — X,  elles  deviennent 


et  rentrent  alors  dans  les  formules  [l].  ' • 


sin  (180°  — x)=— sin  (— x)  = sinx, 
cos(180° — x)  = — cos( — ÿ = — cosx, 


3*  Puisque  l’addition  de  180°  it  un  arc  quelconque  -fx  on  — x 
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ne  fait  qne  changer  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus,  il  s’ensuit 
que  l’addition  de  860°  ne  doit  produire  aucun  changement  ; par 
conséquent  les  formules  [3]  conviennent  aussi  aux  arcs  négatifs. 

h°  Quant  qux  formules  [i],  elles  ne  donnent  lieu  à aucune  dé- 
monslration  ; car  il  est  évident  qu’on  petit  y remplacer  ar  par — x. 

1.3.  Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  dé  ramener  au  premier 
quadrant  les  lignes  trigonométiiqûes  de  tel  arc  qu’on  voudra.  Soit 
a?  = 1029"  un  .arc  dont  on  demande  le  sinus.  On  en  retranche  860® 
autant  de  fois  que  possible,  et  il  reste  309°;  donc,  d’après  les  for- 
mules [.3],  siu  x=»  sin  309".  ®n  ôte  encore  180®  de  309°,  et,  par  les 
formules  [2],  on  a sinx  = — sin  129°.  Enfin  on  prend  le  supplé- 
ment de  129",  qui  est  51°,  et  il  vient  sin  x=> — sin  51°  (9).  On 
peut  même  encore  pousser  la  réduction  plus  loin,  car  sin  61*  = 
cos  (90* — 5l)  = cos  39°;  donc  sin  * = — cos  39*. 

Si  l’arc  donné  était  x= — 1029°,  le  sinus  serait  de  signe  contraire 
au  précédent  (il),  et  l’on  aurait  sin  ar=cos  89°. 

, Sur  le«  arci  qui  répondent  k un  aioua  doooé  j ou  à un  «osiaua  > ttc. 

développeme’nls  dons  lesquels  on  vient  d’entrer  donnent 
lieu  à nette  rujDarqqe  ipiportapte,  qu’il  existe  une  infinité  d’arcs 
qui  ont  les  mêmes  lignes  trigoQométrjqqes.  Supposons  qu’une  de 
ces  lignes  soit  donnée»  et  citerebons  les  différents  arcs  qui  lui  cor- 
respondent. 

Soit  donné  sin  x=a.  Sur  le  rayon  OB  (fig.  1)  perpendiculaire 
à OA,  je  porte  OQ  = a,  et  pqr  le  point  Q je  mène  MM'  parallèle  à 
OA.  Il  est  clair  qu’on  doit  prendre  pour  valeurs  de  x tous  les  arcs 
terminés  aux  points  M et  M'.  Je  désigne  l’arc  AM  para,  et  180°  par 
H ; AM'  sera  égal  à H — a,  et  les  arcs  positifs  terminés  en  M et  M' 
seront  compris  dans  les  deux  séries  4^ 

■ ..a,  2ll-|-a,  t|H-|-a,  6H+a,  etc. 

H — a,  3H — a,  5U — a,  7H — a,  etc. 

On  a AB'A'M  = 2H — a et  AB'A'M'=H-f-a.  Ajoutons  à ces  arcs 
un  nombre  quelconque  de  circonférences,  puis  prenons  négative- 
ment les  arcs  résultants  : on  aura  ainsi  tous  les  arcs  négatifs  qui 
répondent  au  sinus  donné^ savoir, 
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Les  arcs  de  ces  quatre  séries  peuvent  se  renfermer  dans  deux  for- 
mules assez  simples.  Remarquez  que  dans  deux  de  ces  séries  l’arc  a 
est  ajouté  à tous  les  multiples  pairs  de  H,  tant  négatifs  que  positifs, 
et  que,  dans  les  deux  autres,  il  est  retranché  des  multiples  im- 
pairs de  H.  Désignons  donc  par  k un  nombre  entier  quelconqu#, 
positif  ou  négatif,  lequel  peut  même  être  égal  à zéro  ; alors  to’us 
arcs  cherchés  pourront  se  représenter. par  les  formules 

[1]  j?=2/in-l-ix,  a»=(2A*|-l)H — a.  ‘ 

Nous  avons  supposé  a positif  : si  on  avait  sin  x= — a,  on  devrait 

porter  a en  OQ',  du  côté  OB'.  Alors  ce  sont  les  arcs  terminés  en 
N'  et  N qui  sont  les  valeurs  de  x.  Faisons  ABN'=  a,,  il  est  facile  de 
voir  qu’on  a ABN=3  H — «,  AB'N'  = 2 H — «,  et  AN=ût— II.  Par 
suit'e,  les  valeurs  de  a;,  tant  négatives  que  positives,  qui  répondent 
au  siuus  OQ',  sont 

a,  2H+a,  etc.  6H — a,  ete. 

— 6H+“>  H— a, Tl-  II— a, — 3H — «,  CTK 

et  il  est  clair  qu’elles  sont  encore  comprises  dans  les  formules  [1]. 

Dans  tous  les  cas,  si  a est^lus  grand  que  le  rayon  r du  ‘cercle, 
l’arc  X sera  imaginaire;  car  le  plus  grand  sinus  positif  est  -H* , et 
le  plus  grand  sinus  négatif  est  -rr. 

15.  Soit  donné  cos  a.  Si  a est  positif,  on  prend  OP.^  a du 
V,  côté  OA,  on  élève  au  point  P la  perpendiculaire  MN  ; et  les  valeurs 
de  X sont  les  différents  arci«|Kfs  et  négatifs  terminés  en  M et  N. 
En  faisant  AM=«,  il  est  fa3|||Pfe  voir  que  ces  arcs  sont  ceux  des 
quatre  séries 

«,  2H-|-a,  etc.  2H — a,  ôH — a,  6H — a,  etc. 

—a, — 2H — a, — 5H — a,  etc.  — 2H-i-a, — ôH-j-a, — etc.  ; 
ët  en  désignant  par  k un  4^pibre  entier  quelconque  positif  ou  né- 
gatif, on  peut  comprendre  tous  ce§  arcs  dans  les  deux  formules 

[2]  ar=2AH— a, 

Si  on  donné  eos  arr=--r-a,  on  portera  a du  côté  OA'.  Alors  on 
désignera  par  a l’arc  AMM',  et  il  n’y  aura  rien  à changer  à ce  qui 
précède.  Si  a. surpasse  le  rayon,  l'arc  x est  imaginaire. 

15.  Soit  eaeore  tang  Supp^so^  a positif,  prenons  la  tan- 
, geaté  ATfss/taudesBusdeOA,  cl  menons  la  droite 'I  AIN'  guipasse 
au  centre  at  rencontre  ie  cercle  en  M et  N'.  Las  valeurs  de  x sont 
1m  arcs  puaitilB  ou  uégaüfs,  qui  se  terminent  en  M et  N'.  Faisons 
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l’arc  AM=«,  on  aura  AMN'=H+i*,  AN'M==2H— »,  ÀN'=H— *, 
elles  ares  cherchés  seront  ceux  des  séries 

«,  etc.  H4“*j  etc. 

— — 4H+«, — 6H+a,etc.  — H+«,— 3H-j-a,— 5H+a,  etc. 
*Çans  ces  quatre  suites,  l’arc  « se  trouve  ajouté  à tous  les  mul- 
tiples de  H,  positifs  et  négatifs;  donc  la  formule  générale  des  arcs 
cherchés  est  • ' , 

[3]  ar=AH  -f-«.  ' ' 

Quand  la  tangente  donnée  a est. négative,  on  la  porte  en  .\T', 
an  dessous  de  OA  ; a représente  alors  Un  arc  compris  entre  90”  et- 
180®,  tel  que  ABM'.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  la  tangente  peut 
avoir  telle  grandeur  qu’on  voudra.  • ^ * 

t7.  Nous  n’examinerons  point  lee  cas  ôù  l’arc  est  donné  par 
^les  autres  lignes  trigonoméiriques.  Au  reste,  on  reconnaît  facile- 
n^t  que  lesaresquiont  même  sinus,  ou  même  cosinus,  ou  même 
tOTgente,  ont  aussi  même  cosécante,  oü  même  sécante,  ou  même 
cotangente  ; et  c’est  ce  qu’on  verra  encore  plus  loin  (20)  quand  on 
aura  établi  les  relations  des  iignes  trigonométriqués  entre  elles. 
Ilsuitdelà  que  les  formules  [I],  [2]  et  { 3]  sont  encore  celles  qu’on 
doit  avoir  quand  on  donne  coséc  ar,  séc  x,  cot  x. 

II  nefaut  pas  oublier  que,  dans  ces  formules^  « représente  tou- 
jours le  plus  petit  arc,  entre 0 et  360”,  correspondant  à la  ligne  fC 
donnée,  H la  dcmi-circonféren(^[flbA  un  nombre  etitier  quel- 
conque, positif  ou  négatif,  lequej^JPaussi  être  zéro. 

Comment  on  ramène  les  stnna  » les  cosinus , ctc.j  è de  simples  rapports. 

18.  Dans  la  trigonométrie,  un  arc  n’étant  employé  que  comme 
mesure  d’un  angle,  ce  n’est  pas  sa  graveur  absolue  que  l’on  con-, 
sidère , mais  seulement  son  rapport  a-ro  la  circonférence  dont  il 
fait  partie.  Or,  c’est  précisément  ce  rapport  qui  est  indiqué  par  le 
nombre  de  degrés  de  l’arc,  et  il  est  évident  qu’il  suffit  pour  déter- 
miner un  angle  ; car  tous  les  arcs  compris  dans  un  même  angle  et 
décrits  de  son  sommet  comme  centre,  contiennent  un  égal  nombre 
de  degrés,  quels  que  soient  d’ailleurs  Its  rayoK  de  q«s  arcs. 

Les  rapports  qui  existent  eqtre  les  lignes  trigonométriqués  de 
ces  arcs  et  les  rayons  des  cercles  auxquels  elles  appartiennent , . 

ne  dépendent  nussi  que  de  ce  nombre  de  degréè.  Par  exemple,  la 
fig.  î,  dans  laquelle  MP,  M'P',  MT',...  sont  des  sinus  d’arca 
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AanblÀtet,  doüne  0M  = = -Q^...jcesoi4tjloncce8rap-' 

ports , et  non  les  sinus,  qui  sont  déterminés* quand  on  donne  un 
angle.  La  même  chose peuise  dire  d^^osinus,des  tangentes,  etc. 
t)n  voit  par  là  que  ce  ne  sont  pas  les  longueurs  absolues  des  lignes 
trigonométriques,  mais  bien  leiirs  rapports  au  rayon  qui  doivent 
entrer  dans  les  calculs  ; et,  par  cqtte  raison,  il  convient  de  n’y  ru-  • 
troduire  que  ces  rapports.  Pour  cela  le  mcjun  est  bien  simple  : il 
suffit  de  prendre  pour  Unité  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  on  con- 
sidère le.s  lignes  irigonoméiriques;  car  alors  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  lignes  ne  seront  p|us  autre  chose  que  ces  rapports 
éux-mêmes.'  On  donrte  quelquefois  à ces  rapports  les  noms  de 
iinut  nalurelt,  connut  naturel*,  etc. 

C’esLainsi  que  les  lignes  trigonométriques  se  ramènent  à ne  plus  • 
être  que  de  simples  rapports,  et  c'est  sons  ce  point  de  vue  qu’il 
serait  cohv^^Ie  de  les  présenter  tout  d’abord.  Mais,  pour  ne 
point  chanjUlhes  habitudes  dei’enseigneraeni , je  ne  ferai  dans  les 
formules  fohdameutalesàucune  hypothèse  sur  le  rayon,. et  je  l’y 
désignerai  toujours  par  r.  -,  . • ■ • | . 

. 19.  Au  reste,  quand  un  calcul  a été  fait  en  prenait  le  ràyon 
pour  unité,  il  est  toujours  facile  de  modifier  les  résultats  de  ma- 
nière qu’ils  soient  applicables  à touteaüire  Supposition.  En  effet, 
d’après  ce  qui  vient  d'étre  dit,  il  est  clair  qué,  dans  la  seconde  hy- 
pothèse, les  yafiporis  des  sinus,  cosinus,  etc/,  au  rayon  soniégaux 
aux  sinus,  cosinus,  etc,,  de  la  premjèrèj  par. conséquent  il  n’y 
aura  qu’à  ôbangerdans  les  résultats  dont  il  s’agit  les'quantités  telles 

etc.  Par  exemple,  sup- 


, SI  II  a 

que  sin  a,  taug  b,  etq,  en  — 


r*,  r 

posons  qu’on  ail  trouvé  d’abord  entre  les  arcs  a et  b la  relation 

tang  substitutions  donneront  •' 

. * 

• - cos  g 

' ■ ' tang  b r • 


H 


sin  a f 


. • f • . * 

£n  en  réduisant  on  aura,  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  le 
rayon  r,  \ ' * * - 

- tang  . . . 

r+siofl  > ■’ 


<1 
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Sortoat  on  doit  bien  se  garder  de  croire  qu’il  existe  une  longueur 
déterminée  qui  soit  le  rayon  1 et  une  autre  qui  soit  le  rayon  r,  d^ 
même  qu’il  y a des  distances  égales  à 1 mèt.,  2 mèt.,  etc.  Le  rayon 
doittoujoursresleressentielleméntindéterminé.Âla  vérité,  chaque 
ligne  trigonoméirique  d’un*ngle  donné  se  trouve  exprimée  pa^ 
des  nombres  dilTérents,  suivant  l'hypothèse  qu’on  fait  sur  le  rayon  ; 
mats  ces  nombres  ont  toujours  le  même  rapport  avec  celui  qui  re- 
présente le  rayon,  et  c’est  ce  rapport  seul  qui  entre  dans  les 
calculs.  ■' 


ReUlioBt  des  U|nes  trigonométriques  entre  elles. 


20.  Les  triangles  dé  lafig.  1 font  connattreles  relations  des  sis 
lignes  trigonométriques  entre  elles.  . ‘ . ' ‘ 

D’abord  le  triangle  OMP  étant  rectangle,  on  a 

lïP'-fOP*=65r*r 

en  sééond  lieu,  les  triangles  semblables  OMP,  Ol||^  dônneront 

AT  : MP  : : OA  : op,  ot  : om  ; : oa:  op? 

et,  en  troisième  litu,  les  triangles  OMQ,  OSB,  donnent  aussi 

, bsimq;;  OB  :OQ.  os:om:;ob:oq, 

Faisons  l’arë  AM=a,  le  rayon  OM=r,‘puis  remplaçons 
les  lignes  par  leurs  désignations  trigonométriques,  savoir  t 
MP  par  sin  a,  OP  par  cos  a,  etc.  [Les  cinq  relations  précédentes 
donneront  . 

[1] 

• • 


[2] 


. r sin  a 
tang  a= 


cos  a 


sin’a-)-cos’a=r*, 

m 


seco= 


cos 


. rcos  a 

cot  a= — : , 

sin  a 


• ''1  L&J 


coséc  a=- — 
sin  a 


L’équation  [1]  servira  à déterminer  le  sinus  an  moyen  du  cosi- 
nus, et  réciproquement.  Si  on  donne  sin  «,  on  aura  cos  a = 
ihy/r’ — siü’o.  On  obtient  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, parce  qu’à  un  même  sinus,  à OQ  p ir  exemple,  il  répond 
deux  cosinus  OP  et  OP',  égaux  et  de  situation  opposée. 

Les  formules  [2],  [3],  font  connaître  les  valeurs.de  la  tan- 

gente, sécante,  etc-,  quand  on  aies vajeurs  du  sinus etdu  cosipus. 
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- 21.  Pour  présenter  une  application  de  ces  formules,  prêtions  la 
voleur  sin  30°=^|r  trouvée  n“  4.  Au  moyen  de  celte  valeur,  il  sera 
facile  de  calculer  d’abord  le  cosinus  de  30°,  et  ensuite  laiangente, 
la  sécante,  etc.  Dn  remarquant  que  le  complément  de  30°  est  60% 
on  forme  le  tableau  suivant  : f • ■ 

sin  S0®=cos  60°=-y,  cos  80°=sin  60°=^^^ , 

Ti/  à V ’ 

tatig  30”=cot60°=— 5— , cot30°ap=lang60°=rv/3, 

f w 

séc  80°=icoséc  60”ai^j — , cosëc  S0°*=séc  60°i=2r. 

0 

22.  Quoique,  déduites  d’une  figu|p*  dans  laquelle  l’arc  a est  , 
< 90°,  les  formules  du  n°  20  n’en  sont  pas  moins  générale^.  Cela 
serait  évident  si  l’on  ne  considérait  que  le»  valeurs  absolues  Ses 
lignes  trigonomélriques;  carces  lignes  forment  toujoursdes  trian- 
gles rectangles  et  semblables,  dont  on  peut  tirer  les  mêmes  ré- 
sultats quedans  Içmuméro  cité.  £n  ayant  égard  aux  signes  des  li- 
gnes, il  est  clair  d’abord  que  la  formule  [1]  ne  cesse  pas  d’avoir 
lieu,  puisqu’elle  ne  contient  que  des  carrés  f il  reste  donc  à exa- 
miner si  les  autres  formulés  font  toujours  prendre  à la  tangente,  à 
la  sécante,  etc.  les  signes  qui  conviennent  à leurs  positions. 

Dans  le  premier  quadrabt,  c’est  à dire  de  0 à 90°,  le  sinus  et  le 
cosinus  étant  positifs,  les  quatre  formules  donnent  des  valeurs 
positives,  ainsi  que  cela  doit  être.  Dans^le  second  quadrant,  le 
sinus  est  positif,  ,1e  cosinus  esl  négatif,  et  par  suite  les  valeurs  de 
la  tangente,  de  la  sécante  et  de  lu  coiangente  sont  négatives,  tandis 
que  celle  de  la  cosécante  reste  positive  : or  la. figure  montre  qu’en 
effet  ce  sont  là  les  signes  que  doivent  avoif  ées  lignes.  Dans  le  troi- 
sième quadrauj|Je  sinus  et  le  cosinus  sont  négatifs  ; donc  les  va-  • 
leurs  [2]  et  [4^mnt  positives,  tandis  que  les  valeurs  [3]  et  [6] 
sont  négatives  ; et  c’est  ce  qui  doit  avoir  lieu  d’après  la  position 
que  prennent  alors  les  quatre  lignes.  Dans  le  quatrième  quadrant, 
le  sinus  étant  négatif,  et  le  cosinus  positif  les  valeurs  [2],  [4],  [5] 
sont  négatives,  et  la  valeur  [3]  est  positrve  ; c’est  encore  ce  qui 
doit  être^d’après  la  figure.  ' ’ . - 

Au  delà  de  360°,  le  sinus  et  le  cosinus  reprennent,  pour  un  are 
quelconque  360*  -j-  a,  les  mêmes  grandeurs  et  les  mêmes  signes 
que  pour  l’arc  a ; les  quaires  formules  donnent  dono  aussi  Jps 
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mêmes  résuiiais.  Et  effectivement  la  tangente,  la  sécants,  etc.  { 

doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  pour  l’arc  360°+a  que  pour  l’arc  a. 

Supposons  les  arcs  négatifs.  Puisque  sin  (—0)3=  — sin  a,  et  que 
cos  (— a)=cos  a (il),  il  s'ensuit  qu’en  changeant  le  signe  de  l’arc, 
les  valeurs  douuées  parles  formules,  pour  la  tangente,  la  cotan- 
geiite  et  la  cosécante,  prennent  des  signes  contraires  sanscbanger 
(Je  grandeui;,  tandis  que  la  sécante  reste  tout  à fait  la  même.  Ces 
résultats  sont  «iicore  conformes  aux  indications  de  la  figure. 

Elifin.à  parler  rigoureusement,  on  pourrait  craindre  que  les 
formules  ne  fussent  pas  vraies  pour  lesarcs  0,90°,  180*,  etc-,  parce 
qu'alors  les  triangles  cessent  d’exister^ÿlais  il  est  facile  de  voir 
qu’elles  donnent  encore  des  résultats  quT conviennent  à ces  arcs. 
Par  exemple,  si  on  fait  a =„P0°,  on  aura  sin  90*  — r,  cos  90®  =0; 
pqr  suite  tang  90°  = 00 , séc  90'  = « , cot  90°  = 0 ; coséc  90*  r. 
Cës  valeurs  sont  eu  effet  celles  qu’on  doit  avoir.  Remarquez  que 
la  valeur  tang  90°  = 00  doit  être  prise  avec  le  signe  ambigu  ±i; 
car  elle  est  à la  fois  limite  des  tangentes  positives  qu’on  obtient  en 
faisant  croître  l’arc  de  0 à 90°,  et  limite  dés  tangentes  négatives 
qu’on  obtient  en  Iefaisantdécrottredel80°à90°.  La  même  obser- 
vation s’applique  aux  autres  lignes  trigonométriques  susceptibles 
de  devenir  infinies. 

Concluons  inaintenantque  la  généralité  des  ciqq  formules  n’est 
limitée  par  aucune  restriction. 

23.  Il  eût  suffi  de  démontrer  la  généralité  des  formules  [2]  et 

[5]  pour  en  conclure  celle  de  [ü]  et  [6]  : car  Celles-ci  jjeuvent  se  ti- 
rer des  premières  en  y mettant  905  — a au  lieu  de  a.  En  général, 
tontes  les  fois  qu’une  relation -entre  les  lignes  trigonométriques 
aura  été  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  arcs,  il 
sera  permis  d’y  remplacer  ccs  arcs  par  leurs  compléments,  ce  qui 
revient  évidemment  à changer  les  sinus,  tangentês,  sécautes,  en 
cosinus,  coiangentes,  cosécàntes;  et  réeiproqueniînt. 

24.  Les  cinq  relations  [1]....[5]  peuvent  servir  à en  tronver  d’au- 
tres. Xous  allons  faire  connaître  les  plus  remarquables. 

l°£n  multipliant  ent^  elles  les  formules  [2]  et  [4],  il  vient 

[6]  tanga  X cot  a =7^.  ^ ^ ^ 

C’est  à dire  que  le  rayon-  est  moyen  proportionnel  entre  la.lao- 
-genteet  la  cotangente;  Cette  conséquence  se  déduirait  immédia- 
teggent  des  triangles  semblables  OTA,  OSB.  - 


* * ■ . * **  **• 
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•'  2*,  La  formule  [2]  donne  ■*.  ...  ’ ‘ 

. , ; , •,  ,'r’sin’a  r’(sin*o  + cos’a) 

r*4-lang*a*r’H — . — i — — ^ 

\ . Ti  cos*a  cos*a 

. ' fA  »■ 

0r sin*a+cos’o=r*,  sec’a= — ;-:donc^ 

, • . cos^o’-  > 

[7]  *'  . - r'  + tang*o=sec’a,  * ' ^ • 

ionnule'évidente'dàns  le  triangle  rectangle  OTA.  On  trouve  d’utae 
manière  analogue  cetlê  autre  formule  • « • < . 

Ë8]  r’+cot*a=coséc*a.  ^ ' 

laquelle  résiiiie  immédiatement  de  la  précédente  en  mettant  90°— a 
au  lieu  de  a..  • • * v-  • ^ 

3°  Dés  (prmulea  [8]  et  [6]  on  tire 


1 

séca  ' 


cqsg  ^ ^ 

r*  ’ cosécd 


sino. 

r’ 


par  suite,  en  ajoutant  les  carrés  et  remarquant  que  cos*  a+ sin*  a 
=r*,ona  - 'i  ' • , . . 


[9] 


1 

r*' 


séc’o  coséc’o 

• 25.  En  général,  une  quelconque  des  six  lignes  trigonotnétriques 
étant  donnée,  les  cinq  relations  [1],  [2],  [3],  [4],  [5]  serviront  à 
connaître  lés  cinq  autres  lignes  : il  n’y  aura  pour  cela,  qu’une 
simple  résolution  d’équat^ns  à effectuer. 

Par  exemple,  si  on  veut  trouver  le  sinus  et  te  cosinus  au  moyen 
de  la  tangente,  il  faut  prendre  les  équations  [1]  et  I2],  savoir  ; 

. , . , . ■ rsino  ' - 

sin*a+cos*a  = r*,-  tango  ==-— 

/ r CU9  O 

et  en  «tirer  les  valedrs'de  sin  oet  de  cos  a.  La  seconde  donne 
r’  sin* o =;  tang’  a cos*o  ; puis , an  mojen  de  la  première , on  ob 
lient  facilement  ‘ ' 

. . ■ ,±;rlango  > " ±:r*  - ' 

[10]  sino  = — ====.  coso= — — — — 

V'r*  + iaDg*o-  \/r*-f-lang*o' 

Le  double  signet:  apprend  qu’il  existe  deux  sinus  et  deux  cosinus, 
égaux  et  opposés,  qui  répondent  à une  même  tangente;  èt  c’esraussi 
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IS 

J 

ce  que  montre  b figure.  II  fanl  avoir  bien  soin  deprendre  les  signes 

supérieurs  ensemble,  ei  les  signes  inférieurs  ensemble  ? autrement 

rsiii  a . 

on  ne  retrouverait  pas  ^ sstangd.  • 

cos  a ° . 

FormuUtpour  trottTer  letinof  et  lecoiioas  de  • 4- & ettU  a — k % 

26.  Lq  question  ù résoudre  est  celle-ci  : Connaiuantletsinu* 
et  t«$  cotûtut  de  deux  aree  a et  b,  trewer  le  tiuut  et  le  edtintie 
de  le  une  mme  et  de  leur  différence.  ' • • 

Soient  (Hg.  4^  les  :y|cs  AB  = <i  et  BG  = BD  = i : menez  b corde 
CD  et  le  rayon  üB  qui  b coupe  perpendiculairerilenlen  son  milieu 
Q:  menez  aussi  le  rayon  OA,  ainsi  que  les  perpendiculaires  BP, 
CR,  DS.  On  aura 

BP=sina,  OP=cosa,  ‘ CQ=sin  i,  OQ^çoi  4, 
AC=o-|-i,  CR=sin  («-fi),  OR*»cos  («-t-4^ 

AD=a — b,  DS=sin  (a — b),  OS=cos(a — b). 

Tirez  encore  QE  perpendicubire  à OA,  ét  QF,  DG,  parallèles  à 
OA.  Les  triangles  CQF,  QDG  seront  égaux , comme  ayant  les 
tbgles  égaux  et  le  côte  QC  égal  à QD;  donc  DG=QF  et  GQ=CF. 
Cel^  pose,  on  a évidemment  ’ ' • 

■'  sin  (a-l-4)=CR=FR-t-CF=‘0E-f-CF, 
cos(a-fA)  = üR  = üE  — ER  = OE  — QF, 
sil»  (n-4)»=I>S=QE-QG  = QE  — CF, 

•cos  (a- 4)  = OS = OE -f  DG = OE -t- QF. 


te  triangle  OBP  est  semblable  à OQE,  à cause  des  parallèles  BP, 
QE;  et  il  l’csi  aussi i CQF,  a cause  descellés  perpendiculaires.  Par 
conséquent  on  a 

QE  I BP  ; : OQ  ; OB  ou  QE  ; sin  a ; ; cos  i : r, 

0£  ; OP  ; ; oq  : ob  ou  oe  ; cos  o ; ; cos  b i r, 

CF  : OP  ::  cq  : ob  ou  cf  : cosa  ;;  sin*  : 

QF  BP  : ; Cq  : ob.  ou  QF  : sln  a ; ; &in  4 : r. 


De  ces  proportions  on  déduit 
sin  a cos  4 


QËs 

Cti 


r 

cos  a sin  4 


OE= 

QF= 


cosa.cos4 
^ » 

.sin'a  sin  4- 


^ tRICOMeUÉTKI*.  If 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  sin  Ça+b),  etc.,  il  vient 
..n  r^^K^_si[>acosb+co»fl8iB6^ 

|_i;)-COSacosg-sln  asinb  * 

. r ’ ^ . 

■ fiin  (rr  ir)  — « cos  8 — cosii  s!n  & ■ 

r 

rn-1  f rt  fl  -T  ° ^ + sin  g sin  & «. 

»•  ' ' ’ 

27.  La  figure  dont  on  s’est  servi  stable  attacher  certaines  res^ 
triclipns  à ces  formules;  car  elle  suppose  que  a et  £ sont  de»  arc» 
positifs,  que  la.  somnie  a -)►  A est  < 90»,  et  même  que  « surpasse  A 
dans  les  formules  relatives  à a — A.  A la  véi  iié  on  peut  mtdiüer 
facilement  les  constructions  pourles^autres  cas  ; mais  ces  cas  sont 
nombrêux'^el  il  serait  peu  corn  mode  xlercconnailre  par  ce  procédé 
si  les  formules  sont  générales;  Le  suivant  est  préférable. 

1*  La  restriction  a > A peut  être  écartée  des  formules  [.3jci  [4], . 
En  effet,  quand  a est  moindre  que  A,  on  sait  (11)  qu’on  a 

sin  (a— A)  =— sin  (A— a)  et  ' cos(a— A)  = cos(A— «). 
Mais,  A étant  plus  grand  que  a,  on  peut  obtenir  sin  (A-o)  et 
cos  (A-a)  par  les  formules  [3]  et  [/j],,en  y changeant  a en  A et  6 
en.  a .-  or  il  est  évident  qli’alors  la  première  change  seule  ment 
de  signe,  tandis  que  la  seconde  reste  la  même;  donc  ou  auia  én* 
cor'e,  pour  sin  (a  A)  et  cos(a — A),  les  mêmes  formules  que  dans 
le  cas  où  a est  plus  grand  que  A.  Ainsi,  ces  quatre  formules  ont 
lieu  dans  tous  les  cas  où  a et  A sont  positifs  et  font  uue  stHuima 
a + A < 90°  ; par  conséquent  il  est  permis  d’y  supposer  à cliacua 
de  ces  arcs  telles  valeurs  qu’on  voudra  entre  0 et  45°. 

2°  Comme  les  formules  relatives  à la  différence  o— A pe  iveiit 
se  déduire  de  celles  qui  expriment  sin  (a+A)  et  cos  (a+Z),  en. 
changeant  A en  —A,  il  s’eiisuiique  les  formules  [I]  eif’Jsourvraios 
pour  lûmes  les  valeurs  de  a entre  0 et  45",  et  pour  toutes  les  va- 
leurs de  A entre  45"  et  -J-  45°.  Or , je  dis  que  ces  mêmes  for- 
mules conviennent  aussi  aux  valeurs  né^tives  de  a,  priaes  de  ô 
à— 45". 

Supposons  que  * soit  et  faisons  0=—  on  aura 

• sin(a  + A)  = sin  (— k+A)  =±-.8in(«— A), 

■ . eos  («-{- AjsncesC — *-|*A)kccm(«— A). 


Cl] 

C2] 

[3] 
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Les  arcs  a Pt  — i sont  dans  les  limites  pour  lesquelles  les  formules 
[I]  ei  [2]  so(il  démontrées  ; donc  • ‘ , 


sin  (a4"'^)  = — sin(« — 
cos  (a  + ^) = cos(<* — A)  == 


- sin  a cos  b'  + cos  ® sin  b 


cas  « cos  b 4-siggsin& 


Puisqueo  = — »,  on  a (11)  sin  a=“sin  a,  cos  a=cosa;  et  par 
suite  ces  formules  reviennent  aux  formules  [1]  et  [2].  . 

3“  Maintenant  démontrons  qu’on/peut,  dans  les  formules  [1] 
et  [2],  reculer  indéfiniment  les  limites  positives  et  négatives  de  a 
et  A.  Faisons  a=90*H-ix,  « étant  un  arc  quelconque  entre  — 45" 
et  + ^4°  ; on  aura*  en  prenant  les  compléments, 
sin  (o + sin  (90° + « + A)  = coii  ( — » — h)  = cos  («+ A) 

• V .cosACOS  A>)-sinasi4iA  ' 

■ — — ~ » • , 

■ . T 

. cos  (o+A)  = cds  (90"  + « + A)  =;  sin  (r-  « —A) = — sin  («+A) 

— sinacosA — cosasinA 

Mais,  .par  des  réductions  connues,  on  a ' , : 

' sin  o*=sin  (90°+a)  cos( — «)f=Ç08a, 

..  cosa=cos(90°4-a)é=8in('^«)=î=-^sin«î 

» • * • « * ' • * 

^ donc  on  peut  remplacer  cos  » par  sin  a,  et  sin  « par  — coS  a , ce 

qui  ramène  encore  aux  formulé  [1]  et  [2].  Or,  en  prenant  « entre 
— 45°  et+fiA”,  l’arc  90»  + a,  ou  a,  passe  par  toutes  les  grandeurs 
depuis  45“  jusqu’à  135";  donc  la  limite  positive  de  a est  reculée 
jusqu’à  135*.  En  répétant  le  même  raisonnement;  il  est  évident 
que  cette  limite  peut  encore  être  reculée  de  90",  et  ainsi  de  suite  à 
l’infini.  ' ■ ^ . 

> La  démon^ration  qui  a été  faite  plus  haut  (2°),  pour  prouver  que 
les'formules  [1]  et  [2]éta1at  vraies ^lour  lès  valeurs  positives  de  a 
moindres  que  45"  le  sont  aussi  pour  les  mêmes  valeurs  prises  né-' 
gaiivement,  peut  évidemment  s’appliquer  au  cas  où  là  limite  posi- 
tive de  «userait  différente  de  45“ . Donc,  puisqu’on  vient  de  recon- 
naître qu’eHes  sont  vraies  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a, 

. elles  le  sont  aussi  pour  toutes  les  va\purs  négatives. 

Quant  à l’arc  A,  il  est  évident  qu’il  se  prêté  aux  mêinès  raison- 
nements que  a,  ét  qu(on  peut  aussi  éloigner  à l'infini  chacune  dé 


« 
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ses  llmiles.  Donc  enfin  les  formules  [1]  ei  [2],  ei  par  conséqueni 
les  formules  [3]  et  [4],  sont  démontrées  pour  idules  .Ies  valeurs 
des  arcs  a et  • • 

• Formalei  pÔQr  U multipUcatioD  «t  la  division  des  arts.  * 

28.  Désormais  je  supposerai  toujours  le  rayon  r = 1 ^ de  sorte 
que  les  si  nus, «cosinus,  etc.l  ne  devront  plus  être  considérés  que 
cpiâme  de  simples  rapports,  ainsi  qu’on  l’a  expliqué  n°  18.  Par 
celte üypollièse,  les  formules  desn°"  20  et  26,  deviennent  • 

. . sin’a  + cos*a  = l ; . , 


tanga. 


seco=* 


• 

sin  g 
cos  a 
• 1 

cos  g’ 


cota. 


cos  g 


cosec  g = - 


siii  g 

1 


sin  a 


fk  sin  (g±  £)  =;  sin  acos 5±cos g sin,.i  ; 

cos  (gd:;4)  = cosacosAipsin  gsin  A.  . 

29.  Cela  posé,  dans  les  expressions  de  sin  (g+*)  et  cdÿ  (a+A) 
faisons  A==g,  il  vient  . * • . * • ■ - , 


[1] 

[2] 


sin  2 g = 2 sin  g cos  a, 
cos2g  = cbs’g— sin’g: 


formules  qui  servent  à calculer  le  sinus  et  le  cosinus  du  dduUe 
d’un  arc,  quand  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  arc. 

< 30.  ^oit  fait.  l — 2a,  les  mêmes  expressions  donnent  d’abord 

sin  3a  = sin  acos2a4-cosasin2a,  fl 

cos3a=cosaco's2g^ — sin  g sin  2a;  . • 

» . I ' 

V*  H 

puis,  en  remplaçant  sin  2 a et. cos  2 a par  leurs  valeurs;  et  simpli- 
fiant les  résultats  au  moyen  db  la  relation  sio’  a -f-  cos*  g = 1 , on 
obtient  . . 


sin  3a  = 3 sin  a — Asin^  g, 
cos3a=Acos’g^3cos  g. 


[3] 

[6] 

En  continuant  de  la  m^e  manière  on  s’élèvera  aux  multiples 
Aa,  5a, ‘ etc.  Au  reste,  il  existe,  pour  la  multiplication  des  ares, 
des  formules  générales  qu’(|n  trouvera  dans  le  chapitre  IIL 
31.  Occupons-nous  maintenant  des  formules  relatives  à la  divi- 
slhi  des  arcs,  et  supposons  d’abord  qu’on  veuille  trouver  le  sinus 


Digitized  by  Google 


35  . ntKïiM  PARTIE. 

et  le  cosinns  de  la  moitié  d’un  arc.  CliangeonÈ  a en  J-  a dans  les 

formtilcs  [1]  et  [2],  elles  donneront 

* • • 

[S]  ‘ 2sin  î ncos|  a=:sin  a,  . ■ • 

[C]  ' ’ côs’îo  — siu’ja  = cosa; 

' Cl  d'ailleurs  on  a aussi  ^ . ' 

[7]  cos’ Ja  + sin’ J-a  = l.  , . * 

> . « 

Si  on  donne  cos  a,  il  n’y  a qu’à  résoudre  les  ëquaiionç  [6]  ef  [7]. 
î)r  , en  retranchant  la  première  de  la  seconde*  et  ensuite  en  l’ajou- 
tant, il  vient  facilement  , • 

[8]  sin|a=y/ÎI=pf',  ooHa^\/^fîE. 

Tel'es  sont  donc  les  formtiles  qui  servent  à calculer  sin  | a et  cos^  a 
, quan  1 on  connaUcosa.  Sur  quoi  il  laui  observer  que  le  jiçdicàl  doit 
être  < onsidéré  comme  porlaill  avec  lui  le  signe  ±. 

La  raison  pour  laquelle  on  obtient  ainsi  dèux  valeurs,  égales  et  ' 
'dcsignéSoppüsés,pourcbacunedesinconpuessin|rt  et  cos  jfl,  est 
facile  à irotn^r,  llemarquez  d'abord  que  ce  n’est  pas  l’arc  a lui- 
mùmi!  qui  entre  dans  ces  valeurs,  mais  seulement  son  cosinus;  de 
sorte  qu’elles  doivent  donner  onmiéme  temps  lésinas  et  le  cosinus 
' de  la  moitié  de  tous  les  arcs  qui  ont  même  cosinus;  D’après  le  n”  15, 
oes  aies  sont  fournis  par  la  formule 

dans  laquelle  on  désigne  par  « le  plus  petit  arc  positif  correspon- 
dant au  cosinus  donné,  par  H la  demi-circonférence,  et  par  k un 
nombfee’nlier  quelconque,  positif  ou  négatif.  On  doit  donc  trou- 
ver, pour  Sio  ^ a et  cos  ^ a,  les  valeurs  comprises  dans 
' * 

• sin(AH±îa)  et  cos(AH±:ja). 

Si  k est  pair,  AH  sera  un  multiple  'de  360°;  on  pourra  le  suppri- 
mer sans  altérer  ni  le  sinus  ni  le  cosiuus  (10),  et  il  viendra 

sin  (±;î<»)*=±sin5a  çt  c0iÇ±ja)=BGOS'^>. 

Si  k et  t impair,  on  supprimera  encore  AH  ; mais  il  faudra  changer 
les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  (10)*on  aura  • 

et  — co§*(d;f  «)— — eei{«.  * 
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On  TOil  donc  qn'on  devait  avoir  en  effet  deux  valeurs  égales  et  de 
sjgnd!s  contraires  pour  sin  ^a;  et  de  môme  pour  cos  J a. 

82.  SI  on  donnait  le  sin «F au  lieu  du  cosinus,  il  suffirait  de 
rethplacer  dans  tes  formules{8]  cos  a par  sa  valeur  Vl  — sin’.a"; 
et  comme  ce  nouveau  radical  puiUe  aussi  avec  lui  le  double 
signé  =b,  on  aurait  quatre  valeurs  pour^chacune  des  inconnues 
sin  f a et  cos|  a.  ’ ‘ . 

Mais  on  peut  obtenir  ces  valeurs  sous  une  'autre  forme.  Repre- 
nons lés  équations  £5]  et  [7]  - . t 

Ssin|acos{a  = sin  a,  • . 

cos’|a-f-sin*|a  = l J 

et  lirons-en  les  valeurs  de  sin  | a et  cos  J a.  En  joutant  d’pbortj 
la  prmière  h la  deuxième  , et  en  la  retranchant  ensuite , puis  en 
extrayant  la  racine  caiTce,  il  vient 

V 

cosfo-j~*inig”V/l  +siiig>  • 

cosja — sinïa  = V/i — sina;  » • 
d’où  l'on  déduit  facilement  les  valeurs  cherchées,^  ' 

[9]  Sin  I g = I y/1  sin  ti  — 4 VÏ — sinu , 

[lOj  (GOsîtt>Sî\/l-j-«ina  + i\/l-s-sina. 

A cause  des  deux  radicaux,. chacune  de  ces  expressions  a 
quatre  valeurs.  Püur.dénionlrergprtert  que  eeladoiiélre  ainsi, on 
observe  qu’elles  doivent  donner  le  sinus  et  le  cosinus'dé  la'moitié 
de  tous  les  arcs  qui  ont  le  même  sinus  : or  (tt)  ces  arcs  résultent 
des  formules  - , ^ • 

• ;r  = 2.A:  H-f-a,  = 

donc  les  «tpressions  de  sia  ^ g et  cos  ^ o doivent  donner  io  sinne 
et  le  cosinus  des  arcs  répréseniés  par  - ' 1 . 

AH-fV  et'(*+i)H-H. 

Mais  on  peut  supprimer  A H , «n  ayant  soin  de  eonterver  ou  de 
changer  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  selon  que  A est  pair  ou 
impair.  Par  conséquent  on  doit  avoir  pour  sin  i e/ei  aussi  pour 
cos  î g,  quatre  valeurs,  savoir:  ' , ... 

sinigs=dzsln^à  et  sin|g»disin(iH  — |a),  •./ 

cos^g=:teos{»  'e^  cos{g=±u:üsQH--|«}. 

On  voit  de  plus  qu’elles  sent  égales  deux  à deux , et  de  signes 
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coutraires.  Si  a»i90“,  ou  d ^«=45°,  îll-^|a==45“;  et  les 
quatre  valeurs  se  réduisent  à deux.  • 

Une  autre  remarque  se  présentq  #core.  Puisque  H représente 
180°,  il  s’ensuit  que  les  deux  arcs  5 « et  j H— sont  complé- 
ments l’un  de  L’autre,  et  par  suite  les  valeurs  précédentes  peuvent 
être  présentées  .ainsi  : ' . • > ' ' 

sin^a  = disin  Aa,  sinfa  = ±:cbs^a, 

cosya  = ±cosA«,  cos^assdzsinîa. 

C’est  à dire  que  les  valeurs  de  sin  sont  les  mêmes  que  celles  de 
cosfa;  ei’c’est  ce  qu’indiquent  aussi  les  formules  [9]  et  [10]. 

Il  reste  maintenant  une  dUTiculté  à éclaircir.  : c’est  de  savoir 
comment,  lorsqu’on  c'onàaît  l’arc  a et  son  sinus,  on  peut  discer^ 
ner  ce.lle  des  quatre  déterminations  qu’il  faut  choisir  pourHin  J a • 
ou  pour  cos-[n  : car  on  comprend  bien  qu’il  ne  doit' y en  avoir 
qu’une  seule.  A6n  d’abréger,  ne  considérons  que  sin  | a ; en  pre- 
nant les  radicaux-  avec  leurs  différents  signes , les.  quatre  valeurs 
peuvent  s’écrire «insi  , ’ ^ ‘ • 

sin  ya=±  * (\/l+sino— VL  — sin  a),  ^ • 

sinf  a=ï±^(Vl  + siaa'j-VL — sina). 

D’abord  il  est  évident  que  les  deux  premières  sont  égales  et  de 
signes  contraires;  et  il  en  est  de  même  des  deux  dernières.  Ensuite, 
si  un  fait  le  carré  des  unes,  on  le  trouve  <.|,  tandis  que  celui 
des  autres  est  >|  ; or,  on  sait  (8)  que  sin’  45°  = cos’45“=5; 
donc,  abstraction  faite  des  signes,  les  deux  premières  valeurs  sont 
môindres.qUe  sin.45°,  et  le|  deùx  dernière^  sont  plus  grandes, 
Mais,  d’un  autre  côté,. quand  un  arc  est'donné,  il  est  toujours 
facile  de  déterminer  « priori,  si  le  slnns  de  sa  moitié  est  posiiif.qp  ' 
négatif,  et  s'il  doit’ être  moindre  ou  plus  grand  que  celui  de  45®.- 
' Ainsi  toute  indétermination  cessera.  Les  mêmes  raisonnements 
s’appliquent  au  cosinus.  ; ' 

' Par  exemple,  soit  o <90®  ; sin  fa  devra  être  positif  et  moindrê 
que  sin  45®  ; cosÿ  a devra  être  positif  aussi,  mais  plus  grand  que 
cos  45“  : donc  il  faudra  prendre  les  valeurs  [9]  et  [10]  avec  les 
signes  qui  y sont  én  évidence.  • 

, Cos  formules  sqpt,  comme  on  le  voit,  appropriées  aux  cas  des 
arcs  moindres  que  90".  Un  a le  même  soin  à l'égard  de  toutes  les 
formules  trigonomélriques,  parce  que  ces  cas  sont  en  effet  les  plus 
Ordinaires.  : . ' , • • 


■ Dlgilized  by  Google 


TR1(30^0H£TR|£.  26 

33.*  Passons  à là  trisection  (ües  arcs.  Eu 'changeant  a en  | a,  lès 
formules  [3]  et  [4]  du  n®.  80  donnent'  ' 

' ■'  sin  a ==3sin  j'o  — 4sin*ya,  . 

'*  coso=4cos’^à  — Scosja. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  donne  cosa,.et  qu’on  demande 
cos  ja  : on  posera  cos  cos|a=2r,  et  la  seconde  équation 
deviendra 

[11]  = 

Telle  est  donc  l’équation  ^qu’il  faut  résoudre  pour  avoir,  cos  \ a. 
Sans  entrer  dans  aucun  détail  d’algèhre , je  me  contenterai  de 
montrer  à pr/ort  que  ses  trois  racines. sont  réelles. 

C’est  içi  un  cosinus  qui  est  donné , et  la  formule  de»  arcs  cor- 
respondant à ce  cosinus  est  2iH:ha  (IS);  donc  l'équation  [11]  a 
pour  racines  toutes  les  yafcurs,comprises.  dans  l’expression  . 


2*H±:a 
- 3 ■ 


Le  nombre  entier  % ne  peut'avoir  qu’an4|||||^ trois  formes  3n, 
3n+l,3«— l(«e tant  aussi  un  nombpe  Biner)  *.^  faisons  donc 
successiv*emént  A = 8«,  A = 3n-j-l,  A:  = 8m — 1.  Il  vient,  en 
supprlroànt  les  circonférences  inutiles. 


S«.  2lldba 


:cos(2nH±|)=cos(=t0=cosî, 
(3n-fl).2H±*  /'I  tr  , 2H  . «N  ysH^aN- 

2”  H + Y ^i;=Ht^3> 

/'  > 2H  . aN  /'2H  . 
‘="<-T-3j=‘=«<T-3> 


(3w  — 1).  2HdSa 
z = cos^ — - 


Les  deux  dernières  valeurs  sont  les  mêmes  que  lès  deux  précé- 
dentes; ainsi  il  y a en  tout  trois  valeurs  différentes,  savoir  : 


Toutefois,  il  peut  se  faire  que*deux  de  ces  valeurs  soient  égales 
entre  elles  \ par  exemple , la  première  est  égale  à la  troisième 
quand  «==H. 

.Nous  n'eflirerons  pas  dans  de  plus  longs  dévelop^menis  sur  la 
division’ des  arcs  :ceux  qui  précèdent  montrèbt  assez  la  marche  à 
suivre  dans  ce  genre  de  questions. 


U 
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34.  Proposons-nous  d’abord  de  trouver  la  tangente  de  la 
tomme  ou  de  la  différence  de  deux  arc*,  quand  on  connaît  le* 
tangente»  de  ces  deux  arc*. 

^ D’après  la  relation  établie  n»  20  entre  le  sinus,  le  cosinus'et  la 
tangente,  on  a d'abord 


tang(a-|.4)=:.i'"X«^) 

COS  (fl 


S vkn?  par  laar»  valew»  [2«], 

tang(a+5)  • 

^ cos  a cos  4 — sin  dsiii  4' 

Pour  n’avoir  que  des  tangentes,  divisoA  le  numérateur  elle  déno- 
minateur par  cos  a cos  b,  on  aura 


l«  + i^  = 


sin  d sin  b 
eosa'coTl^ 


1— 


s^asiiié 
eosa  cos4 


sin  a 


sin  b 


cûs a ® = tang  4 ; donc 

[1]  , tang(a-f-45=îa!iS«iiiang4_ 

-1-^ianga  tang4 

Par  un  calcul  tout  & fait  semblable , on' trouvera,  pour  la  diffé- 
rence de»  arcs,  , 


[2] 


lang(a-4)=i£ES«i^iai^^ 

l-ftangatang4 


35.  Soit  4=ic,  on  aura,  pour  la  duplication  des  arcs, 


[3] 


lâug2o*-^“I'»-^. 
1 — tang’  a 


En  faisant 4 «2a,  on  trouverait  tang  Saj  et  ainsi  de  suite. 

36.  Déterminonsjang  jaen  fonction  de  tang  a.  En  changeant  «t 
«a'f  e,  la  derrière  formule  donne  l’équation  - • , ^ . 

è tangua 

1 — tang*ia~^®”^ 


m 
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qui  revient  à cette  équation  du  second  degré 

rgl  * , 

[4]  ' ' • tangHo  + ,-“iangia-t=0. 


De  cellc^on  tire 

' tangi«= 


tan"  a 


(— 1±:  \/l  4-iang*<i), 


L’équation  [4]  ayant  pour  dernier  terme  — 1 , on  est  sûr , sane 
la  résoudre , que  les  deux  valeurs  de  tang  ^ a ont  pour  produit — 1 ; 
donc,  si  AT  et  AT' (fig,  6)  sont  cesvaleurs  dans  la  situation  qui 
convient  à leurs  signes,  on,  doit  avoir  ATX  AT'  = ÜA*.  Ainsi 
OA  est  une  moyenne  pioporrionnelle  entre  AT  et  AT'.  De  là  il 
suit  que  l’angle  TOT'  eàl  droit , ou,  ce  qOi  est  la  même  clioso, , 
que  l’arc  MM'  est  égai  à 90'*.  ^ ^ 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  foire  voir,  d’après  la  nature, 
même  de  la  question  , pourquoi  tang”!  a 9 deux  valeurs  et  n'en 
a que  deux'.  Mais  je  laisse  au  lecteur  cet  exercice,  qui  ne  saurait 
offrir  aucune  difficulté  après  tout  ce  qui  a été  dit  plus  haut  dans 
des  cas  analogues.  ^ 

37.  On  rencontre  assez  souvent  les  formules  suivantes;  * 


[83 

tangia  = 

• 

[6]  . 

tanguas» 

[7] 

, tangja== 

1 — COSÆ 

î -f-  cos  a' 


sina 


1 +COS0’ 

1 — cosa 
sina 


£ilès*se  déduisent  Tapilement  de  formules  déj^  connues,  Il  «st 
clair  en  effet  qu’on  a ’ . 


. , sln^a  . » /i 


■ cos  a 


I Sioiacosia 
tangia=2 — — ■ : 


taijfia= 


sin’  i a 


siniacosia 


+ cos  a 
- ' 

1 + cos  a 

1 — cosa 
sina 


(31), 

(29,31), 

(Sfl,W). 
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• D«  quelques  autres  formules  fréquemincnt  enrplojées^Hl^ 

■ ■ 

38.  Xes  formules  du  n°  28,  qui  «expriment  le  sinus  et  le  cosinus 

de  la  somme  a et  dé  la  différence  a — b,  conduisent  à un 
grand  nombre  de  formules  dont  les  astronomes  foqgptn  usage 
presque  continuel.  Jc^e  bornerai  à rapporter  ici  seulement  les 
principales.  - ' " ' 

En  combinaot  ces  formules  par  addition  et  soustraction , on  en 

tire  celles-ci  : . ' • , 

' \ . • 

2 sin  acos5=sirf(a-j-8)4:sin  (tt— A),  • 

, 2 cos  a sin  £ x=  sin  (a  -f-.ft)  sin  (o  — b), 

2 cos  a cos  6 = cos  (a' — A)-l-cos(o-l- A), 

2 Mn  a sin  i = cos  (à — £) — cos  (a -j- i). 

, W 

Elles  peuvent  servir  à transformer  le  produit  d’un  sinus  par  un 
cosinus,  ou  bien  celui  de  deux  cosinus  entre  eux,  ou  bien  encore 
celui  de  deux  sinus,  en  une  somme  ou  une  différence  de.deux  lignes 
irigouométriques.  ; 

39.  Désignons  par  p et  .9  deux  arcs  quelconques  , et  faisons 

a-fA==p,  a — i = 9 ton  aura  a = ï(p-J-9),  b={(p  — 9).- En 
mettant  ces.valeurs  dans  les  formules  précédentes,  et  changeant 
l’ordre  des  membres,  il  vient  : ‘ . 


sin 
sin  P 
cos 


p + sin  9 = 2sin  Kp 4- 9) cos Kp  — ?), 

P — sin  9 = 2 cos|  (p  + 9) sin  KP  ^ 9). 
p4-cos9  = 2cos|(p-f-9)cos|(p— 9),  . 
9 — cosp  =:  2 sin  4 0*  + 9)sin  i (p — 9)- 


cos  9 

formules  qui  sont  d’un  usage  fréquent*,  sqrtout  dans' le  calcul 
logarithmique,  pour  changer  une  somme  ou  une  différence  en  un 
produit.  ’ ■ . ’ 

40.  i||^n , par  la  division , et  en  observant  en  géi^ral  que 


sin  A A 1 .1 

cos  A ~ “ cotA’ 


les  dernières  formules  donnent  les  suivantes,  qui  sont  d’un  usage 
non  moins  fsëquent  : * . . 
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sin  p + sin  q 
siu  p, — stii  q 


sin  i(p+<^Æsi(p— y)  _ tangj(p+y) 
cos4(p+7^  taiigiCp— î)’ 

»sinp  + sing  sin  i(pj^g) 

COSp  + COSÇ  COSï(p^5)"  8a(/*+î)> 

sin  P + sin  y _ çosj- (pj-ç)  ^ ^ . 

cosg  — cosp“sini(p— 
sin  P’ — sin  q sin  i(p—q)  , , , ^ 

cos  P + cos  ^ cosi(p— ÿ)~ 

ip-sin  y _cosKp+?)_ 

5<7— cos»  sinlfD+ol  ï(P+9)> 


sin  ^ ^ _ 

cos  y — cosp  ~ sin  î (p+y) 
cosp  + cosy  _ cos  j(p+y3fcos  ; (p— y)  _ cot  j (p+y) 


cosy  — cosp  sin  f (p+y)  sin  Kp— 9)  Wng|(p— y)'  - 

Parmi  ces  formules  on  remarque  particulièrement  la  première, 
qu’on  peut  énoncer  en  ces  termes  : latbmmedeftinut  de  deux  arce 
ett  à la  différence  de  ces  mêmes  sinus,  comme  Id  tangente  de  la 
demi-somme  des  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi-differenee. 

41.  En  étudiant  les  auteurs,  on  rencontre  quelquefois  des  trans- 
formations trigonométriqnes  dont  on  n’aperçoit  pas  l'origine.  Le 
mieux  est  alors  de  se  borner  à les  vérifier , ce  qui  ne  peut  jamais 
offrir  de  difficulté.  Par  exemple,  pour  vérifier  la  relation 

sin  (a  + i)sin'(a— iü)=sin*a  — sin*  * 

je  remplacerai  d’abord  sin  (a+6)  et  sin  (a — b)  par  leurs  valeurs 
(28),  et  J’aurai  - ’ . ' 

sin  (a  + 6),sin(a— ô)  = sin*acos’fi— cos’flsin’i&; 

puis  à la  place  de  cos’  a et  cos*  fi,  je  substituerai  encore  1 — sin’  a 
et  1 — sin*  fi.  Après  que'  les  réductions  auront  été  effectuées,  on 
trouvera  l’éganié  proposée.  ' 

S’il  s’agissait  de  celte  autre  relation,  ^j^r  . ' 

l + iang*|a’ 

je  mettrais  pour  tang  | a sa  valeur  ; et  le  second  membre 

' COS^  CL 

deviendrait  * . - 

cos*  40— sin*  fu  • ■ 


cos’ 


4 ® "î"  si 


sin’ 


Or,  on 'sait  (n"  20  et  29)  que  cos’i/»  + sin*io=  1 , et  que 


e 
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ços’^a  — 8in*4o=cosa;  parV^nséquent  l’expreislon ‘précé- 
dente se  réduit  à cos  a,  et  c’est  cél[u’il  fallait  démontrer. 

Voici  encore  plusieurs  transformations  que  je  propose  comme 
exercices:  * 

, cos(o+'!')cos(« — i6)  = cos’a— sin’i, 


COS<l> 


1 -)-  tanga  tangua' 


...  , sinfrf  + ft^  V 

tang  a + ta*g  ^ ==  — -——i  t 
° ® *cos  a cos  b 

tango  + tang6  + tad|c=t:  tangatangO  tange. 

La  defhiére  formiife  suppose  que  a-\-b-\-e  = i 80*, ct/lle  prouve 
qu’un  peut  thoUir  dune  infinité  de  manièret  trait  qaantilét 
tellee  que  leur  tomme  toit  e^gale  à leur  produit. 

jbémoDslratioDS  géométriq«ci  des  formules  trourées  précedemmeut. 

kt.  Le  lecteur  a sans  doute  remarqué  qu’après  avoir  établi  au 
■ moyen  de  la  géométi  ie  les  formules  du  sinus  et  du  cosinus  des 
arcs  a + A et  « — <&,  ]'ai  employé  le  calcul  algébrique  pour  en  dé- 
duire toutes  les  autres.'  De  là  résulte  que , les  premières  ayant  été 
démontré js  vraies  pour  tous  les  arcs  possibles,  les  dernières 
ne  peuvent  jllanquer  d’avoir  le  même  degré  de  géfiéralité;  et 
c'est  là  le  caractère  essentiel  des  méthodes  analytiques.  Au  con- 
traire, en  se  servant  des  constructions  géométriques,  il  y a tou- 
jourslieu  de.  craindj  eque  les  conséquences  ne  conviennent  qu’aux 
seuls  cas  représentés  dans  les  ligures  : cependant,  comme  elles  ont 
l’avantage  de  rendre  la  vérité  plus  sensible,  je  vais  démontrer  par 
Cette  voie  les  principaux  résultats  obtenus  précédemment. 

43.  Le  tinu*.et  UÊuinui  d' un  arc  étant  donnés , trouvetle 
sinus  et  le  oosinut^^Sf  arc  double.' 

Soit  (bg.  6)  l’are  AB  = fie  = a,  et  faisons  les  constructions  telles 
que  les  iUtique  la  figure  : ou  a . 

siu»  = AP,  co8<*ieOP,  sin  2a  = CQ=2  PH, 
cos2a  = OQ*=  OH  — QÜ=01I  — AU. , 

Le  triangle  rectangle  OPA  donne 


PH  = 


APXOP, 


• OA 


OH= 


l'I- 


OA' 
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ptr  coDséqnant,  eo  remplaçant  les  différentes  li^es  par  lenrs 
désignations  trigunoméinques , et  faisant  le  rayon  Oâ=s1,  fi 
vient  ' " I 

sinSàaâ  2PH  ssBÎsinadosfl,  ’ 

■ cos  2 a =3  OH  — AH=eos’d— sin*a. 

Ce  MTil  les  formales  [f]  et  [2]  du  n®  29. 

•44.  Etant  donné  cos  a,  trouver  siii  \aet  cos  | a. 

Preneî!  Tare  AC  = a (flg.  7),  menez  CP  perpendiculaire  au 
diamètre  AB,  puis  tirez  les  cordes  AC  et  BC,  ainsi  que  les  deut 
rayoïis  00  et  ÜE  qui  les  coupent  perpendiculairement  en  leurs  , 
ftilreux.  En  supposant  toujours  ÜA=1 , on  aura  OP  = cos  d, 
AP='l  — cosa,  BP  = l + cosa,  AC=2sin[a,  BC-=2cosfd. 
Or,  chacune  des  cordes  est  moyenne  proportiounelle  entre  le  dia- 
ftiètre  et  le  segraelit  adjacent  ; d^c 

AC’'  = ABXAP  ou  4sin’Jo  = 2(l — coso), 
BC*=ABXBP  oa  4co8* Jd^2^1-f*Cos«)j 
De  là  on  tire  les  formules  connues  (31) 


• * \ iA 

sinîO  = Y/  - 


— CüSo 


cos 


q-  cos  a 


2 ’ V , 2 

45 . Le  eînu»  et  le  cotinui  d'un  arc  étant  tfonnét , trouver  le 
tinue  et  le  eeeiiiufd'un  are  triple. 

Considérons  la  fifr‘8,  dans  laquelle  le  rayon  OB  = 1 et  l’arO 
AB  = BC  = CD  = «.  Le  triangle  isoscèle  BüD  est  semblable  à 
BUF  î car  l’augle'OBD  est  commun,  et  l’angle  BDF,  qui  à pour 
mesure  | BAE  ou  BCD,  est  égal  à BOD.  On  a donc 

BF:BD::BD:0B  d’où.  ÉP  = 4sin*a. 

Menez  PG  parallèle  à BF  : on  a PG= BF  = 4 sin*  a , et  les  trian- 
gles semblables  QGP,  OBP,  donnent 

QG  ! BP;  :PG  ; OB  d’où  QG=4sin’a; 
PQ;0P;:PG:0B  doà  PQ=dsin*dcea«. 


Mais  on  a 


sin  3a=DQ=DF+FG — QG 

=BD-f  BP— QG=  } sin«— QG, 
eos  3a  = OQ=OP'>»*PQ=«scosa  — PQ; 
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donc,  en  subsiituatt  les  valeurs  qui  viennent  d’élre  trouvées 
QG  et  PQ,. il  viendra  . ‘ . 

sin3a  = 3sina — ftsin’a.  . * ' 

^ cos3o=f  coso  — ftsin*acoso. 

La  première  de  ces’deux  expressions  n’est  autre  que  la  formule 
. [3]  du  n°  30;  et  en  remplaçant  sin'a  par  1 — cos’ q,  la  seconde 
devient  la  formule  [4]. 

46.  Etant  donnée»  lei  tangente»  de  deux  arc» , trouver  la 
tangente  de  leur  toinme  et  celle  de  leur  différence. 

Soient  (fig.  Ol  OA=l,  AB=.a,  BC  = 4 : aux  extrémités  des 
'rayons  OA  et  OB  je  mène  les  tangentes  AT  et  BS  que  je  termine 
comme  l’indique  la  figure,  et  j’abaisse  SH  pei;pendiculaipe  sur 
OA.  Par  l'énoncé  on  donne  BR  = iang  a,  BS^tang  4 ; etÜ  faut 

cbercherAT  = tang(a+4).  • 

A cause  des  triangles  semblables  OAT,  OHS,  pn  a • 

.ÔÂ=“ÔH  tang(a+4)=-gg, 

•’  On  déduit  SH  des  triangles  œniblables  SHR  et  OBB,  lesquds 
donnent  ■ * ' . • • 

• M = ÔR  SH- ôK 

♦ • • 

Pour  trouver  OH,  od  observera  que,  d’après  jdo  théorème  connu, 
l’on  a : 


Mais 


donc 


• SR’=OR’+OS’  — 20RXOH. 

S^  = (BR+BS)’=BR^+BS^+2BHXBSj  • 


BR’  + BS’ + 2BR  X BS= ÔF + ÜS’ — 2QR  X OH. 
De  là  on  tire 

20R  X OH  = ÔPÔ— BR7+ BS^  2BR  X BS 
= 20B’— 2BRXBS  = 2— 2 tangatàngh; 

I 

par  conséquent  * 

/ 1 — tangotangh  •• 

. ' . OR  V , 
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Remplaçons,  danstang  (a+A),  SH  et  OH  parieurs  valeurs,  on 
trouvera  la  formule  connue  (34),  * • . • 

■ , ta.g(a+i)  = ïlHÏ^±^îi.  ■ • 

. ® 1— langatangA  . 

», 

On  obtient  avec  la  même  facilité  la  valeur,  de  tang  (a  — 1).‘  U 
faut  alors  employer  la  flg.  10,  danslaquelle'rarcAC  = a— et 
l’on  voit  sur  le  champ  que  les  mêmes  calculs  ont  encore  lieu  dans 
^.^ce  cas.  Seulement  il  arrive  que-RS  étant  égal  à tanga— tang  1^, 

' le  second  terme  des  numérateurs  de  SH  et  de  OH  change  deeigne  : 
de  sorte  qu’oj^  ai  , _ - 

1+tangatangi  • 

47.  Dhnontrer  par  la  gioméirie  le$  formule»  • 

; 8inp  + sing==2sinKp+9)cosKp— «)i 

sinp  — sing  = 2cosf  (p-j-7)sin  s(p — g). 

Ayant  pris  (fig.  il)  AB =p  et  AC  ==  q,  tirez  la  corde  BG  et  le 
rayon  OD.,  qui  la  coupe  perpendiculairement  en  son  milieu  E ; 
abaissez  sur  OA  les  perpendiculaires  BP,  CQ,  DR,  EFj  puis  me- 
nez £G  parallèle  à OA.  D’après  la  coRstructiou  même,  on  a . 

BP=sin  P , CQ=sin  g,  = , BG  = 

AD  = I (p + «)>  DR  = sin  î (P  + QR  = “s  \ (p  + g), 

BD  *=Kp — ?)>  ==sinîCp  — g))OE  =cos|(p  — g).  • 

Mais  les  triangles  semblables  ODR,  0£F,tBG£,  donnent , 

£f;dr;:oe;od  et  bg:or::be:od, 
drxoe  orxbe 

♦Aoù  EF=— ^J^et  BG=— , 

En  remplaçant  les  différentes  lignes  par  leurs  valeurs , doublant 
ces  expressions  , et  faisant  le  rayon  OD  = 1,  on  obtient  les  for- 
mules dont  il  s’agit. 

Les  mêmes  triangles  donnent  aussi  les  valeurs  de  cosp-f-cos  g 
et  de  cos  g — cos  p.  , 

' 8 


smp— sing 
: ÏT  * 


m 
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k&.  Démontrer  géométriquement  que  la  somme  des  sinus  de 
deux  arcs  est  à la  différence  de  ces  sinus , comme  la  tangente 
de  la  demi-somme  des  deux  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi- 
diffëréhce.  ' * ‘ . . 

Faites  (fig.*ll)  la  même  construction  que  précédemment;  de 
plus,  mené!  au  point  D la  tangente  ST  que  vous  terminerez  en  S 
et  en  T sur  les  rayons  prolongés  OÂ  et  06  ; prolongez  aussi  BG 
jusqu’en  H.  Cela  pose,  à cause  des  parallèles,  on  a 

EF_EH  DS 

" BÜ~fB“DT  , , , 

' ■ ' ■ ? • s'  J !» 

Mais  on  a 2EF=sin  p-j-sinçr,  2BG=sinp — sin  g,  I)#=tangDA= 
tangK#>+?)>  DToBtang  DB^tang|(p — g);  par  conséquent 

-,  •-  sinp  + sing  _tangj(p  + g)  ' •' 

sinp  — sing~tangi(p**-f)*  ''  . 

c’est  ce  qu’i^  fallait  démontrer.  ' , . 


' ; CHAPITRÉ  II.  ' ' 

; TABLES  TtUdONOUÊTRIQC^  BT  RÉSOLütlôN  DES  TRIAHGLES. 


# 


des  UUet  trigondmétriqdes.  r * ' 

A9.  Pour'qfr’U  y ait  une  véritable  utilité  à remplacer  les  arfgles 
et  les  arcs  par  les  sinus,  cosinus,  etc.,  H Tant,  quand  l’arc  est 
donné,  qu’on  puisse  connaître  les  nombres  qui  expriment  ces 
quantités,  et  réciproquement.  Or,  le  meilleur  moyen  d’atteindre 
ce  but  est  de  former  des  tables  dans  lesquelles  ces  nombres  su  trou-.^ 
vent  écrits  à cêté  des  arcs  auxquels  ils  correspondent.  En  consé- 
quence, je  vais  enseigner  ^calculer  les  sinus,  cosinus,  etc.,  pour 
tous  les  arcs  de  lO'  en  lO”,  dans  la  division  ancienne.  Cette  loi 
est  celle  suivant  laquelle  les  arcs  se  succèdent  dans  les  Tables  de 
Gallet.  Je  ne  parle  ici  que  de  l’ancienne  div^ion;  sil’oo  adoptait 
la  jiouvelle,  la  marche  qui  va  être  tracée  serait  encore  applicable. 
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Cliercbons  d’abord  le  &inu&  de'lO".  A cet^  effet , rappelons  que 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  - . 

: • ■ îr  = 3, 14159  26535  89793....  ' ' '• 

.Quand  le  rayon  esfprispour  unité,  ladmui-circonférenceestdone 
égaie  à.ic;  et  comme  il  y a 648000  secondes  dans  ISO*,  on  aura, 
en  parties  du  rayon,  i 


[1]  arc  = 0,00004  84813  68U0  

J ■ •>.,  '■  04801)  - ^ ^ 

Or,  un  très  petit  arc  étant  à for t peu  près  égal  à son  sinus,*  le  nc«)> 

bre  ci-dessus  peut  être  regardé  comme  une  valeur  très  approchée 

de  sin  10".  Mais  ceci  demande  quelques  développements.  - ’ . 

60.  D’abord  je  vais  démontrer  que  dans  le  premier  quadrant 

are%ttplu*  greind  que  son  sinus  et  moindre  que  sa  tangente. 

Soient  (fig.  12)  AP  le  sinus  de  l’arc  AB,  et  AT  la  tangente:  pliez' 

la  figure  autour  de  OT,  et  supposez  que  le  point  A vienne  en  C." 

On  aura  arc  AC  >■  corde  AC,  et  par  suite  arc  AB>-  AP;  donc  l’arc 

es^plus  grand  que  le  «uns.  On  a aussi  arc  AC  < AT + CT  ; donc 

AB<  AT;  ^onc  l’arc  est  moindre  que  la  tange(||e.  ^ . 

De  là  il  suit  que  si  diSère  très  peu  de  1,  le  rapport 

en'diffèrera  moins  encore.  ^ ,, 

, 51.  En  secoèd  lien,  je  dis'que«/’on /a»V  rfe’crofrreMn  arcyM/-' 
fu’d  zéro,  le  rctpportde  cet  arc  à son  sinus  peut  devenir  aussi 
peu  différent  qu'on  voudra  de  turiite;  c'est  àj[ire  que  ce  rap- 
port à pour  limite  Punite'. 

La  formule  tang  a*sr , (28)  4onne  - =.7^  • Or, 

- cos  O ' " stn  a cos  a 

en  dhnifioant  l’arc  a (qui  est  supposé  < 90®) , le  cosinus  aug- 
mente-et  peut  approcher  autant  qu’on  vent  de  l’unifé;  donc  le 

* • . 


rapport 


ou  son  égal 


tanga 


, „ _ . , va  en  diminuant  et  a pour 

cosa'  sma.’  , 

.limite  runilé.  ’ ' '''  ‘u.  “ • 

L’arc  étant  plus  grand  que  le  sinus  et  moindre  que  la  tangente. 


le  rapport  né  peut  jamais  être  nî  < 1 ni  > ; donc, 

sin  a - sin  O ’ ’ 

ptffsqne  ce  dernier  rapport  peut  approcher  autant  qu’on  veut 

de  fnnhé , il  en  sera  de  même  du>  premier.  C’est  ce  qu’il  fallait 

démontrer,  et  c’est  pottrqnoi  l’on  prend  la  valeur  de  l’art  de  10" 

pour  celle  de  sia  10". 
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52.  Il  faut  maîQtenant  déterminer  le  degré  de  l’approximation, 
afin  de  rejeter  les  décimales  inutiles.  On  asin  a = 2sin  jacos|a. 

Or  rin'égalité  tang  |a  > 5 a , laquelle  revieni^à  • — — { a , 

COS  2^  * 

donne2sin;a>’^acos|a;  doncona 

sina>oco8’^<i.  , 

Mais  on  a cos'^a=l  — sin‘|ni  nt  par  conséquent  cos*; a 
>1— (fa)’ 5 donc 

sina>a — . 

Appliquons  ce  résultat  à l’arc  10".  D’après  la  valeur  [1],  en  aug4 
mentant  d’une  unité  la  5°  décimalé,  on  aura  arc  10"<C  0,00005; 
donc; (arc  10")’ <0,00000  00000  00032.  Par  suite  il  viendra 

' t , 

• 10"'^!  0,00004  84813  68110  .... 

'.s*“‘''  ^1—0,00000  00000  00032;  ^ * ' 

et,  en  effectuant  1# soustraction, 

sin i b" >0,00|Û4  54813  68078  ....^  ’ ‘ ^ 

On  vOit  que  ce  sinus  ne  commence  à différer  de  l’arc  10"  que 
par  la  13"  décimale;  et  même , dans  l’arc , celif!  13*  décimale  n’a 
qu’une  unité  de  plus.  De  là  il  suit  que  si  on  prend 

l|ln  10"  = 0,00004  84813  681;-  - i 

on  sera  assuré  que  l’erreur  sera  moindre  qn’uneunitédulS*  ordre. 
En  effet,  il  est  clair  que  la  valeor.  précédente  devient  trop  petite  si 
ou  ête  une  unité  à son  dernier  chiffre  ; et  qu’au  contraire , si  on 
lui  en  ajoute  une,  elle  devient  trop  grande,  car  alors  eile.surpas- 

serait  l’arc.  ’ • ' ^ 

En  mettant  la  valefir  de  sin  10"  sous  le  radical  y/l — sin’lO", 
on  trouve  cos  10",  savoir  : ^ , 

cos  10"  =,0,8!tta99  99988  243,. 

Ensuite  on  pourra  obtenir  sucttessivemint  les  sinus  et  les  cosinus 
de  20",  30",  40",,..  jusqu’à  45°,  au  moyen  des  formules  connues 

J 

sin  (a  -f-  A) = sin  a-  cos  h -j-  cos  a sin  A, 
cüR(a4-^)=cosa,'X)sA  — sinrtsinA.'  ’ 
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53.  Les  calculs  se  foui  plus  rnpidement  par  le  procédé  snivani, 
que  j’emprunte  à Thomas  Simpson,  géomèlre  anglais. 

Les  formules  du  n°  38  donnent 


sin  (a  + A)  = 2cosisin  a — sin(a  — A), 
cos  (a  + A)  = 2 cos  b cos  a — cos  (a  — A). 

On  peut  considérer  les  arcs  a — b,  a,  ô + A,  comme  trois  ternies 
rxmséculifs  d’une  progression  arilhméiique  dont  la  raison  est  b ; 
donc,  siijn  nomme  t,  t",  ces  trois  termes,  on  a 
sin  /"  = 2 Cüs  A sin  / ' — sin  t , 
cos<'=2cosA  cosf' — cos/. 

La  première  formule  montre  que  deux  sinus  cousécuiifs  étant 
calculés,  on  irouvéra  le  sinus  suivant  en  mullipliant  le  dernier  par 
2 cos  A,  l’avant-dernierpar  — 1,  et  en  ajoulant  les  deux  produits. 
Même  règle  pour  les  cosinus. 

En  conséquence,  pour  obtenir  les  sinus  et  les  cosinus  de  10  se- 
condes en  10  secondes,  on  fera  A=10'';  et,  en  nommant  a et  /3  les 
valeurs  connues  de  sin  10"  et  cos  10",  on  aura 


sin  0=0, 

sin  10"  = a, 

sin  20*  = 2/5  sin  10", 

sin  30"=  2 jS  sin  20" — sin  1 0", 

sin  &0"=2/3sin30* — sin  20", 

etc.. 


cos0  = l, 
cos  10’  = /S, 

COs20"=2/S<^sl0"  — 1, 
cos  30"  = 2 /S  COS  20'  — cos  10", 
cos  Û0"=  2 /S  cos  30" — cos  20", 
etc. 


Mais  comme  sp  diffère  peu  de  2 unités,  ces  calculs  peuvent 
encore  être  abrégés.  Désignons  par  A la  différence  2 — 2 /S,  on  aura 
A=0,00000  00023  50&  et  2/5=2 — A.  Par  suite  la  valeur  de 
sin  /"devient 


sint'  = 2sin/' — Asinf'  — sin/, 
d’où  ’ sin  /"  — sin  /'  = (sin  f — sin  0 — A sin  f. 

Quand  la  différence  sin  /"  — sin  /''sera  calculée,  on  l’ajoutera  à 
sin  /',  ët  on  connaîtra  sin  /",  Or , d’après  la  dernière  formule, 
cette  différence  est  égale  à sin  /'  — sin  /,  différence  déjà  calculée 
avant  d’arriver  à l’arc  /",  moins, le  produit  A sin  donc  la  seule 
opération  laborieuse,  qui  se  renouvelle  à chaque  sinus,  sera 
la  multiplication  du  dernier  sinus  par  le  nombre  coqstant 
A =0,00000  00023  50A.  Mais  celte  operation  peut  elle-même 
être  abrégée  en  formant  d’avance  les  pfoduils  de  23504  par  les 


gg  PHSBliRK  PARTIE. 

Chiffres  1,  2,  jusqu’à  9 : par  là  on  aura  Immédiatement  les 
produits  partiels  qui  composent  chaque  produit  tel  que  Asint*, 
et  il  ne  restera  qu’à  les  ajouter.  Des  calculs  presque  semblables 
feront  connaître  les  cosinus. 

Pendant  une  si  longue  suite  d'opérations  les  erreurs  pouvant  se 
multiplier  considérablement,  ou  comprend  qu'il  est  impossible  de 
conserver  treize  décimales  exactes  jusqu’à  la  fin.  Pour  déterminer 
le  degré  de  précision  sur  lequel  on  doit  compter,  je  chercherai 
bientôt  (56),  jtar  des  procédés  qui  donnent  une  approximation 
certaine,  les  valeurs  de  plusieurs  sinus  et  cosinus;  et  alors  le 
nombre  des  décimales  qui  leur  seront  communes  avec  les  valeurs 
fournies  par  les  calculs  qui  viennent  d’étre  expliqués , indiquera 
assez  sûrement  les  décimales'que  l’on  peut  regarder  comme  exac- 
tes dans  les  résultats  intermédiaires. 

Si  l’on  venait  à reconnaître  que  l’approximation  est  insuffisante, 
on  choisirait  pour  point  de  départ  un  arc  moindre  que  10",  t*lui 
de  1'  par  exemple,  et  on  recommencerait  tous  les  calculs. 

hh.  Dans  la  pratique,  il  est  bien  moins  utile  d’avoir  les  nombres 
trigouométriques  que  leurs  logarithmes  : aussi  les  tables  donnent- 
elles  imméëiatementces-derniers.  Mais,  en  conservant  la  supposi- 
tion du  rayon  = l^es  sinus  et  les  cosinus  seraient  des  fractions,  et 
par  suite  leurs  logarithmes  seraient  négatifs.  Afin  de'4es  rendre 
positifs,  on  faitr=10‘“,  ce  qui  revient  à partager  le  rayon  eu  10 
billions  de  parties  égales  ; et  alors  le  logarithme  d’un  sinus  ou  d’un 
cosinus  ne  pourra  plus  être  négatif  que  pour  un  angle  si  peu  diffé- 
rent de  zéro  oude  90",  quela  différence  sera  tout  à fait  négligeable. 

D est  d’ailleurs  facile  de  transportef  tous  les  résultats  de  la  pre- 
mière hypothèse  à la  seconde,  en  les  multiplaut  par  10'»,  ou  en 
ajoutant  10  à leurs  logarithmes.  En  effet,  dans  la  première  hypo- 
thèse. celle  de  r=l,  on  trouve  les  rapports  des  sinus  et  des  cosi- 
nus au  rayon  ; et  il  est  clair  que  si  on  -divise  le  rayon  en'»»  parties 
égales,  il  faut  multiplier  »»  par  tous  ces  rapports,  pour  connaître 
le  nombre  de  parties  contenues  dans  les  sinus  et  les  cosinus. 

55.  Les  logarithmes  des  tangentes  se  déterminent  par  la  formule 

tango  = , laquelle  donne 

® cüS  a 

log  tang  O = log  sin  O -1-  (10  — log  cos  •)  ; . 
c’est  à dire  qu’il  faut  ajouter  au  logarithme  du  sinus  le  complé- 
ment arithmétique  de  calui  du  cosinus. 


c:„  - 


. ...jgl 
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. bo  <Adent  ensuite  les  logarithmes  des  cotangentes  au  moyen  de 
la  relation  tangacoto^r*,  d’oii  l’on  tire  . i 

* 'sIIk  ' 

logcota-=10  + (10 — logWga). 

' Quelques  tables  ne  contiennent  pas  les  cotaqgentes  : on  voit  qu^l 
est  facile  d’y  suppléer,  puisqu’il  suffit  d’ajouter  10  àu  complément 
arithmétique  du  logarithme  de  lu  tangente. 

Quant  aux  sécan  tes  et  aux  cosécan  Tes  tables  n’en  font  aucune 

mention , attendu  que  leurs  logarithmes  se  calculent  sans  peine 
par  ceux  du  sinus  et  du  cosinus.  On  fait  d’ailleurs  très  peu  usage 
de  ces  deux  lignes.  , . , 

Les juibles  ne  ront  jamais  plus  loin  que  t>5*.  Au  delà,  on  obtient 
. les  sinus  et  les  tangentes  par  les  cosinus  et  les  cotangentes,  et  tnee 
vertà  : par  exemple,  a étant  > 43?,  on  aurait  sin  a a=  cos(90<)«-a). 
La  disposition  des  tables  épargne  même  le  calcul  ^de  ce  complé-  ‘ - 
ment.  . 

Calcolt  dé»  tànxk»  «t  eoslaua  d«  9<>«n  90|iour  U vérifittUo&  4m 
w - “ . * 

56.  Pour  obtenir  les  vérifications  dont  il  a été  parlé  plus  haut, 
à la  fin  du  n*  53,  je  vais  calculer  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 
de.9*en9“. 

Soit  d’abord  sinlS^^a?;  2ar  sera  la  corde  de  36°.oule  cêté  du 
décagone  régulier  inscrit.  Or,  ce  côté  est  égal  au  plus  grand  seg- 
ment dU(ràyon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  ; donc  , le  - 
rayon  étant  1,  on  a 1 j#  « : : 2 a»  : 1 — 2 ar.  De  là  on  tire 

♦ • ' : : : 
puis,  en  résolvant  cette  équation,  et  négligeant  la  valeur  négative 
de  ar,  qui  nous  est  inutile,  il  vient  ' ‘ 

j»=sin  18®»»co872**:|(-— • . - » 

Avec  cette  valeur,  on  trouve  facilement 


V^l  — a?*  ==cos  18*  = sin  72*=i  y/10  + 2 V Si 
Mettons  ces  valeurs  de  sin  18<*  et  cos  16°  à la  place  de  sin  a et 
cos  a,  dans  les  formules  qui  expriment  sin  2 a et  cos  2 a (^9);  on 
aura 

. sin  36“» cos54"=:ï\/Î0 

cûs36“  = sin54'’=Kl+V'5)>  •’  • ’ ' 

.Substituons  la  même  valeur  de  siq  18°,  dans  les  formules  qui 


• O 
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donnent  les  valeurs  de  sin  ja  et  cos  |o  en  fodction  de  sin  a (32)  • 

. il  viendra  - , '■  y > . 

sin9'==co^»  = {V/lTv^-{V/5:^^,  . • 

. cos9”  = sin  81“  = {v/3+V5+ï\/T-v/5;  . 

' Enfin , si  on  remplace,  dans  les  mêmes  formules , sin  a par  la 

valeur  sin  54" 5),  on  en  déduit  ' » 

' • ^ , .sîo  27"=»cos68°=ii\/T+v6_ivT=^,  ' 
cos27“=sin  63»  = iV5+\/S  + iV3-V/5. 

I outre  côté,  rappelons  qu’on  a (8)  sin  45"= cos  45"  = |\/ 2; 

«t  nous  formerons  le  tableau  suivant:  ^ 

sin  0®  = cos90°=0,  ■ • 

sin  9"  = cos81”=iv's  + V/5-fV/5^^V^,  . . 

,,  8inl8»=cos72"  = K— l + V/5),  • 

• - sin  27“  = cos  63“ = J V^Î+VS  — tV3  — V/5, 

, . sin86°=cos54'’=ï  v/10  — 2 v/T,  ' 
sin45"  = cos45“=f  v(2,  ‘ 

sin54"  = cos36“=Kl  + V/5),  ' ' , , ;* 

sin63“  = cos27"=iv/5-f 

sin  72”  = cos  18°  = { \/Ï0  -f-  2 y/  5,  . 

. . sin81”=cos  9"  = iv'3  + \/5+î\/6  — V/5,  ‘ , 

. ' sin  90"  = cos  0°  = 1.|  , . 

Ces  diverses  expressions  étant  fort  simples  et  ne  renfermant 
que  des  racines  carrées , il  sera  facile  d’avoir  leurs  valeurs  avfc 
autant  de  décimales  exactes  qu'on  voudra.  Ces  valeurs  sont  celles 
qui  (îoivent  servir  à vérifienles  calculs  expliqués  n°  53.  On  pourrait 
mênje  descendre  par  la  bissection  aux  arcs  de  4*  30'  et  de  2°  15', 

. puis  remonter  aux  multiples  successifs  de  2°  15  ',  ce  qui  fournirait 
de  nouvelles  vérifications.  Il  en  existe  encore  d’autres , mais  de 
plus  grands  détails  ne  seraient  pas  ici  à leur  place. 

; ^ ' Piapofilioo  et  de«  tables  d«  Gallet. 

67.  Les  tables  de  Cali.et  sont  les  meilleures  pour  l’ancienne 
division,  et  celles  de  Borda,  pour  la  nouvelle.  Dans  l’ouvrage  de 
Callet  , trois  tables  principales  sont  à distinguer.  La  première 
contient-les  logarithmes  des  nombres  jusqu’à  108000;  j’ai  expliqué 
^ dans  mon  traité  d’algèbre  comment  elles  sont  disposées  et  corn- 

I ■ ' 
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ment  on  doit  s’en  servir/ La  deuxième  renferme  les  logarithmes 
des  sinus,  tangentes  et  cosinus,  pour  tous  les  arcs  de  minute  en 
miiyite,£elon  la  nouvelle  division  ; et  la  troisième,  ceux  des  sinus, 
cosinus,  tangentes  et  côtangentes,  de  10"  en  10",  pour  l’ancienne 
division.  Je  ne  parlerai  ici  que  des'^dernières , attendu  que  les  in- 
struments et  les  calculs  astronomiques  sont  toujoqirs  assujettis  à la, 
division  sexagésimale.  t: 

58.  On  y trouve  d'abord  les  log-sin  et  les  log-tang  de  seconde 
en  seconde'^  jusqu’à  5%  et  par  conséquent  aussi  les  log-cos  et 
les  loo-cÔt  des  angles  au  dessus  de  85".  C’est  à cette  partie  de 
la  table  qu’on  a recours  quand  les  arcs  sont  dans  des  limites.  A 
la  suite  viennent  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes 
et  cotangentes,  de  10"  en  10".  Ils  sont  écrits  dans  les  colonnes 
intitulées  siifos,  cosin  , etc.  Quand  la  tangente  ou  la  cotangente 
est  plus  grande  que  le  rayon , son  logarithme  surpasse  10;  daqs 
la  Mble  On  a supprimé  la  dixaine,  mais  il  ne  faut  pas  oublier  delà 
rétablir. 

Si  on  ne  considère  que  les  degrés  qui  sont  à la  tète  de  chaque 
page,  on  croira  que  les  tables  ne  s’étendent  que  jusqu’à  45°; 
mais  si  l’on  observe  que  les  colonnes  marquées  par  en  haut  sinus  , 
cosiH,...  sont  marquées  par  en  bas  cosin,  sinus,...  on  voit  qu’en 
consultant  les  degrés  et  1^  titres  qui  sont  au  bas  des  pages , ainsi 
que  les  colonnes  ascendantes  placées  à droite  pour  les  minutes  et 
secondes , on  aura  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  etc,,  depuis 
45“  jusqu’à  90°. 

. D’après  ce  qui  précède,  on  trouve  sur  le  champ 

. , ' L.  sin  6“  32'30"=9,0566218, 

L.  cot  81“  46’20"^9,1601596.  ^ 

59.  Quand  rangle*donné  contient  des  secondes  et  des  fractions 
de  seconde,  il  faut  recourir  aux  différence!,  et  faire  des  calculs' 
absolument  semblables  à ceux  qui  ont  été  ’ndiqués  en  'parlant  des 
logarithmes  des  nombres.  Cela  revient  à considérer  les  différences 
des  LOG-siN , LOG-cos,  etc. , comme  proportionnelles  à celles  des 
arcs;  et  cette  proportion,  quoique  inexacte,  donne  cependant 
une  approi^imation  sufQsantc.  Remarquez  bien  que  les  niém^dif- 
érences  sont  communes  aux  logttang  et  aux  log-cot.* 

Les  exemples  suivants  tiendront  lieu  (j’explicalion.  * 
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1®  On  veut  trouver  L.  sin  6®  82'  37', 8. 

L.  a»a  8*  33'  30*  (diff.  1836 0,0566318 

pour  7'  1385  3 , \ 

pour  0, 8 146  88 

L.  sin  6»  32'  37' ,8  9,0567650 

I * ’ . 

2"  On  veut  trouve? L.  cos  83®  27'  22", 2. 

L.  cos  83»  97’ 30*  (diff,  1836  . . ...  . . . . 9,0566218 

pour  7'  . 1285  3 

pour  — 0,8 r*1 . 146  88 

L.oos83»97'92',9  9,0567650 

3°  On  veut  connaître  L.  tang  8°  13'  52',76. 

L.  ung.  8»  13' 50»  (diff.  I486 9,i603083 

pour  I _ 2'  ; 297  2 

pour  P ,7 104  02 

pour  0,06 '.  6 918 

L,  tang.  f»  13’ 52',  76  . -9,1603493 

û®  On  veut  connaître  L.  cot  81<*  U6'  7", 24. 

L.col81»46’ lO-diff.  I486 P.*.  . 9,1603083 

pour  — 2* f.l . 297  2 

pour  — 0,7 194  9* 

pour  — 7 ,06  8 916 

— . ■ ; 

■ L.cot81»46.7',24  9,1603493 

60.  Maintenant  il  faut  résoudre  aussi  la  question  invefse. 


Supposons  donc  qu’on  connaisse  le  logarithme  d’un  sinus,  d’un 
cosinus,  etc.,  et  déterminons  l’angle.  Par  ftcemplej  soit  donné 
L.'sin  a?=9, 0567650.  Dans  les  tables,  parmi  les  log-sin  moia- 
dres  que  celui-ci,  le  plus  approchant  est  9,0566218,  et  il  répond 
à 6®  32'  30",  La  différence  avec  le  logarithme  donné  est  1432 , et 
la  différence  labuj^ire,  correspondant  à 10",  est  1836.  En  consé- 
quence, je  diviserai  1432  par  1836,  et  je  compterai  les  dixièmes 
du  quotient  coiiimc  des  secondes.  De  celle  manière  pn  lijouvc  7", 8. 
Dont^bn  a demandé, 6"  32'  37", 8.  Voici  les  calculs  de  cet 
exemple  et  de  plusieurs  analogues. 


DU'...  - !'• 
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, f*  Qaei  est  l’angle  dont  le  L.  sin  est  0567650  ? 
L.siii*a=9,05«7«50 

-pow  9,0666*18  {diff,  1836  .‘o  e»3*'30' 

143*0,'.:.  . , 7 

a*retto  14680..  . . ........  .)  0,8  . 

. . / *=.6«3S'37*,8 


2»  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  cos  est  9,0567650? 


• - L.  cos  x=9,0567650  ■ ^ 

pour  ' 9,0568054  (dfff.  1836  83«*7'90- 

1"  reste  4040 “S 

9*rerto  3680 O,* 


_ 1=83»  27' 52',* 

3"  Ou®l  est  l’angle  dontle^L.  tang  est  9,1603493  ? 

' L.tang  x=9,1603493 

•'  pour  9,1603083  diff.  1486  . 8»  13'  50» 

l"  reste  4100.'  8 

, 9‘réste  11980...  i .' ' 0 ,7 

3'  reste  . 8780 0 ,06 


- ' ■ ■ ' ' ‘ x=8»13'52'^6  . 

h"  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  cot  ^t  9,1603493  ? * 

V ^ - 


l/.cotx=9,1603493  ■'  ■ , , • . 

pour  9,1604569  (diff.  1486  . . . ~éÊk  Sl'de’O* 

1"  reste  " 10760  HP  . . i .7 

9” reste  ■ , 3580  . 0,8 

3"  reste  6080  '0,04 


x=81*46’ 7',94 

61.  Les  formules  qui  contiennent  de»sinus,  cosinus,  etc.,  sup- 
posent presque  toujours  que  le  rayon  a été  pris  pour  unité.  Pour 
leur  appliquer  les  tables,  on  peut  s’y  prendre  dé  deux  manières 
différentes.  ^ ' 

La  première  consiste  à rétablir  le  rayon  r dans  les  Rirmules , 
comme  il  a été  dit  n°  19,  età  employer  ensuite  les  logarithmes  tels 
qu’ils  sont  dans  les  tables,  en  ayant  soin  de  prendre  L.r=10. 

Dans  la  seconde , on  ne  change  rien  à la  formule , c’est  à dire 
que  l’on  conserve  l’hypothèse  r==\ , mais  on  die  10  à chaque 
logarithme  que  l’on  prend  dans  la  table  trigonométrique.  Il  est 
biéD  d’opérer  cette  soustraction  sur  la  ca|pctéristiqpe  seule,  qüi , 
par-là  pooil'â'devenir  négative;  St  mieuK,  encore  d’enploySr  lés 
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logarithmes  tels  que  la  table  les  donne,  et  de  ne  tenir  com]>te 
de  cette  dixaine  qu’à  la  fih.  tette  espèce  de  correction  sera  toujours 
facile  ; car,  dans  les  calculs,  on  n’a  jamais  qu’à  ajouter  et  retran- 
cher dçs  logarithmes  ^t  il  est  évident  que  chaque  logarithme  addi- 
tif, pris  dans  la  table  trigonométrique,  mettra  une  dixaine  de  trop 
dans  le  résultat,  et  que  chaque  logarithme  soustractif  en  mettra 
une  de  moins.  ' . . , 

A6n  d’abréger,  on  doit  toujours  remplacer  la  soustraction  d’pn 
logarithme  par  l’addition  de  son  complément  arilhtnélique.  Alors  ’ 
la  dixaine  qu’il  faudrait  retrancher  à ce  logarithme,  pour  leréduire 
à l’hypothèse r=l,  est  compensée  par  celle  qui  se  trouve  ajoutée 
en  prenant  le  complément.  Au  reste,  l’erreur  d’une  dixaine,  dans 
un  logarithme,  serait  si  considérable  qu’elle  ne  saurait  rester  ina- 
perçue. Pour  dissiper  tout  nuage,  je  calculerai  deux  exemples. 

r Soit  *=4l9Xsin’40“,  d’où  L.  a:=L.ài9-i-2L.sinàO'’ en 
prenant  L.  sin  40*  dans  les  tables,  L.  a?  contiendra  3 dixaines  de 
trop,  qu’il  faudra  retrancher  dans  le  résultat.  , • A . , 
h.  419  . . , ..  ..  .,  S.6ÎÎ4140 

• a t.  Bin.  40» 19,6161350  , . ' 


^ 3,3383490. 

Si  on  veut  avoir  x à’j^y  près,  on  ajoute  2 à , la  caractéristique  , et 
oh  trouve  «=173,12.  ^ 

Sl^lsin  âO* 


2®  Soit  sin  « = 


411Xcos’lS° 


d’où  il.  sin  «■=  L.  314  — 


L*  411-f-L.'sin,  30° — 2L.  coslS".  En  opérant  par  compléments, 
les  2 dixaines  qu’il  faut  ôter  à 2 L.  cos  15°  sont  compensées  par  les 
2 dixaines  sur  lesquelles  on  prend  lecomplément.  Le  L.  sin  30°  et  le 
complément  de  L.  411  introduisent  2 dixaines  de  trop  : mais 
comme  il  faudra  chercher  l’angle  « au  moyen’des  tables,  on  n’ôlera 
au  résultat  qu’un  seule  dixaine,  ainsi  qu’on  le  voit  ci-dessQUs.  Je 
désigne  léb  compléments  arithmétiques  des  logarithmes  par  L'. 


L.  314.  .....'. 

. .Ci  2,  4969296  5 

L’.411.  . 

. V 'tj  7,  3861581  8 

sin  30*  • f «'  • « 

. . . , 9,  6989700 

2 L’.  omIS*  . . • ' . . 

...  . . .0,  0301124 

' 9,6121702 

«J 

‘ Gè  logarithme  est  prépÿ^  comme  il  convient  pour  être  cherché 
dans  les  tables  : on  trouve  «=24*  10'  T.'  ’ ^ . 


« 
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RcUüodi  entre  lee  côUe  et  lee  eoglef  d’un  trU«gle  reetilignn. 

> » 

62.  Afin  d’abréger,  nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
les  angles  des  triangles  par  les  lettres  A,  B,C,  placées  à leurs  som- 
mels  ; et  les  côtés  opposés,  respectivement  par  a,  h,  c.  Déplus,  si 
le  triangle  est  rectangle,  A sera  l’angle  droit  et  a l’hypoténuse. 
Cela  posé,  je  vais  démontrer  les  principes  sur  lesquels  s’appuie  la 
résolution  des  triangles  rectilignes. 

63.  Théorème  I.  Dana  un  triangle  raetangle , chaque  côté' 

deVangle  droit  eatégalàJhypoténuaemultipliie  par  le  ainua  • 
de  t angle  oppoae'  à ee  côte’.  ‘ > 

Soit  ABC  (6g.  13)  un  triangle  rectangle  en  A :'du  point  B, 
commacenire  et  avec  un  rayon  quelconque , décrivez  l’arc  DE, 
et  abaissez  la  perpendiculaire  EF.  Le  sinus  de  l’angle  B est  le 
rapport  de  EF  au  rayon  BE  (18)  : or  les  triangles  semblables 

BCA,  BEE,  donnent  donc^ssinB,^Onc  ^ 

[1]  A=asinB.  . - ■ 

C’est  le  théorème  qu’il  fallait  démontrèp, 

L’angle  B est  le  complément  de  C,  donc  sin  B.==cos  C.  Ainsi,' 
on  peut  dire  encore  que  dana  un  triangle  rectangle , chaque 
côté  de  r angle  droit  eat  égal  à thypoténuae  multipliée  par  le 
eoainua  de  l’angle  adjacent  à ee  côté. 

6A.  Théorème  II.  Dana  un  triangle  rectangle,  chaque  côté 
de  r angle  droit  eat  égal  à Vautre  côté  multiplié  par  la  tangente 
de  V angle  oppoaé  au  premier  côté. 

Soit  encore  le  triangle  ABC  (6g.  13)  : après  avoir  décrit  l’arc  DE, 
élevez  DG  perpendiculaire  à AB.  Le  rapport  de  DG  à BD  est  la 

AO  * DO  * 

tangente  de  l’angle  B (18)  :'or  ggJ  - = tangB} 

donc  ‘ • 

[2]  , ' i=otangB. 

Ce  résultat  peut  aussi  se  déduire  du  théorème  I|.  En  effet,  si  on 
applique  ce  théorème  à chacun  des  côtés  è et  .o,  et  si  on  observe 
que  sin  G cos  B,  onauraé=sa  éinBete  = acosB;  donc 

?=?^^îŒtaugB  ou  és:ejangB> 


D;-  ‘.  v . ; , C-ij.ijjli 


« 
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65.  Théorème  III.  Dans  tout  trîangle  rectilignç , le. 
des  angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés. 

Soient  A et  B deux  Angles  quelconques  du  triangle  ABC(fig.  14), 
et  soit  CD  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  C sur  le  côté 
AB.  Si  elle  tombe  au  dedans  du  triangle  ABC,  les  deux  triangles 
rectangles  ACD , BCD , donneront  CD  = ô sin  A et  CD = a sin  B, 
doncAsin  A=asinB,  oubien  • 

sin  A I sin  B : : a I A. 


Si  la  perpendiculaire  tombe  sur  le  prolongement  de  fi  A (flg.  15), 

. le  triangle  ACD  donne  CD = A sin  CAD.  Mais  l’angle  CAD  étant 
supplément  de  CAB,  on  a (9)  sin  CAD = sin  CAB— sin  A;  et  par 
suite  on  a encore 

[3]  sin  A ; sin  B ; : a I A.  * • 

66.  Théorème  IV.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  carré  d’un 
^eôté  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres , moins  le 

double  rectamgle  de  ces  deux  côtés,  multiplié  par  le  cosinus  de 
t angle  compris  entre  ces  côtés.  C’est  à dire  qu’on  a 

[4]  • a*  = A*-4-o' — sAccosA. 

Soit  ABC  (fig.  14)  le  triangle  dont  il  s’agit,  abaissez  CD  per- 
pendiculaire sur  AB.  Quand  l’angle  A est  aigu , on  a , d’après  un 
théorème  connu , CB*  =>  AC*  + AB* — 2 AB  X AD,  ou 
a*=A*  + c*  — 2cX  AD. 

Or  le  triangle  rectangle  ACD  donne  AD  = A cos  A (63)  ; et  en 
substituant  cette  valeur  de  AD,  On  trouve  l’équation  [4]. 

Quand  l’angle  A est  obtus  (fig.  15),  on  a 

ô* = A*  + «*-}-  2 c X AD,* 

et  le  triangle  ACD  donne  AD=A  cos  CAD.  Mais  CAD  étant  sup- 
plément de  CAB  ou  A,  on  a eos  CAD  — — cos A (9);  donc 
AD = — A cos  A,  et  par  suite , en  mettant  cette  valeur  dans  celle 
de  a*,  on  trouve  encore  l’équaiion  [4]. 

67.  Le  théorème  précédent  peut  suiBre  à lui  seul  pour  résoudre 
un  j^riangle  rectiligne.  Il  est  clair  en  eilet  que , si  ou  l’applique 
successivement  ù chaque  côté,  on  aura  les  trois  équations 

r ' ' a*  = A*  + c*  — 2AccosA,  nq. 

A*=â*  + c*  — 2accosB, 
c*=*=o’-f-A* — 2<iAco8C, 
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par  lesquelles  ou  peut  déterminer  trois  des  six  parties  du  triangle, 
quand  les  trois  autres  sont  connues.(sauf  les  cas  où  le  triangle  est 
impossible,  et  celui  où  l’on  ne  donne  que  les  trois  angles). 

.68.  Le  théorème  III,  exprimant  une  relation  entre  deux  côtés 
et  les  deux  angles  opposé^,  doit  être  une  conséquence  des  trois  • 
équations  ci-dessus.  0«  voici  comment  elle  s’en  déduit  : 


]çii  prémière  équation  donne  cos  A = ^ ; 


donc 


sin  ’A=®1— -cos’ As 


(t*  -^-c*  — g*)* _ 


2 a’i* -f  2a’c* -4- 2i’c’ — o<  — M — 
et  par  conséquent 

sin  A _ y 21^*0*  — — 

a ' labe 

• / ' 

Les  denx  autreséquations  donnent  de  la  même  manière  les  rapports 

et  ; mais  on  les  obtient  plus  simplement  en  changeant 

dans  le  second  membre  de  l’égalité  précédente,  d’abord  a en  b et 
beau,  puis  a en  c et  0 en  a.  Or,  remarquez  que  ce  second  membre 
est  une  fonction  symétriqim  de  a,  A,  0,  c’est  à dire  qu’il  demeure 
le  même  en  y faisant  un  échange  quelconque  entre  ces  lettres  1 
donc  on  a,  ctwformément  au  théorie  III,  1 ^ 

. . • 

• , sin  A sin  B sin  C ' ' 


Rénoloboo  des  triao^M  rectill]p)es  reeteDgles. 


^ 69.  Phbiiier  CAS.  Étant  dùnnét[Fhypotinute  ^ et  un  angfè 
B,  tHft^er  PangUs  C et  let  deux  côtét  b 0/  c. 

On  a d’àboM  C — B.  Puis,  on  détermine  A et  0 au  moyen 
du  théorème  I,  lequel  donne  . 


♦ 


• . A3»asln|A,  0«acoslB.  . • 

U est  bien  entendu  les  calculs  se  feront  par  Iqgunthasas. 

70..  SgaexD  CAS^^ont  domiet  le  e&é  b iw0e  dnût  et  ' , 
tangle  aigu  BJÊ^ÊlgrC,  i,c.  . ,j,  ..  7-..  n-- 
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On  a encore  C =a  90°  — B.  Le  théorème  I donne  a par  la  relation 

4sasinB  d'où  a=-Â^i 

sin  B ' -, 

, cl  le  théorème  II  donne  c au  moyen  dè  celle-ci  : 
c=ÂlangC  ou  e = i(cotB.  ‘ 

71,  Troisième  cas.  Etant  donné»  Thypoténuiei.  et  un  côté  h, 
trouver  ï autre  côté  c et  les  angles  B C. 

Par  la  propriété  du  triangle  rectangle , on  a c* = a*  — , d’où 
ip^V'Ca  + À^Ca  — b'),  expression  qui  est  très  facile  à calculer 
par  logarithmes  ' 

* b 

On  trouvera  B par  la  relation  4 = a sin  B (63),  d’où  sin  B = 

et  enfin  on  aura  C = 90*  — B . 

Si  on  commence  par  chercher  les  angles,  on  peut  encore  déter- 
miner le  côté  c par  la  relation  o = a sin  C.  ' ' 

72.  Qdatuèmb  cas.  Etant  donné»  les  deux  côté»  h et  a de 
ï angle  droit,  trouver  é hypoténuse  a et  les  angles  B et  G. 

On  calcule  d’abord  B par  la  relation  b = e tang  B (théor.  Il),  et 
onaensuiteC  = 90° — B.  L’hypoténuse  a s’obtient  par  la  relation 
4=a  sin  B (théor.  I). 

On  pourrait  trouver  a directement  par  la  formule  a= 

Mais  comme  le  binôme  4’ ne  se  décompose  pas  en  facteurs, 
elle  est  peu  commode  pour  le  calcul  logarithmique,  et  il  vaut 
mieux  déterminer  d’abord  l’angle  B,  et  s’en  servir  ensuite  pour 
avoir  o.  ' ' . . 

ft 

Héfiotntioa  des  triangles  reètüignnt  quelconques.  J 


73.  Premier  cas.  Etant  donnés  un  côté  a et  deux  angles  d'un 
^riangte,  trouver  les  autres  parties.  -, 

En  retranchant  de  180°  la  somme  des  deux  angles  connus,  on  a 
le  troisième^  Puis  on  trouve  les  deux  côtés  4 et  c par  le  théor.  IIT^ 
■n  eu  faisant  les  proportions  i . 1 . 

sin  A I sin  B;  ;a  14,  sinÂIsinC^^alo. 


74.  Deuxi^IIÇ  cas.  Etant  donnés  deux  côtérOieth,  avectangle 
A opposé  a (_un  tleux  /trouver  le  troisiènusàté  c et  les  deux 
autres  angles  B G.  . / • 
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Le  plas  simple  est  de  chercher  d’abord  l’angle  B ,.opposé  au, 
côté  i,  par  la  proportion 

a ; * ; : sin  A I sin  B. 

Les  angles  A ét  B étant  connus  > on  a C = 180“—(A4'B)  j et 
alors  le  côté  c se  trouve  en  posant  . * • 

’ sih' A : sin  C ; ; a ; e. 

75.  Getté  solution  exige  quelques  développements.  La  première 
proportion  détermine  d’abord  sin  B,  savoir  : , . 

. • : sinB=^é,  V ■ ‘ 

et  les  tables  font  ensuite  trouver  pour  B un  àngle  aigu.  Mais  le 
même  sinus  répond  aussi  à l’angle  supplémentaire,  qui  est  obtus; 
donc,-  en  nommant  M l’angle  des  tables,  on  aura  pour  B les  deux 
valeurs  B=rM,  B = 180° — M,  ce  qui  semble  indiquer  deux  trian- 
gles, ét  donne  lieu  aux  remarques  suivantes. 

r Quand  l’angle  connu  A est  obtus  ou  droit  (fig.  16),  les  deux 
autres  angles  doivent  être  aigus;  donc  on  prendra  seulement 
B=M.  Et  encore  faut-il,  pour  que  le  triangle  soit  possible,  qu’on 
ait  a>A.  Cette  condition  est  d’ailleurs  suffisante.  . . • * 

2*  Quand  on  donne  A aigu  et  a >6  (fig.  17),  on  doit  avoir 
A>B,  et  il  faut  encore  rejeter  la  valeur  B-rlSO»— M.  Alors  le 
triangle  est  toujours  possible.  ^ • 

3°  Mais  quand  on  donne  A aigu  et  a <(  ô,  on  prendra  Iftdiffé- 
remmentB^MouB  = 180*— M.Eteneffet,  soit(fig.  18)  l’angle 
aigu  BAC = A et  AC  — ô : le  cercle  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  • 
a pourra  dans  certains  cas  couper  AB  en  deux  points  B et  B'  ; 
et  alors  on  aura  deux  triangles  ACB,  ACB',  qui  seront  construits 
avec  les  données,  et  dans  lesquels  les  angles  ABC,  AB'C,  sont  sup- 
plémentaires. Lacm^tionpourqu’ily  ait  deux  solutions  est  que  le 
côté  a,  quiestsuppflp^ô^  soitpius  grand  que  la  perpendiculaire 
CD  abaissée  sur  AB.  Si  le  côté  a est  égal  à CD,  le  cercle  est  langent 
à AB,  et  les  deux  solutions  se’ réduisent  au  seul  triangle  rectangle 
ACD.  Enfin  , si  le  côté  a est  moindre  que  CD,  il  n’y  a plus  de 
triangle  possible  : or,  je  vais  faire  voir  que  Cette  impossibilité  est 
indiquée  pôr  la  valeur  même  de  sin  B. 

Le  triangle  rectangle  ACD  donne  CD  = i sin  A.  Mais  par  hypo- 
thèse a est  moindre  qtte  CD  ; donc  oh  a 

^ I ■ A J.  '■  , . » * 

> rt  <0  8111  A d ou >1. 

. • O ■ 
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Aiwi  la  valeiy  de  &ip  B est  plus  grande  que  Tunité  ; or  il  u’y  a point 
dé  sinus  plus  grand  que  l’unité  ; donc  le  triangle  est  impossible. 

76.  Nous  avons  prescrit  de  chercher  le  côté  c après  l’angle  B. 
Cependant  on  punit  avoir  o Imimidialcinent  au  moyen  de» données 
a,  b,  Ai  car,  par  le  théorème  IV,  on  a ' 

= — SAccosA,  ' * 

ou  c' — 2*cosA.o=a’  — é’,  ■ ; ‘'..■''ii' 

équation  du  second  degré,  dé  laquelle  on  tire  • , 

c = i&co8  A±V^d’  — cos*  A " ■ 

b COS  — siu*  A.  ^ 

Le  côté  d’un  triangle  devant  toujours  être  une  quanlilé  réelle 
et  positive,  il  y aurait  à examiner  quelles  relations  eoy  e a,  hj  A, 
l»euveni  amener  pour  c une  ou  deux  valeurs  de  cette  espièce  ; mais 
je  ne  m'arrèierai  pas  à cette  discussion. 

Les  valeurs  précédentes  de  c étant  peu  cgminodes  pour  le  calcul 
1 ogariihmique  ne  sont  d'aucun  usage  en  trigonométrie. Néanmoins , 
comme  on  en  rencontre  souvent  de  semblables , je  vais  montrer 
l’espèce  de  transformation  que  les  astronomes  leur  feraient  subir 
pour  en  faciliter  l’emploi. 

Mettons  d'abord  ces  valeurs  sous  la  forme 

c=?ocosA±a\/  1 — 


Cpoime  nous  les  supposons  réelles,  la  quantité  ^ est  moindre 

« 

que  1,  et  on  p;gut  la  regarder  comme  le  sinus  d'un  angle  f qu'on 
déterminera  en  posant 

A siu  A 

slnf  = — — . Hr 


Alors  on  a 6 =5  P“*’ 

o-ÇsIn  y cos  A±sinAcosy)^  a siii(y±:Aj). 
sinA  * siu  A 

valeurs  faciles  à calculer  par  logarithmes.  ♦ 

Celte  solution , au  reste,  rentre  exactement  dans  la  première 
car  l'angle  auxiliaire  y u’esl  ai^re  que  l'angle  B. 
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77.  Taoist^HB -CAS.  donnés  dans  ««  triangle  les  deux 
côtés  Aeth'avee  l'angle  couvris  C,  treuvorjifA^  B.  • ^ 

.Par  le  ibéorème  III,  on  a r.‘  • 

^ ‘ a:«;:Sin  ArsinB,  ' ‘ ' 

proportion  qui  renferme  deux  inconnues  Â et  B.  Mais  on  en  tire 
. ' a+h\a — ;sin  A + sinB;  sin  A — sinB, 

ét,  d’un  autre  côté,  on  sait  (40)  que  ...  . . . 

sinA-j-sinBlsinA — sinB;  :taDg|(A  + B)  ; tangi(A  — B); 
donc  o‘n  a • • ■ 

tl] a+Ütf  — A;;iangKA+-®)*‘»“gï('^“®)-  • • 

Or î(A-  + B)  =^5(180"  — •=  90°  — jC;  donc  |es' trois  premiers 
termes  de  cette  proportion  sont  connus,  et  on  pourra  en  déduire  la 
valeur  deKA— Quand  on  connaît  lu  demi-somnie  et  la  demi- 
différence  des  angles  A ci  B , cliacun*  d’eux  est  connu  ; caron  a 
évidemment 


, A-f*B  I A — B 
A = ~ + — - 


et  B = 


A 4*  B A — B 


2 , 2 ■ . , ■ 

A et  B étant  trouvés,  on  peurobîonir  le  côté  « en  posant  -■  . 

» ï 

[2]  ‘ . sin  Al  sinC;  la;  O.  • . 

♦ ^ ^ V ‘ , ■ 

78.  Cette  proportion  demànde  qu  on  cherche  trois  nouveaux 
Ipgariihmes,  savoir  : ceux  de  a , sjn  A , sin  C.  Dans  le  procédé 
suivant  il  y en  a un  de  moins  à calculer. 

Puisqu’on  a sin  A * sin  B I sinCl  la  I I c,  on' doit  avoir  aussi 

sin  A'^-  sin  B^inC  ; a -J-  h * c,  d’ouc  = • - “ 

||k  . ’ siaA-}-sinB 

V T 

Par  des  formules  connues  (n°*  39  et  29),  on  a sin  A -f-  sin  B =» 
2 sin  - (A  + B)cos  j(A  — B),  sinC  = 2sin|Ccos  J-C  J et,  d’un  autre 
côté;  sin  J (A  = sin  (90°—^  C)=cosJ  C.  Substituons  ces  .va- 
irstlans  e,  etVviènt,  réductions  faites, 

(g  4-  '^)  sin  \ C . 
cosi(A-^B) ■ - 

Cette  formule  contenant  a-|-  dont  le  logarithme  est  déjà  connu, 
il  y a réeiiement  un  It^iurUhme  de  moins  à chercher  que  dans  la 
proportion  [2].  v , » . . > > i 


leurs  1 
[8] 


Cs=  ■ 
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79.  La  détermination  de  o n’est  venue  qu'aprés  celle  de  A et  de 
B.  Pour  avoir  e directement,  on  se  sert  du  théorème  IV,  lequel 
donne  . ■ 

* c = V'a’+A*  — SoicosC.  ' • 

Mais  comme  les  logarithmes  ne  peuvent  pas  s’appliquer  à cette 
formule,  il  faut  recourir  à un  angle  auxiliaire.  Parmi  les  diflé- , 
rentes  transformations  que  cette  formule  peut  subir,  je  choisis  la 
plus  remarquable.  ■ • *. 

On  acos’iC+8in’^C=l  etcos^jC  — sin’5C=cosC(îl);par 
conséquent 


c = V («’ + '^0  (cos*  ï C + sîn*  J C)  — 2 O 6 (cQs’  { C — sin’  J C) 
V/(a+ *)’ sin*  s C + (a — 5)’ cos*  { G 

= (d  + *) 

♦ 

Puisqu’une  tangente  peut  avoir  tous  les  états  de  grandeur,  on  fera 

(a — i6)cotiC 
tangf=^  - 


Alors  le  dernier  radical  devient 

' Vi+tang*?=\/^  l-j-— 

*'•  ^JTcOS’f  COSf’ 

et  par  conséquent  on  a v 


(a4-A)sinTC 

cos  P 


Ainsi,  on  trouvera  successiventent  l’angle  auxiliaire  ? et  le  cété  e 
au.  moyen  de  deux  formules  faciles  à calculq|P^ar  les  tables. 

Cette  solution  ne  diffère  dé  la  précédente  qu’en  apparence  : 
car,  tangj(A+B)  étant  égale  à cotŸC,  la  valeur  de  tangf  est 
identique  à celje  de  tang  |(A — B)  déduite  de  l^roportion  [f]  ; 
et  par  suite  la  dernière  valeur  de  e se  trouve  ausilidentique  à la 
formule  [3].  , 

80.  Dans  les  applications,  il  arrive  souvent  que  les  cètés  sont 
connus  par  leinrs  logarithmes.  Supposons  qu’il  en  soit  ainsi  de  aet 
b , que  d’ailleurs  C sqit  donné,  et  que  A et  B soient  les  seules 
quantités  donton  ait  besoin.  Alors,  pour  déterminer  $ (A — B)  an 
moyen  de  la  proportion  [1] , il  faudrait  préateblemept  chercher 


> • 
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a et  £ dans  les  tablés  : mais  on  peut  éviter  , celte  recherche  par 
l’emploi  d'un  angle  auxiliaire. 

En  effet , soit  un  angle  trouvé  en  posant  lang  ^ = - : par  la 

* O 

fqrmule  [2l  du  n*  24,  on  aj 

lang  . 

l^iang45“iang'vî'  1+langd'’ 

donc,  en  remplaçant  tang  par  sa  valeur,  on  aura 

iang'(45->-^^)tn^^.  . . 

D’autre  part,  la  proportion  [1],  déjà  citée,  donne  • 


Wi^  ï (A  - B) = tang  ^ ( A + B)  ; 


donc 


^ng  i (A — B)  = lang  (45®—  tang  | ( A + B)  : . 

et  puisque  ^ est  connu  on  trouvera  facilement  | (A— B).  Par  ce 
procédé  on  a deux  logarithmes  de  moins  à calculer  que  si  l'un  çùt 
déterminé  les  côtés  a et  à. 

81.  Quatkièhe  cas.  Etant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c, 
prouver  les  angles  A,  B,  C. 

Par  le  théorème  IV,  on  a — 2 4c  cos  A;  donc 

4»-j-e*  — g* 


cos  A: 


ibo 


On  détermine'  semblablement  B et  C.  Mais  il  faut  chereher  une 
autre  formule  plus  commode  pour  les  logarithmes.  < 

Le  a°  31  donne  la  formule 

. 2 sÉ^|A  = l — cosA, 

et,  en  y substituant  la  valeur  de  cos  A,  il  vient  successivement 

a* — 4’  — c’  -|r  2 4 c 
24e 


donc 


_ g*— (4  — e)» (a-j-4  — e^(g — 44-c) 

' 24c  ~ 24c 
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. Pour  simplifier  éeite  formule,  on  fait  le  pér1tnèlreo+5+e  = î». 
.Par  suite  on  aa+i  — c=2*  — 2c=2(#  — ù),  eta  — 6 + c = 
2* — 2/6=2  (* — donc  . , • 


siniA: 


.V  A-i)(*-o) 


De  là  on  lire  celte  règle  : Du  demi-périmbtn  retmnehêx  alter- 
nativement chacundes  côté»  qui  comprennent  C angle  cherche',- 
divitez  le  produit' de*  deux  restes  par  celai  des  deux^ côtés;  puis 
extrayez  la  racine  qiiarrée^du  quotient  : vous  aurez  ainsi  le 
'si/tus  de  la  moitié  de  t angle  cherché. 

puoique  l’angle  ^ A suit  déterminé  par  son  sinus,  il  n'’ep  résulte 
aucune  ambiguité,  parce  que  A étant  un  angle  d’un  triangle  ou 
doit  avoir  A <C  180°  et  5 A <C 90».  . > ’ 

82.  On  peut  sé  procurer  avec  une  égale  facilité  4es  formules 
qui  déiermiiient  cos  4 A et  tang  j A.  Eu  remarquant  (SI)  que- 
2 cos’l  À ==  i 4-cos  A,  des  trôn^ormations  toutes  semb^bles  aux 

• précédentes  conduisent  à • ' . . 

cosiA=\/  . . . ... 

Puis,  en  divisant  sin^A  parcos^A,  on  a cette  outre  formulé 
• ' tangAA=-y^^*Hl^^  ..  1 - 

Chacune  des  trois  forntules  exigeant  (jn’«n  cherche  quatre  lo- 
garithmes, aucune  d’elles  ne  mérite  d’être  préférée  atix  deux 
Sut' es  fuand  on  ne  veut  déterminer  qu’un  seul  angle  du  tiiaiiglé. 

‘ Mais  quand  on  en  doit  calculer  deux,  il  vaut  mieux  faire  usage^ 
de  la’ derui.ère  : cur  il  suilira  de- chercher  les  logarithmes  des 
quatre  quantités  *,  s — a,  s — b,s-^!^  tandis  qu'il  eh  faudrait 
chcrclier  deux  de  plus  en  se  servant  desdeu,x  premières  formules. 

83.  On  sait  q'u’il  n’est,  pas  toujours  possible  (Te  former  un 

triangle  avec  trois  côtés  pris  à volonté  : or  je  vais  montrer  que 
cette  impossibilité  est. indiquée  parle  calcul  même.  Supposons 
qu’on  fusse -usage  dfr  la ' ' ■ ' 


Quand  le  triangle  est  possible,  elle  doit  donner  pour  sin  |A 
une  valeur  réelle  moindre  que  î : mais,  s’il  est  impossible , je  dis 
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qu’oD  anra  une  râhmr  ou  imaginaire  ou  plus  grande  que  1. 
Pour  que  l’impossibililé  ait  lieu , il  faut  qu’un  cAié  soit  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autres  ; voyous  quels  résultats 
donne  alors  la  formule. 

l"Soilfi>«+o  on  aura  2A;>a  + A+e;  donc2i&t>2<;  dortc 
t — i<0.  Mais  d’ailleurs  on  a évidemment  a + donc 

« + 2»>20;  donc*  — o>0.  Ainsi  la  valeur  de  sin  j A 

est  imaginaire. 

2“  Soit  !ou  conclura  « — e<^6  et  *— fi>0,  c’est  à 

dire  que  sin  {\  est  encore  imaginaire. 

Soit  + c ton  aura  a-f-A  + e ou  + donc 

+ donc*  — ct(*'^f')^*  — par 
conséquent  la  valeur  de  sin  serait  plus  grande  que  1 , oe  qui 
ne  peut  convenir  à aucun  angle.  ^ 

Af pUeatMfl  à 4ét  exemplcf; 

8û.  les  grandes  opérations  trigonométriÇues  exigent  l’emploi 
de  divers  instruments  qu’il  n’entre  pas  dans  mon  sujet  de  décrire. 
*Lés  indications  suivantes  suffiront  pour  cOtHrprendré  les  exemples 
que  je  proposerai.  ’ . 

Pour  tracer  iine  ligne  droite  mr  le-térrain , on  entptote  des  pi- 
quets ou  jalons  que  l’on  plante  de  dîslance  en  distancé,  de  rrfa- 
Bîère  qee  Hœil  étant  placé  au  dessus  du  premier,  tous  les  autres 
paraisseut  confondus  en  un  seul.  ' • 

On  trace  un  angle  sur  le  papier  au  moyeu  du  rapportour  t c’es  t 
un  demi  -cercle  d^sé  en  degrés.  • • 

Il  existé  ôn  gr4Poomb#e  d’instruments  employés  pour  mesurer 
les  angles.  Soit  stfr  le  terrain,  soit  dans  l’espace  : le  graphomèlre, 
la  boussole,  le  oetclerépéliteur,  etc.  En  général,  ifs  sont  formés 
d’un  cercle,  ou  secteur  de  cercle,  sur  lequel  ou  marque  un 
rayon  fixe  qiif^sert’d'orjghie  aux  subdivisions,  tandis  qu’un  second 
rayon,  mobile  autour  de  son  centre  , peut  prendre  la  direction 
qu’üH  vent.  Le  plau  du  cercle  peut  lui-nfème  tourner  autour  de 
son  centre<  Quand  on  a besoin  de  cunnatire  l’augle  Compris  par 
les  droites  qui  vont  d’tra  point  donné  à deux  autres , il  n’y  a qu’à 
placer  le  centre  de  rinsirument  au  prémier  point  et  à diriger  les 
deux  rayons  vers  les  deux  autres  points  : alors  oh  lira  sur  la  cir- 
ctmférence  le  nombre  de  degrés  intere^tés  entre  les  rayons , et 
ce  sera  l’anÿe  cheMM.  ' ’ 


58  PKSHliKB  CAETU. 

Je  vais  maintenant  passer  aux  exemples.  Tous  les  calcids  sont 
efifetlués  par  le  procédé  que  j’ai  développé  n°  Cl. 

8S.  Exemple  I (fig.  19).  Dam  un  triangle  ABC,  rectangle  en 
,A,.onrfoM«ea=1785'”,595,  B = 59“  37'  hi"}-et  ton  propose  de 
VroMwrC,  b,  c (69). 

En  relranchani  B de  90°,  on  a l’angle  C= 90°  — 69“  37' 42' = 
30°  22'  18°.  Il  reste  à trouver  3 ei  o. 

t 


Calcul  dit  cité  6. 
li  = aainB. 

..  L.  siu  59»  37'  42'.  ...  9,9358919 

r,.  1785,395  . . J.  . . . 3,2517343| 

L.b  ' 3,1876262 

é=  1540“, 374. 


Calcn]  du  cité ’c. 
a cos  B. 

L.  cos  59“  37’  42»  . ...  9,7038132 

L.  1785,395  .,  . .....  3,2517343 

tTc  ^ ~ 2,9555475 

c=902“,708. 

t 


86.  Exemple  II  (6g.  20).  Dans  u,n  triangle  ABC,  on  donne 
a = 2597“,845,  b = 3084”,327,  A = 56“  12'  ur-,  et  Von  veut 
trouver  h,  C,  cQlit). 


Calcul  de  raugle,  B. 
u:5  ; : sin  A:  sinB^  • 

L.  sin  56»  12'  47'.. . . -9,9196592 

X.'3084,327.  3,4891604 

L'.  2597,845.  . ....  . .j  6,5853868 

L.>inB  9,’9942Ü64 


* 11 7 a deux  solutions. 

Dans-  la  première  B—  80»  39*  41V • 
Dans  la  deuxième  B=:99“  20*  17'. 


Pazuiixa  soldtioh  : B=:80°33'  43'' 
Calcul  de  l’angle  C. 
C=180»— A— B. 

. • ièo“  • . ■ , 

A=56»12'47' 

, B=80“39'43'  ' ■ 

C=43»  7’ 30* 

, Calcul  du  cité  c.  -- 
. sin  A : sin  C : : a : c. 

.1.2597,845.'.  . . . .)  3,4146132: 
L.  sin  43“  7*30'.  . , 9,8347972 

V.  sin  56»  12'  47'.  . - . 0,0803408 

ÏTë  3,32^512 

c = 2136», 737. 


nKDxiÈnz  soiunoa  : Bzz99*20'  17* 

. Cal#le  l'angle  C. 

C = 180*->A=B. 

180° 

A=56°12’47' 

B=99°20’17' 

G =24°  26’ 66' 

Calcul  du  cité  e. 
sin  A : sin  G : : a : c. 

L.  2597,845  3,4146132 

L.  siu  24°  se- 56'.  ...  - 9,61687^ 
L’.  sin  56°  12'  47*  ...  . 0,0803408 

îTc  ' 3,1118299 

ci  1293“, 689.  * , 


4 • 
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87.  Exemple  III  (6g.  SO);  On  propose  de  retrouver  sur  le  ter- 
rain un  point  €,  dont  on  a mesuré  les  distances  a èf  b à deux 
points  connus  A B. 

Si  le  triangle  ABC  n’a  qu’une  très  petite  étendue,  on.*pourra 
décrire  deux  arcs  de  cercle  , des  points  A et  B comme  centres, 
avec  les  distances  données  pour  rayons.  Mais  celte  opération  est 
impraticable  quand  les  distances  sont  considérables.  Alors  on 
commencera  par  mesurer  la  distance  AB  ; et  par  suite  on  connailra 
les  trois  cèlés  du  triangle  ABC,  de  sorte  qu’il  sera  facile  de  ‘ 

1er  l’angle  A (81).  La  direction  du  côté  AC  est  ainsi  déterminée^ 
et  il  ne  reste  plus  qu’à  s’avancer,  dans  cette  direction,  jusqu’à  la 
disunccdonuée  AC=à.  . 

Soient  les  données  a=r9-159“, 31 , . é=z8032“,î9,  c;=  8242"', 58.  On  aura 
2se:25734,18,  s=12867,09,  » — d=4J»l,80,  s— c=4624,51. 

‘*,îSV't=fli=â  ^ 

. A ' oe 

L.  s— i).  . ..  r.  .r.!  3,«843785 

L.  (i  — c).  .....  3,6650657  ' . 

V.b  ,.  6,0951606  ‘ . . 

L’.o  , . . ..  6,0839368 

2 L.sin^A  19,6285416 

L.siniA.-...*.îW«i  9,7642708 
iA  = 35»3i'4r 
A=71*  3’  34* 

88.  Exemple  IY  (6g.  SI).  Trouver  la  hauteur  AB  düun  édifice 
dont  le  pied  est  accessible. 

Sur  le  terrain , supposé  de  niveau , on  mesure  une  base  BG, 
à partir  du  pied  de  l’édiBce  ; et',  a6n  d’éviter  les  petits  angles,  • 
celle  base  ne  doit  être  ni  très  petite  ni  très  grande  par  rapport  à 
la  hauteur  AB.  On  place  en  C le  pied  du  l’instrument  aveo  lequel 
on  mesure  l’angle  EDA,  formé  par  DA  avec  l’horizontâle  DE  pa- 
rallèle à CB.  Alors*,  dans  le  triangle  rectangle  AED,  on  connaît  le 
cô(é  DE  et  l’angle  D ; donc  on  peut  calculer  AE  (70).  En  ajoutant 
CD  à AE,  on  aura  la  hauteur  demandée  AB. 

SoitCD  = l",10,  DE=6I“,28,  D=41'3I' 25'.  On  aura 
AE  = 61 ,28X1811841°  31'  25'. 

L.tang41°31’25'.  ....  9,9471690 

L.  61,28  .........  1,7873188  ‘ 

~l7ÂE 1,7344878  “ 

AE=54-,26t,  AB=56”,361.  . * . i 
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' ‘Quand  le  pied  de  l’édifice  csl  inaccessible , on  quand  AE  est 
l’élévation  d’une  colline  au  dessus  du  sol  environnant  (6^.  33), 
le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  inconnu,  et  par  conséquent 
on  ne  peut  plus  mesurer  la  distance  6C.  Mais  alors  on  peut  encore 
mesurer  l'angle  A DE  ; car,  .sans  voir  la  ligne  AB,  il  est  possible 
d'amener  le  plan  du  cercle , avec  lequel  on  mesure  les  angles , à 
passer  par  la  venicale  AB.  En  outre , on  déterminera  la  distance 
AD  comme  il  sera  expliqué  dans  l’exemple  suivant  ; donc  on 

«mnaitra  l'hypoténuse  AD  et  l'angle  D , et  par  suité  on  pourra 
ouver  AE  (69). 

89.  Exemple  "7  (fig.  53).  Troiitier  la  dUtùuce  d'un  point  A,  ou 
Ton  ett  placera  un  point  éloigne  P,  qui  est  inaccessible , mais 
qu'en  peut  apercevoir.- 

On  mesure  d’abord  une  base  AB,  ainsi  que  les  angles  PAB, 
PB.\  ; et  alors  ou  peut  déterminer  AP  (73). 

Prenons  pour  données  : AB=247„, 49,  A=63'>.4f<,  B=59«4S>.  On  en 
'déduit  (’sngle  P=57‘  37’ j,«t  alors  on  calcule  AP  comme  il  suit  : 

' Sia  P : sin  B : : AB  : AP 

. ^l.AB , ' 8,3936577 

L.sJhB.  9, 9368098 

L’.  sin  P . . , .•  . 0,0734087 

^ L.  AP,  . . . ...  9,403t7C2 
/•  ' > BWaaeéefcert!(iéeA>^*3*,039. 

90.  Exemple  VI  (fig.  24.)  Trouver  la  distance  PQ  de  deux 
points  inaccessibles,  mais  visibles.  • . ’ 

r On  mesuré  une  base  AB,  et  tes  angles  BAP,-BAQ,  ABP,  ABQ; 

' puis  on  détermine  comme  ci-dessus  le  côté  AP  du  triangle  ABP, 
et  le  ctJté,AQ  du  triangle*ABQ.  D’ailleurs  l’angle  PAQ  est  connu: 
car,  si  les  quatre  points  A , B , P,  Q,  sont  dans  un  meme  plan, 
on  a PAQ==BAP — BAQ;  et,  dans  tons  les  cas  , on  peut  trouver 
cet  angle  en  le  mesurant  direciement.  Ainsi,  on  connaîtra,  dans  le 
triangle  PAQ,  deux  côtés  et  l’angle  compris;  il  sera  donc  facile 
d’avoir  le  côté  PQ  (77),  ' . . 

Soient  les  données  : EB— 345“,29,  BAP:=69*8B’,  BAQ=44“  31', 

PAQ  = 25*  41'|  15'iÀBQ=103»  14*. 

De  Is  on  coneix  kmaédiatement  APB^sOS*  18',-  A^P3j33*_15'  ; puis  on 
sSeetus  le  esleul  somme  daai  laCakUMsfeivaM;  ' - 
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l^Câlcnl  de  Aÿ. 


Sin  À1*B  I tiii  At)9  : : AB  : AP 


( ' S^Cntcnl  des  angles  P et 
Soit  AQ=p,  AP=q,  APQ=P,  AQP=Q. 


L.  AB.  . . . . . . . s, 5381840’ 

L.  sm  ABP.  9.87277ÎJ 

L'.  sin  APB  0,0527973 


L.  AP  , • 2,4637536 

AP=290»,W7. 

3*  Calcul  de  AQ. 

Sin  AQB  : sin  ABQ  : : AB  : AQ 

!..  AB.  2,5^81840 

L.  sin  ABQ  9,9900247 

L'.  sin  AQB.  0,2609871 


L.  AQ  2,7891958 

AQ  = 615“,454. 


On  trouvera  p + q=:906,36l^  p — î 
= 394,547,t(P+Q)=77*9'30*;  puis 
on  posera 

P+9'P— 4 " 4®“?  S (P+Q):«»ng  ; (P~Q) 
L.  Ung  i (PifQ).  , . . • 10,6421427 
L.  ......  8,5112776 

L’:(p4? 7,0426988 

L.tang^(P— Q)  10,1961191 

jfP..— Q)=67*31' 6v;  par  Suite 
P=134»  40"  36'  et  Q=19»  38’  94*. 

4*  Calcul  de  PQ. 

t i , 

Sin  Q : sin  PAQ  : ! q » PQ 

L.  q .........  .5  2,40:i7'5;$5 

f,,  sin  PAQ  . . ...  .1  9,6368859 
L’.  sin  Q 0,4735106 

L.  PQ.  2,5741590 

PQ=375"i,lld.  - . 


91.  Autre  solution.  Oa  n’â  ob'teau  lesdistaaces  AP  et  AQ  qu’en 
passant  par  leurs  lo^ritfames  ; c’est  donc  ici  le  cas  d’employer 
l’angle  auxiliaire  4'  dont  il  est  parlé  a°  80.  Alors,  après  avoir 
trouvé  L.  AP  et  L.  AQ,  on  cherche  les  angles  P et  Q comme  il  suit  : 


Calcul  de  ij/. 

. AP 
tangÿ  = ^ 

L.  AP 

L'.  AQ...  ....... 


L.  tang  ^ 
ll  = 25"l7’55' 

45»— ^=19»  42’ 6*. 


2,4636535 

7,^10604? 

'9,6745577 


' , - Calcul  de  P et  Q. 

tangii’P 01=  ( **"“  * 

^8,1.  Q) 


L.  lingf(P-l-Q) 
L.  tang  (45“  — 


10,6421427 

'9,55:49790 


L.langi(P— Q 10,1961217 

i (P  — Q)  = 57“3I'  6». 

Ce  reste  s’achève  comtne  plus  haut. 


92.  Exemple  Vil  (üÿ.ZSi).  Trois  points  rsmarquahles  A, ^,C, 
sont  situés  sur  un  tsrrainusiii  et  l’on  veut  y retrouver  le  point  M, 
d’où  1er  distantes  AB  etkÇrOni  été  vues  sous  des  angles  connus. 

D’après  l’éuoncé  les  anglés  ÂMB  èt  AMC  sont  connus.  Décri- 
vez donc  sur  AB  un  segment  capable  du  premier  dè  Ces  angles, 
et  sur  AC  un  segment  capable  du  second  : lès  grcirse  couperont  en 
1 et  en  M i et  le  point  M sera  le  pojnt  demandé.  Mais  cette  cen- 
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struction  étant  Impraticable  sur  le  terrain  j on  va  déterminer  par 
le’^alcuU’angle  BÂM  et  la  distancé  AM.  La  méthode  suivante, 
dans  laquelle  on  cherche  d’abord  les  angles  ÂBM  et  ACM , m’a 
paru  la  plus  simple. 

Je  ferai  les  données  AB=o,  AC=b,  BAC=A,  AMB  = «, 
AMG=p;  et  les  inconnues,  ABM  = a?,  ACM  y.  > , 

Dans  le  quadrilatère  ABMC  on  a ' ' ‘ ■ 

*+y  = S60“ — . ' 

ainsi  la  somme  des  angles  x et, y est  connue.  Cherchons  leur  dif- 
férence. Les  triangles  ABM  et  ACM  donnent  . 

tl]'  ’ sinaIsinar;;alAM,  sin/3^  siny;:  A I AM. 

En  égalant  les  valeurs  de  AM,  on  a 

O sin  X b sin  y b lin  a sin  x ^ 

sin  « sin  /9  ’ a sin  J3  sin  y' 

Posons  d'=  ; la  quantité  a'  sera  facile  à calculer  par 

' sinct  ^ ^ 

logarithmes.  Par  suite  on  aura  ■ . 

b_sin»  j,_,.  b-}-a' __sinaj-l-siny 
a sin  y b — a smai  — siny 

donc  (&0)  ' , , . 

b+a'  _tangi(g-4-ÿ) 
b— a'  tang-è(a>— y) 

Puisque  la  somme  X'^-y  est  connue,  on  aura  la  différence  x — y 
au  moyen  de  la  dernière  égalité,  et  ensuite  on  trouvera  facilement 
X et  y.  Alors  on  aura  l’anglé  BAM  = 180* — («-j-af),  et  la  distance 
AM  Sera  donnée  par  l’une  des  proportions  [1]. 

^ , 

Bdatioat  «ou*  tea  angles  at  lea  cStëa  d’un  triangle  apbdtiqoe. 

9Z.  Fohmule  fondamemtale.  Les  parties  d’un  triangle  sphé- 
rique, tracé  sur  une  sphère  donnée,  sont  connues  lorsqu’on  sait 
le  nombre  de  degrés  que  Contient  chacune  d’elleS.  La  solution 
des  questions  relatives  aux  triangles' sphériques  dépend  donc  des 
relations  qui  .existent  entre  c^es  nombres  do  degrés,  c’est  à dire 
entre  les  nombi^s  trigonométriques  correspondants,  sinus,  cosi- 
nus, etc.  Eu  conséquence , je  Vais  établir  d’abord  la  formulé  qui 
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lieun  anglequelconqueavecles  trois  côtés,  et  je  montrerai  ensuite 
coinincnt  on  eu  déduit  la  solution  de  tous  les  cas  que  peuvent  pré- 
senter les  triangles  sphériques.  Lea^angles  seront  toujours  dési- 
gnés par  A,  B,  C ; et  les  côtés  opposés,  par  a,  b,  c.  * 

Soit  O (fig.  26)  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  est  situé  le 
triangle  ABC  ; je  mène  les  rayons  OA,  OB,  OC  ; j'élève  sur  OA  les 
perpendiculaires  AD  et  AE , l’une  dans  le  plan  OAB  , l’autre  dans 
le  plan  OAC,  et  je  suppose  qu’elles  rencontrent  en  D et  E les  rayons 
OB  et  OC  prolongés.  L’angle  DAE  est  égal  à l’angle  A du  triangle 
sphérique;  et,  en  prenant  OA  pour  unité,  on  aura  AD=tangc, 
OD=  séCyC,  AEr=  tang  A,  OE  =■  séc  A. 

Cela  posé,  les  triangles  DAE,  DOE,  donnent  (66) 

AD* + AE’ — 2 AD.  AE.  cos  A=DE*j 

üîT’-f-ÔË*  — 20D.OE.cosa=DË’.  ' 

De  la  deuxième  égalité  retranchons  la  première,  remarquons  que 
OD’  — AI)’  = OE* — AE’  =1,  remplaçons  les  lignes  par  leurs 
désignations  trigonométriques,  et  divisons  par  2,  il  vient 

1 — séc  A séc e coso + tang  A tango  cos  A ■=  0 ; 


mais  séc  b : 


1 , , sm  A 1 sin  O ^ 

: — r,lang  A= — 7,  séc  c«=« — — , tangc=- s 

cos  A ® cosA’  cos  O “ coso 


donc  on  a 


d'où 

[i] 


1 


cos'o  _^sin  AsinccosA 


cos  A cosc^  cos  A cos  e 


cos  a = cos  A«os  o + sih  A sin  o cos  A. 


Telle  est  la  formtHe  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

9A.  Dans  la  figure  les  côtés  A et  o sont  moindres  que  90°,  mais 
il  est  facil^e  voir  que  la  formule  [1]  est  générale.  Supposons  que 
l’un  de  ces  côtés  surpasse  90”,  et  que  ce  soit , par  exemple , A 
ou  AC  (fig.  27)  : j’achève  les  demi-circonférences  CAC',  CBC',  et 
je  forme  ainsi  le  triangle  ABC',  dont  les  côtés  a'  et  A',  ou  BC' 
et  AC',  sont  suppléments  de  a et  A,  et  dont  l’angle  BAC'  est  sup- 
plément de  A.  Puisque  les  côtés  A'  etc  sont  moindres  que  90°,  la 
formule  [1]  s’applique  au  triangle  ABC',  cl  donne 


cas  rt' = cos  A'  cos  e siu  A'  sin  c cos  BAC'. 


(i2  PREHIÈBB  PARTIS. 

Or  a'  =-.  180"  — û,  b'  = 180'  - b,  BAC'  = 180—  A : en  subsliluam 
ces  valeurs,  et  changeant  les  signes  des  dcuxnienibrcs,on  retrouve 
la  formule  [I]  ; doucelleconmntaucasoù  l'on  a A >>90°. 

•Supposons  que  les  deux  c^*s  et  c surpassent  90*  (fig.  28):  v • 
je  prolonge  les  côtés  AB  et  AC  jusqu’à  leur  intersection  A',  et  je 
forme  le  triangle  BCA',  dans  lequel  l’angle  A'  est  égal  à A,  et  les 
côtés  b'  etc'  égaux  aux  suppléments  de  b et  c.  La  formule  [Ij, 
étant  appliquée  à ce  triangle , devra  avojr  lieu  en  y remplaçant, 
ô et  c par  180^  — ô et  180* — c:or  ces  substitutions  n'y  produisent 
aucun  changement. 

Enfin,  on  peut  vérifier  aussi  la  formule  dans  Je  cas  où  l’on  a 
fi  = 90°  et  c=90°,  ensemble  ou  isolément.  Mais  comme  ellecon- 
vient  à des  valeurs  aussi  voisines  qu’on  voudra  de  90*,  il  est  évi- 
dent qu’elle  doit  encore  subsister  daus  ces  cas  particuliers. 

95.  On  peut  appliquer  la  formule  [1]  à chacun  des  côtés  du 
triangle,  et  on  aura  ainsi  trois  équations,  au  moyen  desquelles  on 
ponrra  toujours  déterminer  trois  parties  quelconques  de  ce  trian- 
gle, quand  les  trois  autres  seront  connues.  Mais,  pour  la  pratique 
il  est  nécessaire  d’avoir  séparément  les  diverses  relations  qui 
existent  entre  quatre  parties  du  triangle , prises  de  toutes  les  ma- 
nières possibles.  Il  n’y  a en  tout  que  quatre  combinaisons  distinctes 
que  nous  allons  parcourir  successivement. 

96.  1“  Relation  entre  let  trois  côtés  et  un'angle.  C’est  l’équa'^ 
tiou  [1]  déjà  trouvée,  laquelle  en  produit  trois  par  la  permutation 
des  lettres,  savoir  ; 

[1^  cosa  = cosôcosc-)-sinôsinccosA,  , - 

[2]  cosô  =JCOsacose-l-sinasin.cçosB, 

[3]  oosoaccosaûosô-f-sinasin^cosC. 

97.  2°  Relation  entre  deux  côtes  et  les  deux  angler  opposés. 

Pour  avoir  celle  qui  répond  à la  combinaison  a,  ô,  A,  B,  if  faut 
éliminer  c entre  [1]  et  [2].  Le  moyen  qui  se  présente  d^ord,  c’est 
d’en  tirer  les  valeurs  de  sine  et  cos  c,  puis  de  les  subsuiuer  dans 
l’équation  sin’  c cos'  c = 1 ; mais  le  calcul  suivant,  analogue  à 
celui  du  n°  68,  est  plus  simple.  ^ 

• L’équation  [1]  donne  d’abord  ' 

. cos  a — cos  ô cos  O 

COSAxs : — — . 

sin  o 810  0 

Par  suite,  on  a • • 
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• i'a  ’»  * '■<  (cosa—éofcé  C08  cV  • 

6in  A*=l — cos’A  = l — ~ 

• -_»  - . ‘ sin'0  8in‘o  , ; 

V ' (i  — • cot»  i^)  ( i — <îos*  c) — (c6»  a — cos  h çpg  g)» 

■ ' Ein’Agia>«- 

1 — cos*n^cos*fe  — r-os*  c+  îco5aco$fcco8  e 

siu'  sin*  e • ’ 

donc  ■ 

sinA  _ \/l— cos’a— co**&— cps’o+ScosacosAcoso 
sina~  I siu«sih6giae 

Il  n’y  a ici  aucune  ambiguité  dans  le  signe  dn  radical,  attendu 
que  les  angles  et  les  côtés  étant  moindres  que  180°,  leârs  sinus., 
sont  positifs.  Comme  le  second  membre  demeure  constant  quand 
on  change  A et  a en  B et  fi,  et  vice  vend,  ou  bien  en  C et  e,  et 
vice  vend,  on  conclut 
r,,  sinA  SinB  sinC 

[fil  . — — -r—y  ^ -r^  : 

. , . sin  a sin  fi sin  o ’ 

donc,  dânt  un  triangle  tph^iquef  leseinue  d*t  anglt*  tmt 
entre  eux  comme  let  tinue  de*  côtés  opposés. 

98.  3“  Relation  entre  dexfxmôtés,  f angle  qu'il*  convpfennenty 
et  r angle  opposé  à F un  d'eux.  Considérons  la  combinaison 
a,  fi,  A,  C.  Eliminons  d’abord  cos  c entra  [1]  et  [3],  il  vient 

cos  a = cos  O cos*  fi + cos  fi  sin  a sin  fi  cos  C + sin  fi  sin  c cos  A.  ‘ , 

En  transposant  cosacos*fi,  observant  que  cos« — cosa  cos*fi==« 
cosa  sio*  fi,  et  divisant  tout  par  sin  fi  sin  d,.on  trouve  , 

cosa  sin  fi  , • />  i sinoCosA  „ . ' 

»cosficosC  + 


sin  a 


siqa- 


Mais 


sin  0 


sinC) 


-v-i;  par  suite  on^a,  pour  la  relation  cberchée, 
sina  sinAi  • » *-  > 

f 9 

cot  O sin  fi = cos  fi  COS  C + sin  C cot  A. 

On  peut  y faire  différentes  permutations  entre  les  lettres,  et  on  - 
obtient  en  tout  six  équations,  savoir:'  - 

[5]  -.  cot|o8iufi=*cosficosC  + sinCcotA, 

[6]  ■ . col  fi  sin  a cos  a cos  C + sinC  eut  B, 

[7]  ' . . coto8inc  = cosecosB-J-sinBcotA, 

[81  cote  sinassïCosocosB  4-sinBcoiC, 

[9]  uol fi  sin  0= cosa  COS  A 4*  sin  A cot  B, 

[JO]  cote  sinfiacosficosA+sinAcotC; 
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99.  U*  Relation  entre  un  côté  et  le*  iroù  é^let.  C’est  la  der- 
Bière  qui  reste  à chercher.  Eliminons  et  e entre  les  équations 
[L]r  [^]i  [3]-  ^ mettons  d’abord  dans  la  1”  la  valeur  de 

cos  c,  tirée  de  la  3°  { il  vient,  comme  ci-dessus, 


cosasinÂ  , ^ , sinocosA 

^cosocosC- 


sina 


sinq 


et  cette  relation,  au  moyeu  des  égalités 

sin  b sin  B sin  c sin  C 

=-: — i et  — r-,  ' • . 

sin  a sin  A sin  a sin  A ’ 

se  change  facilement  en  celle-ci  : ’ 

cos  a sin  B=acosh  sin  A cosC  + eos  A sin  C. 

En  effectuant  les  mêmes  calculs  sur  l’équation  [2] , ou  mieux , en 

changeant,  dans  la  dernière,  a et  A en  et  B,  et  vice  vertà,  on  a 

coSi&sinA  = cosasinBcosC-)-cûsB8inC.  * 

Il  n’y  a donc  plus  qu’à  éliminer  cos  Centre  les  deux  équations  pré- 
cédentes. On  trouve  ainsi , après  toutes  réductions , la  relation 
cherchée  entre  A,  B,  C et  a,  laquelTe,  étant  appliquée  aux  trois 
angles  successivement,  donne  les  trois  équations 

[11]  ' cosA= — cosBcosC-l-sinBsinCcosa,  . 

[12]  cosB= — cosAcosC-f-sinAsinÇcosA, 

[13]  cosC»> — cosAcosB-|-sinAsinBcostf. 

100.  L'analogie  de  ces  équations  avec  la  formule  fondamentale 
[1]  est  frappante  et  conduit  à une  conséquence  remarquable.  Ima- 
ginons un  triangle  sphérique  A|  B' C' dont  lescêtés  a',  è',c',  soient  , 
les  suppléments  des  angles'A,  B,  C : en  vertu  de  la  formule  [1]  on 
aura 

coso'  = cos  b'  cose'  + sin  b’  sin  e'  cos  A'  : 
or  sin  a'  = sin  A,  cos  a'  = — cos  A,  sin  à'  = sin  B,  etc.  ; donc 

/ ■ 

— cosA  = cosB  cosC-[-sinB  sinC  cosA'.  ‘ - ••.i  ^ 


On  tirerait  de  là,  pour  cos  A',  une  valeur  égal' 
traire  à celle  que  donne  [11]  pour  cosa; 
Semblablement,  b = 180“ — B'  et  o = 180“— 
tphérique  e'iant donné,  si  Von  en  forme  v 
soient  suppléments  des  angles 
côtés  du  premier  seront  les  t 


le  sign 


V. 
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Par  cette  raison,  le&deüx  triatigles  ^niàX^nmpplémentairegÿ 
On  a vu  en  géométrie  que  chacun  d’eux  peut  etre  décrit  en  pre- 
nant pour  pûles  les  trois  sommets  de  l’autre  ; c’est  d’après  teito 
propriété  que  chacun  des  deux  triangles  est  dit  le  polaire  dq 
l’autre. 

101.  Analogiee.de  Ndper.  Je  vais  encore  démontrer  les  pro’- 
portions,  qui  sont  connues  sous  le  nom  i'atialogiee  de  Ndper \ 
et  qu’on  emploie  pour  simplifier  quelques  cas  des  triangles  sphé- 
riques. . 

Les  équations  [1]  et  [2]  donnent  ’ ■ 

• cosfl — cosA  cosc  = sinisimccbsA, 
cosA — cosacoso=sinasin<?cosB. 

En  divisant  celles-ci  l’une  par  l’autre,  et  en  ayant  égard  à la  rela 
tion  sin  a I sin  A ; ; sin  A-:  sin  B,  il  vient  , ' 

cos  A — cos  a cos  o sin  A cos  B , 

cosa — cos  A cos  c sin  B cos  A ' • ■ 

Mettons  cette  égalité  sous  forme  de  proportion,  efcomparons  la 
différence  des  termes  de  chaque  rapport  avec  la  sôinme  des  mô- 
mes termes  : alors,  par  des  transforniatiojis  fticiles  à apercevoir^ 
on  trouve  - 

cos  A — cosa  1 -f-cose  _ sin  (.4  — B) 
cos  A cos  a ^ 1 — cose  sin  (A -f- B)  ’ 

Mais,  par  dès  formules  connues  (40,  37,  29),  on  a . 

cos  A cosa  ■ ,,  r , r ' ■' 

1 4-cos  e _ 


1 — cos  O taiigH  c ’ 


sin  (A-{-B)  *=  2 sin  ^ ( A -1- B)  cos  J (.4 -f  B)  , 
sin(A — B)  = 2sin|(A  — B)cos4(A  — B); 
substituons  donc  ces  valeurs,  et  il  viendra 
r-  , . r,  ,/  u\  sin^(.A-^B)cosi(i\.— B) 

(fl-  Olttug-ïCa — A)=.tang’-Jc-^ — -,  .—-7:.; 

' / • stU-i(A-t-B)cOS-i(A-l-B) 

Oc  . de  la  proportion  sin  a ‘ sin  A ; sin  A"  sin  B,  on 


■iii  A sin  A-|-sin  B . 
in  6~  sin  A--5in  B ’ 
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et  cette  équation  i^ut  être  transformée  en  cette  autre  (W,  39), 

. langi  (g  + ^)_  sin  f (A  + B) cos  |(A — B)  • 

ïaiigi(a — A)  cos  |(A+B)  sin  f (A — B)' 

Multiplions  d’abord  l’équation  [*]  par  cette  dernière,  ptiisdivi- 
sons-les  l’iioe  par  l’autre,  il  ne  restera  que  des  carrés.  Alors,  en 
extrayant  les  racines,  et  observant  qu’en  vertu  de  l’équation  [a], 
tang  I (a+‘^)  { (A+B)  doivent  être  de  même  signe^  il  vient 

m tangKa+i)=tang|e^J-^^-^-®]  • 

[15]  tang-Ka-*)=tangAc^j|^®]-.  • .• 

On  peut  appliquer  ces  formules  au  triangle  polaire;  et  pour 
cela  il  faut  y remplacer  a,  b,  c,  A,  B,  par  180“ — A,  180“ — B, 
180’— C,  180“ — a,  180“ — b : il  en  résulte 

[,6i  ^ + = 

[17]  \»gKA-B)=c„.icï;f|-<^|. 

Les  quatrp  formules  ci-dessus  sont,  sous  forme  d’égalités,  les  pro- 
portions ou  analogies  découvertes  par  Néper.  On  se  sert  des  deux 
premières  lorsqu’on  connaît  un  côté  avec  les  angles  qui  lui  sont 
adjacents  ; et  des  deux  dernières,  quand  on  connaît  deux  côtés  et 
l’angle  compris.  > 

102.  Relation»  entre  les  parties  d'un  triangle  sphe'rique 
rectangle.  Pour  avoir  les  formules  qui  conviennent  au  cas  parti- 
culier du  triangle  rectangle,  il  suflira  de  faire  A=90“  dans  celles 
des  relations,  trouvées  précédemment,  qui  contiennent  cet  angle. 
l)e  cette  manière,  on  trouve 


[«J. 

cos  a - 

= cos  b cos  c. 

n“ 

96 

[A] 

sin  b = 

= sin  fl  sin  B, 

sin  c = sinasinC, 

n“ 

97 

[c] 

tangi  = 

= tang  a cos  C, 

tangc=tangacosB, 

n” 

98 

[rf] 

tangè  = 

= sin  c tang  B, 

tangc  = sin4tangC, 

ibid. 

cos  B = 

= sin  C cos  i. 

cos  C = sin  B cos  o. 

n“ 

99 

m 

cos  O = 

= cotBcotC, 

ibid. 

En  tout  six  formules  distinctes  également  commodes  pour  le 
calcul  logarithmique.  La  première  donne  une  relation  entre 
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l’hypolénuse  et  les  deux  côtés  dp  l’angle  droit;  la  deuxième,  en- 
tre l'hypoténuse,  un  côté  et  l’aiigle  opposé  ; la  troisième,  entre 
l’hypoténuse,  un  côté  et  l’angle  adjacent;  la  quatrième,  entre  les 
deux  côtés  et  l’angle  opposé  à l’un  d’eux  ; la  cinquième,  entre  un 
côté  et  les  deux  angles  obliques;  enfin,  la  sixième,  entre  l'hypo- 
ténuse et  les  angles  obliques.  Ainsi  deux  quelconques  des  cinq 
parties  étant  connues,  on  a une  formule  pour  déterminer  telle  au- 
tre partie  qu’on  voudra.  • ' 

103.  Certaines  propriétés  des  triangles  rectangles  doivent  être 
remarquées  ici.  • 

1”  La  formule  [o]  exige  que  cos  a ait  le  signe  du  produit 
•eosicosc  : or,  pour  cela,  il  faut  que  les  trois  cosinus  soient  po- 
sitifs, on  qu'un  seul  iç  soit.  Donc,  rfaw*  un  triangle  sphérique 
rectangle,  les  trois  côtés  sont  moindres  que  90°;  ou  bien  deux 
des^ôtés  sont  plus  grands  que  90®,  et  le  troisième  est  moindre. 

2°  Les  formules  [_d]  montrent  que  tangô  a le  môme  signe  que 
tang  B,  et  tange  le  mêmesigne  que  tangC.  Donc  chaque  côté  de 
l’angle  droit  est  detnéme  espèce  que  Tangle  opposé  : c’est  à 
dire  que  l'angle  et  le  côté  iont  tons  deux  moindres  que  90°  ou 
tous  deux  plus  grands . 

Résolulion  des  triangles  sphériques  rectangles.  ^ 


lOô.  Un  triangle  si>hérique  peut  ôfre  bl-rectangle  et  même  tri- 
rectangle,  c’est  à dire  que  deiiN  dé  ses  angles  peuvent  être  droits, 
et  même  tous  les  trois.  Dans  le  dernier  cas,  les  trois  côtés  sont  des 
quadrants.  Dans  l’autre,  les  côtés  opposés  aux  deux  angles  droits 
sont  aussi  des  quadrants  ; et  le  troisième  angle  ayant  pour  mesura 
le  troisième  côté,  doit  être  exprimé  par  le  même  nombre  de  degrés 
que  ce  côté.  Ainsi,  ces  deux  cas  ne  donnant  lieu  à aucune  ques- 
tion , je  parlerai  seulement  du  triangle  sphérique  qui  ne  renferme 
qu’un  angle  droit.  Pour  le  déterminer,  il  sulTit  de  connaître  deux 
des  cinq  autres  parties,  ce  qui  fera  six  cas  à considérer. 

105.  Premier  ças.  Etant  donnés  f hypoténuse  a et  uncôte'b, 
trouver  c.  B,  C. 

11  fant  recourir  aux  relations  [<t],  [ô],  [c],  lesquelles  donnent 


cos  e 


cos  O 
eus  i 


sin  B = 


sin  b 
sin  a 


f 


cos  c = 


tang  b 
tanga  ’ 


Di: 


■ 
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Comme  il 's’agit  ici  d’arcs  et  d'angles  ijui  ne  peuvent  surpasser 
I80“,et comme  danscette limite,  il  n’y  aqu’unseularc  qui  réponde 
à un  cosinus  donné,  il  s’ensuit  que  c eiC  sont  déterminés  sans  au- 
cune ambiguité.  Quant  à l’angle  B,  comme  il  est  connu  par  son 
sinus,  il  semble  qu’on  puisse  le  prendre  indifféremment  aigu  ou 
obtus  ; mais,  d’après  les  remarques  du  n°  103,  il  doit  être  de  même 
espèce  que  le  côté  donné  h.  , 

106.  Deuxième  cas.  Êlanf  donnée  le»  deux  côtés  b et  c,  de 
T angle  droit,  trouver  Vhypoténuee  a et  les  angles  B,  C. 

Par  les  relations  [a]  et  [</J  on  a 

cos  a = cos  cos  c,  tangBs»^^—-,  tangCs=*-^^^^ 

. sin  c ’ ■ sinA 


et  il  est  clair  qu^il  n’y  a ici  aucune  ambiguité.  ^ 

107.  Troisième  cas.  Étant  donne»  thypoténuse  a et  un 

a7jgle  B,lrouverh,  Cf  O,  ^ 

Des  relations  [A],  [c],  [/■],  tirez 

. ' sinA3=sinasin  B,tangc  = tanga^sB,  cotC=cosatangB  : 

c et  C seront  déterminés  sans  ambiguité,  elle  côté  b devra  être  de 
même  espèce  que  B (103). 

108.  QcatAème  cas.  Étant  donnés  le  côté  b de  Vangle  droit, 
ainsi  que  l’angle  opposé  B,  trouvera,  C,C.  • 

Au  moyen  des  relations  [A],  [d],  [e],  on  a ‘ 


sin  a= 


sin  A 
sin  B’ 


sin  c 


long  A 
tang  B 


sin  C = 


cos  B 
Cüs  b ’ 


il  y a ici  ambiguité  à cause  des  sinus,  et  ilestfaciledevoirqu’elle 
doit  véritablement  exister.  En  effet,  si  le  triangle  B.\C  (flg.  29), 
reclpngle  en  À,  satisfait  à la  question,  prolongez  B.A  etBCÿiisqu'à 
leur  intersection  D,  puis  prenez  DA'=BA  et  DC'=BC,  les  trian- 
gles BAC,  DA'C',  seront  égaux  dans  toutes  leurs  parties,  donc 
l’angle  A’  est  droit,  et  C'A'  = CA=A.  Ainsi  le  triangle  BA'C'  est 
rectangle  et  contientaussi  lesdeuxpartiesdonnées  BeiA.  On  peut 
donc  prendre  à volonté  o<C90°  ou  «>90”;  mais  quand  le  choix 
sera  fait,  l’espèce  de  c sera  donnée  par  la  relation  oos  o= 
CÜS  A cüsè,  et  cette  espèce  sera  aussi  celle  de  C. 

Il  n’y  a plus  qu’un  seul  triangle,  lequel  est  bi-rectaugle,  quand 
i=B.  H n’y  a plus  de  triangle, si  l’on  a sin  A>sin  B. 
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109.  CiNQUiÈjifc  cks.  Etant  donné  un  rôle  b de  l’ttmjle  droit 
avec  i’a7igie  adjacente,  trouver  a,  c,  \j. 

Des  relaiioiis  [f],  [rf],  [e],*on  lire  . ' ' . ' 


taQ"  0 


=sin  b tangC, 


cos  B = cos  A si  11  C. 


Par  là  oh  connaîira  a,  c,  B,  sans  aucune  ambiguité. 

110;  SixiÈME^fiAS.  Etant  donnés  les  deux  angles  obliques  Bel 
C,  trouver  a,  b,  c.  . . * 

Les  équations  [f^  et  [e]  donnent 


. D . r-  / cos  B 
eos  a = cot  B col  C , co&b  = - — -, 

SIQ  C 


cos  c = 


eus  C 
sin  B’ 


Ces  valeurs  ne  laissent  aucune  ambiguité  ; et  si  le  triangle  .est  im- 
possible, elles  eu  avertiront. 

111.  Remarque.  Plusieurs  cas  se  ramènent  au  irianglereclangle. 

1”  Si  dans  un  triangle  sphérique  on  donne  trois  paélios  parmi 
lesquelles  il  y uit  un  côté  égal  à 90“,  l’angle  correspondant,  dans 
le  triangle  polaire,  sera  droit.  Déplus  qu  connaiira  deux  des  ciiu| 
autres  éléments  de  ce  triangle;  donc  on  pourra  le  résoudre  parce 
qui  a été  dit  plus  haut  : or,  il  est  évident  queJa  résolution  de  ce 
triangle  fera  trouver  le  premier. 

2°  Quand  un  triangle  est  isoscèle,  les  deux  côtés  égaux  ne  sont 
comptés  que  pour  un  seul  élément,  les  angles  qui  leur  sont  oppo- 
sés, aussi  gour  un  seul  ; «t  alors  il  suffit  de  deux  éléments  pour 
déterminer  le  triangle.  Or,  en  menant  nn  arc  de  grand  cercle  du 
sommet  au  milieu  de  la  base,  on  le  décompose  en  deitx  triangles 
rectangles,  égaux  dans  toutes  leurs  parties,  et  dans  chacun  des- 
quelson  connaîtra  deux  éléments, outrcl’anglcdroit;donc  les  tri- 
angles isoscèles  peuvent  se  résoudre  parles  triangles  rectangles. 

3”  Soit  un  triangle  sphérique  ABC  (fig.  30)  dans  lequel  on  a 
o+i=180°.  En  prolongeant  a et  c jusqu’à’leur  intersection  D, 
on  aura  0+00^180°  ; donc  CD=A.  Or,  chaque  élément  connu  du 
triangle  ABC  en  fait  connaître  un  dans  le  triangle  isoscèle  ACD,et 
vice  versà;  donc  la  résolution  d’un  triangle  dans  lequel  la  somme 
de  deux  côté»  est  égale  à 180"  revient  à celle  d’un  triangle  isos- 
cèle, et  par  suite  à celle  d’un  triangle  rectangle. 

h"  La  même  chose  peut  se  dire  d’un  triangle  sphérique  dans 
lequel  deux  angles  sont  suppléments  l’un  del’autre;  caron  ne  peut 
pas  avoir  m 4- i =3  180*  sans  avoir  en  même  temps  A B = 180°, 


4 
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et  vice  versa.  En  effet,  dans  le  triangle  isoscèle  ACD , l'angle 
CAD  = D = B : or  CAD  + CAB  = 180®;  donc  aussi,  dans  le  irian- 
* gle  ABC,  on  doit  avoir  A+B  = 180°. 

Késoluüoa  des  triangles  sphériques  quelconques. 

112.  Premier  cas.  Etant  doimés  les  trois  côtés  a,  b,  c,  <rou- 
ver  les  angles  C.  , ' 

« Pour  avoir  A,  par  exemple,  de  l’équation  [1]  i?  96  on  lire 

cos  « — cos  b cos  c 

cos  A = : — T— ; 

siü  t»  sin  c 

maison  obtient  une  expression  mieux  appropriée  aux  logarillinies 
en  cherchant  sin-i-A,  cos  jA,  ou  langf  A.’conimc  on  l’a  fait  pour 
- les  triangles  rectilignes.  Prenons  donc  (31)  b formule  2 sin’j  A 
=1— cosA,  et  mcitons-y  la  valeur  de  cos  A : on  trouve 

cos  g— cos  h cosc  cos  b cos  c-|-siR  ^ sin  c— cos  a 


■2  sin*iA=l- 


sin  b sin  c 


, . sin  b sin  c 

cos{b—^ — cos  a 
sin  siu  e 


Dans  la  formule  connue  cos  7 — cos;j=2sin^  (p-f<?)sinï(p— 7), 
faisons  p = «et  7 = A — c:il  vient  cos  {b  — c) — cos«  = 
2sin  — c)  sin’(a  — A + e);  donc 


sin  - 


/sin  \{a-\-b  — c)  sin  ^(ja—b-\-c) 
' V sin  b sin  c • 


Pour  abréger,  posons  a+A-fc=2#,  on  aura  a+i— c=2  (# — c), 
(L — A+c=2  («— A)  ; et  par  suite  la  formule  précédente  devient 


sin  A 


,_V  / sin Is — A) sin  (.< — c) 
V sin  b sia  c 


r,  . i*A  \ /sin# Sin  (s— rt) 

’ ’ V SU)  b sin  cj 

. , . A /sin [s — A)sinf« — c) 

etparsuile,  tangfA=\/  — — /-? 

‘ » 02  y , sin .V sui (#  — a 

, 113.  Deuxième  cas.  Etant  donnés  deux  côtés  a c#  b avec 
r angle  A opposé  à l’un  d'eux,  trouver  c,  B,  C. 

On  obtient  d’abord  l’angle  B,  opposé  à b,  par  la  proportion 

sin  A sin  h 


siii  a ; sin  b\  ;sin  A i sin  B,  d’où  sin  B = 


sin  U 


Digitized  by  Google 


THIGONOUÉTHIE.  71 

.Ensuite,  le  mieux  sera  de  déterminer  c et  G psir  les  analogies 
de  Népeb  (101),  lesquelles  donnent 

c.l?C  = .aagUA-B)ï^g±|) 

L’élément  B étant  déterminé  par  son  sinus,  cet  angle  peut  être 
■aigu  ou  obtus.  Cependant,  pour  certaines' valeurs  des  données 
fl,  hi  A,  il  n’exislc  qu’nu  seul  triangle.  Nous  reviendrons  dans  un 
article  à part  (118)  sur  cette  discussion,  analogue  à celle  qui  a été , 
faite  sur  le  second  cas  des  triangles  rectilignes  (75).  ' 

On  peut  aussi  trouver  G directement  par  l'équation^]  n®  98,  ^ 

cot  A sinC+cos^cosC  = cota  sin  A. 

A cet  elTet,  Séterntinons  d’abord  un  angle  auxiliaire  <p  en  posant 
cot  A=  cos  A cot  7,  d’où 

col  A 


li 


coty  = -i, 

cos  A ’ 

dans  l’équation  [5]  substituons  la  valeur  cot  A=*cosA  cot  f s 
cos? 


sin  <f 


. Cette  équation  devient  cos  A (sin  G cos  f + G sin  ?) 


= cot  a sin  A sin  7,  et  alors  on  en  lire  fffcilemeut 


sin(G  + ?): 


tang  A sin  <f 
aiig  a ' 


donc  on  connaîtra  G-}-,?.  Soit  C + 7=»»>  on  aura  C = m — 7. 

Après  avoir  trouvé  G,  on  obtient  le  côté  c par  la  proportion 
sin  A ; sin  G r sin  sine.  Mais  si  l’on  veut  calculer  c directe- 
ment, il  faut  recourir  à l’équation  [1]  du  n°  96,  ' ' 

cos  A cos  c-|- cos  A sin  A sine  = cos  fl. 

On  réduit , comme  plus  haut , H premier  membre  à un  seul 
terme,  au  moyen  d’un  angle  auxiliaire  7,  eu  posant  cos  A sin  A = 
cos  A cot?,  d’où  . 

cot7  = cosAtangA. 

Par  suite  , l’équation  devient  cos  A (sin  7 cos  e -}-  cos  7 sin  c)  =» 
cosasiu?,  ou 

_ cos  fl  sin  7 


sin  (e  -f-  7)  : 


cos  A 


donc,  après  avoir  calculé  7,  on  aura  facilement  e 


Digitized  by  Google 


72  PHEUlÈKi;  PARTIE." 

lli.  Troisième  cas.  Etant  donnés  ^de\ix  côtés  et  b,  avec 
'l'angle  compris  Cf  trouver  k,  b,  c. 

Les  forriiules  [5]  et  [6]  du  n'  98  donnent,  pour  A et  B, 

col  n sin  6 — cos  b cos  6 


■ cot  A: 


cot  B = 


siu  C . 

col  i sin  fl  — cosfl  cos  G 
fin  C 


En  employant  des  angles  auxiliaires,  il  est  facile  de  rcduiiæ  chaque 
numérateur  à -un  monorne.  Mais  il  est  plus  simple  de  recourir 
aux  analogies  de  Népf.r  (101), 

iang{(A+B)  = coi|C— 

” * ^ ’ cosK«  + *) 

ï.N  , „sinT  (fl  — fc'l  • 
tang  J (A  B)  - col  1 

Elles  font  connaître  4(A+B)  et  i(A — B),  cl  par  suite  A et  B. 

Une  fois  ces  angles  trouvés,  on  obtient  c parla  proportion 
sinA  ; sinC,’!sin«  Isinc.  Mais  si  l’on  veut  avoir  c dirccienicnl, 
OB  prendra  (96)  la  formule.  * 

' , cose  = cosacosA  + sin  flsiiiAcosC, 

dans  laquelle  on  fera  sin  b cos  C y=  =cos  b cot  y.  Alors 


sin  <f 


il  viendra,  sans  auçune  ambiguité. 


cot  y = tang  fi  cos  C,  cos  c== 


cos  fi  sin  (a-|-y) 
siu  y 


115,  Quatrième -CAS.  Etant  donnés  deux  angles  k etb  avec 
le  ■côté  adjacent  Cf  trouver  ZfbfC.  ' 

On  peut  trouver  a et  fi  par  les  formules  [7]  et  [9]  du  n*  98, 

^ cot  A ^ B-f- cos  Beos  c 


cot  a- 


coi  fi: 


sin  c 

cos  B sin  A-f-cos  A cos  e 
’ sine 

et  mieux  encore  parles  analogies  de  Néper, 

cos  -}  (A— B) 


tangK«  + *)  = ’“'’Sie 


cos|(A  + B)’ 
sinj  (jA  — B)  . 
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Ensuite  on  a C par  la  proportion  sin  a\  sin  c ; : sio  A ‘ sinC.  Si 
on  veut  avoir  G directement,  on  prendra  (99)  la  formule 

, ^ cos  C=:  sin  A sin  B cos  c — cosAcosB, 

bn'posera  sinBcosc  = cosBcotf,  et  il  viendra 

^ cos  B sin  (A—?)' 


col  î=tang  B co’s  e, , cos  < 


sin  f. 


Ce  cas  est  analogue  au  troisième,  et  n’offre  aucune  ambiguité. 

116.^irqoibue  cjls. 'Etant  donné»  deux  angles  K et  h avec 
le  côté  a oppose  à l'un  d’eux,  trouver  , b,  c.  G» , 

Ce  cas  est  tout  à fait  analogue  au  secoud,  il  sc  traite  de  même 
et  présente  les  mêmes  ambiguités.'  ' 

On  déduit  b de  la  proportion  sin  A ; sin  B ; I sin  n ; sin  b;  et  ou 
trouve  c fet  Gpàr  tes  formules  déjà  employées  (113), 

. I sin  J (A  "I-  B) 


cot5G=t,angî(A — B) 


sin|(a-f*'^) 


sîni(a  — 6)‘* 
I^e  côté  c s’dbtienl  aussi  par  l’équation  [7]  du  n"  98, 
coiosinc—  cosBqosc=cotAsin  B, 
dans  laquelle  on  faitcota=cosBcotÿ  : par  là  il  vient 
col  O . ^ tangB  siny 


col?; 


’cûsB’ 


sin  — 


langA 


Enfin  , on  peut  aussi  connaître  G en  posant  sinalsinc;: 
sin  A * sin  C J ou  bien  (99)  au  moyen  de  l’équation 

cos  a sin  B sin  G — coÿB  cosC=cosA. 

On  réduit  d’abord  le  premier  membre  à un  monome,*en  posant 
eus  a sin  B = cos  B cot?;  et  il  en  résulte  , • 

_ . \ cos  A sin? 

C0tf  = cosotangB,  8in(C— ?)^— -g-^.  . . 

Ces  valeurs  déterminent  ?,  C —if,  et  par  suite  l’angle  C. 

117.  SixiÈHE  ET  DERRiER  CAS.  Etant  donnés  les  trois  angles 
A,  B,  C, /rowuw  fo»  cd/M  a,  b,  c. 

Ce  ces  se  résout  par  des  cekstils  semblables  à ceux  du  premier. 


PAEMIÈBK  PARTIE. 

Par  exemple,  pour  avoir  a,  on  se  sert  de  l’équation  [11],  n®  99 
laquelle  donne  d’abord  ■ ’ 


cos  a = c°sA  + cos  BcosC 

siuBsinC  ' * 

Bnsuke  ^ par  les  transfomiaiions  employées  dans  le  cas  ciié , 
on  irouve  les  expressions  de  sinia,  cos  [a,  langia,  lesquelles 
sont  plus  commodes  pour  le  calcul  logariibmique.  En  posant 
A-fB+C=  180°+ 2S,  ces  expressions  sont 


siu>=\/5iil^ii'l(A:zS_) 

Y . sinBsiuC  ’ -■ 


cos|-a 


=1  /sin(B— S)sinrC— S’) 
y . sinBsinG 


Si  les  dois  derniers  cas  ont  unt^si  fraude  analogie  avec  les  trois 
preilliers,  c’est  qu’en  effet  ils  peuvent  s’y  ramener  par  les  proprié- 
tés du  triangle  polaire  (100). 


Sur  les  c><  douteux  dn  trian|loi  tphériquei.  ^ , 

118.  Les  seuls  cas  dans  lesquels  U y ait  incertitude  sur  l’espèce 
des  éléments  inconnus  sont  le  second  et  le  cinquième.  Je  me  pro- 
pose, dans  cet  article,  de  rechei  cber  à quels  symptômes  on  re- 
connaîtm  qu’ibdait  y avoir  deux  solutions  ou  une  seule,  ou  même 
que  le  triangle  est  impossible.;  et  pour  cela.je  vais  établir  d’abord 
plusieurs  propositions  sur  lesquelles  je  m’appûierai. 

Considérons  sur  une  sphère  un  demi-cercle  DCD’  (fig.  31) 
perpendiculaire  à un  cercle  entier  DHL',  prenons  CD  <90°,  et 
menons Jes  arcs  de  grand  cercle  CB,  CB',  CH......  du  point 

C^x  différents  points  de  la  circonférence  DHL'.  Prolongeons 
CEFd’une  quantité  égale  C'D , et  joignons  C'B.  Les  triangles 
CDB , C'DB  ont  un  angle  droit  compris  entre  côtés  égaux  ; 
doncCB  = C'B.  ür  jm  a CDC'<CB+BC' ; donc  CD < CB.  Donc 
1 laro  CD  est  le  petit  qu’on  puisse  mener,  du  point  C à 
la  circonfe'retice  DIID';  et  par  suite  CD'  est  le  plus  grand. 

Soit  DB'  = DB,  : les  triangles  CDB,  CDB'  ont  aussi  un  angle 
droit  compris  entre  côtés  égaux;  donc  CB'=CB.Donc  a”  les 
arcs  obliques  également  éloignés  de  CDom  rfeCD',  sontégavx- 
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Enfin  soit  DH>  DB  : menons  G'H,  et  prolongeons  CB  jusqu’à 
sa  rencontre  I avec  C'H.  Puisque  l’arc  CC'  esumoindre  qu’un 
demi-cercle  , il  doit  être  rencontre  par  le  prolongement  de 
CB,  au  delà  du  point  C',  ce  qui  exige  que  l’intersection  1 se 
fasse  entre  H et  C'.  On  a donc  C'B<C'I -j- IB , et  par  suite 
C‘B-}-BC<C'I-I-IC.  Mais  on  a 1C<III-I-11C,  et  par  suite 
C'I-HC'<C'II-^IIC;  donc  à plus  forte  raison,  C'B-}-BC< 
C'II  + HC.  Or  C'B=BCet  C'H  = lIC^donc  on  a BC<HC.  Donc 
3”  les  arcs  obliques  sont  d'autant  plus  grands  qu’ils  s’e'cartent- 
davantage  de  CD.,  ou  qu’ils  se  rapprochent  davantage  de  CD'. 

119.  Maintenant  supposons  qu’on  veuille  construire  un  triangle 
sphérique  avec  deux  côtés  donnés  a,  b,  et  l’angle  A opposé  à a. 

D’abord  je  remarquerai  que  certains  cas  d’impossibilité  sont  in- 
diqués par  le  calcul  même.  Pour  les  faire  connaître,  je  fais  (tig.  32 
et  33)  l’angle  CiVB=A  et  AC— A,  je  prolonge  AC,  AB,  jusqu’à 
leur  intersection  E,  puis  j’abaisse. CD  perpendiculaire  sur  AE. 
L’arc  CD  doit  êtrç  de  même  espèce  que  l’angle  A (103);  donc, 
lorsque  A est  aigu',  CD  est  la  plus  courte  distance  du  point  C à la 
demi-circonférence  AE,  et  c’est  la  plus  grande  lorsque  l est  obtus 
(118,  1”).  Dans  la  première  hypothèse,  le  triangle  sera  impossible 
si  l’on  4a<CCD,  cequi  donne  sin  a <C  sin  CD  ; et  dans  la  seconde 
|il  sera  ^impossible  si  l’on  a a)>CD,  ce  qui  donne  encore  siha< 
^iû  CD.  Or,  dans  le  triangle  rectangle  AGD,  on  a 

1 ; sin  A ; : sin  a T sinCD=sinisîn  A; 
donc,  dans  les  deux  hypothèses,  en  aurait  sina<^sin£sinA.D’un 
autre  côté,  quand  un  cherche  l’angle  B du  triangle  inconnu  ACB, 
on  a 

O sin  ô sin  A 

sinaIsinA:;sinoIsinB= r ; 

sin  O 

donc  cette  valeur  de  sin  B serai  t )>  1 , ce  qui  indiqué  une  impossi- 
bilité évidente.  - . , 

Si  l’on  donnait  o=CD,  il  n’y  aurait  que  le  seul  triangle^ ret'- 
tangle  ACD  qui  fût  possible;  et  c’est  ce  qu’indique  encore  la  va- 
leur de  sin  B,  laquelle  devient  sin  B = 1.  Il  est  sous-entendu  que 
l’angle  A n’est  pas  égal  à 90°. 

120,  Laissant  donc  ces  cas  de  côté,' examinons  les  différentes  re- 
lations de  grandeur  que  peuvent  présenter  les  données  a,  b,  A. 

Soit  A<,90“  et  è<90“  (fig.  32).  Tuisque  A et  ô sont  <90% 
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AD  est  aussi  <90®  (103)  ; donc  AD<DE.  Cela  posé,  si  l’on  a 
en  ou(re  a<^,  il  èsi  clair  qu’on  peiil  placer  entre  CA  éi  CD  un 
arc  CBj=a,'et  que  de  l’autre  côté,  entre  CD  et  CE,. on  peut  en 
^ placer  un  autre  CB'=CB=o  : c’est  à dire  qu'il  existe  deux  trian- 
gles ACB  el'ACB'i  construits  avec  les  mêmes  données  a,  b,  A. 
• Lorsque  a=A,  le  triangle  ACB  disparaît,' et  il  ne  reste  que  ACB', 
Quand  on  a a-f-i=180®ôu  « + A)>  180®,  le  point  B' vient  en-E 
ou  passe  au  delà,  et  alors  il  n’y  a plus  de  triangle. 

ün  discute  de  la  niêmeliianière  le?  autres  hypothèses.  Les  ré- 
sultats sont  tous  compris  dans  le  tableau  suivant.  Le  sigiie)j>  veut 
dire  égal  à ou  plut  grand  que;  < signifie/ÿa/à  ou  moindre  que. 

!a<ib  deux  solutions. 

une  solution,  * à sooins qn’on n'aît 
a-}- fi  180*  aucune.  a + 6^  180». 

Î a -f- fi  <180®  deux  solutions, 
rt-f- fi ):J>  180®  une  solution,  * moins  qu*on  n'ait 

' a'^b  aucune. 

( a*C.b  deux  solutions.  ,' 

( ■ a'^b  aucune.  . . , 


'fi  <90® 


A>90® 


fi>90® 
fi  = 90“ 


a -f- fi  >180“  deux  solutions. 
® 180°  une  solution, 

o<fi  aucune.  . •’ 

1o>fi  deux  solutions. 

a<Kfi.  une  solution, 

O -t- fi  < 180®  aucune, 
j a>fi  deux  solutions. 

I a<t(fi  autune. 


‘ ■ •# 

' à moms  qu’on  n’ait  ' 


9 moins  qu'on  n'ait 
a+é<180». 


A=90®' 


a>fi  une  solution, 
fi<90®{  a<tfi  • aucune. 

I a fi  > 180®  aucune. 

<l<  fi  ' une  solution, 
fi>90°{  «>fi  ' aucune.." 
io-f-fi<i(180*  aucune. 


à moins  qu’on  n’ait 
a+*>180». 


, à moins  qu'on  n’ait 
0 + i<ji^l80». 


fi^90*f  . ® 
\-  ( a 


:90°.  infinité  de  solations. 
<(<iu>  W*  aawnd*. 
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121.  La  propfiéié  cju  triangle  polaire  permet  d'âpplîquer  ce$ 
résultats  au  triangle  dans  lequel  ou  conuati  lés  éléments  A,  B,  a, 
ce  qui  est  le  cinquième  cas  (116).  Seulement  il  faut  avoir  soin  de 
changer  partoiitTi,  i,  A en  A,  B,  a,  le  signe  )>  en  < et  le4ign& 

< >•  ' - ' , . • \ 
Lorsque  les  données  tombent  dans  l’un  des  cas  où  l’on  ne  doit 
avoir  quiune  seule  solution,  le  calcul  ne  laisse  pas  que  d’en  indi- 
quer deux.  Mais,  pour  discerner  celle  qui  doit  être  conservée,  il 
suOlra  d’observer  que  les  pliis  grands  angles  doivent  être  opposéi 
aux  plus  grands  côtés,  et  réciproquement.  ^ 

Supposons  que  les  données  soient  A^lia”,  n=l02”,  i=106®. 
Dans  le  tableau  précédent,  parmi  les  cas  qui  correspondent  à 
' A>90“,  je  considère  ceux  où  l’on  a i&>90*,  ev parmi  ceux-ci  je 

remarque  celui  où  l’on  a a<^b.  J’observe  en  outre  qu’on  a 
o-f*j&  = 2Q^;  donc  a "'4-ù>180®.  Alors  je  conclus,  d’après  lè 
tableau,  c^P  n’y  a qu’une  solution  : et,  puisque  b est  )>a, 
l’angle  B est  >,  A,  doùc  ^ est  obtus.  ■ 

Application  de  la  trigonométrie  gpbériqutf.  • ^ 

Î22.  Exemple  I (lig.  34).  Réduire  un  angle  à l’horizon. 

Soit  BAC  un  augle  situé  dans  un  plan  incliné,  et  AD  la  ver- 
ticale qui  passe  au  sommet  A.  Menez  à volontéje  plan  borizontal 
MN  qui  rencontre  les'  lignes  AB,  AC,  AD,  en  E,  F,  G ; l’angle 
EGF esllaprvjeelion  horizontale  de  l’angle  BAC,  ou,  en  d’autres 
termes.  C’est  l’angle  BAG  réduit  à l’horizon.  C’est  cet  angle  EGF 
qu’il  s'agit  de  calculer,  en  supposant  connus  les  angles  BAC,  BAD, 
CAD,  qu’on  mesure  avec  l’instrumept.  > \ , 

La  solution  graphique' serait  aisée  : car  la  ligne  AG  étant  arbi- 
traire, on  aurait  les  données  suffisantes  pour  construire  d’abord 
les  triangles  rectangles  EAG  et  FAG,  puis  le  triangle  EAF,  puis 
enfin  le  triangle  EGF. 

Le  calcul  de  l’angle  EGF  est  également  facile.  Si  on  décrit  une 
sphèi'C  du  centre  A avec  un  rayonqueJconquc,  les  droites’ AB,  AC, 

AD,  déterminent  un  triangle  sphérique  BCDÎ  dont  les  côtés  sont 
connus  eh  degrés  au  moyeu  des  angles  donnés,  et  dont  Tangle 
BDC  n’est  nuire  que  l’angle  cherché  EGF.  C’est  donc'par  lé  pre- 
mier çasjdes  triauglcs  sphériques  quelconques  que  la  ciuestion 
sera  résolue  (lt'2),  c’est  à dire  qu’on  prendra  la  formule 
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sin  4- A 


PREMIÈRE  PARTIE. 

sin  (a — b)  sin'(A- 
siii  b sia  c 


=\/ 


'c) 


et  qu’on  fera  a=BAC,  6=BAD,  <?=Ç.\D,  a=ï  (o+A+c). 

So»nt  a = ur  Ub'  39",  A = 69“  Ü9'  19",  « = 80“  17'  36".  On 
aura  2s=197“  52' 34",  # = 98“  56'  17",  « — A = 29°  6"  58", 
S— c=18°  38'  41",  et  on  fera  le  calcul  suivant  : 


h.  sin  (s  — A)  . . 

' • • • 

) 9,G5il5.".2 

L.  sin  (s— c)  . . 

. . • >. 

• t » 

9,6017412 

L*.  sin  b.  » . . . 

P . . * . 

0,0275078 

L%  sin  c.  . . • • 

. . . 

. . . 

’ 0,0062623 

â L.  sin  i A.  . * . 

€ 

19,2256665 

J.,  sin  i A..  . , . . . . . ..  9,6128332 

iA  = 2i°12'27',9  _ ' ' 

■ . A==-»*24’  56*.  ' 


123.  Exemple  II  (fig.  35).  Etant  donnée»  les  lai^des  et  le» 
longitude»  de  deux  poiht»  du  globe,  trouver  la  distance  de  ce» 
deux  points. 

Soient  et  B les  deux  poinîâ.  Supposons  que  QR  soit  l’cqua-’ 
leur,  G le  pôle  boréal,  èt  CED,  CFD,  les  méridiens  des  points  A 
et  B.  Enfin,  supposons  encore  que  les  lonsjlludes  se  comptent  à 
partir  du  point  P dans  le  sens  PEF. 

La  différence  des  longitudes,,  PF — PE,  est  égale  à l’arc  EF 
ou  à l’angle  C compris  entre  les  deux  méridiens;  et  les  arcs 
AG,  BC,  sont  les  compléments  das  latitudes  données  AE , BF. 
Ainsi,  dans  le  triangle  sphérique  ABC,  on  connaît  l’angle  C avec 
les  côtés  qui  le  comprennent,  et  il  s’agit  da  calculer  le  troisième 
côté  AB  : or,  d’après  le  n°  114,  AB  ou  o est  déterminé  par  les 
formules  , > 

. V 

r r-  cosAsin(n  + *) 

coti?  = tang  A cosC,  cosc= — —, 

' " ’ siniy 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  demande  la  distance  de  Brest  à 
Cayenne.. Dans  l’annuaire  du  bureau  des  longitudes,  pour  1828, 
on  trouve  ^ ^ 

Long,  de  Brest  = 6°  49',  Lat.  = 48°  23' 14"; 

Long,  de  Cayenne  = 54°  35',  Lat.  = 4“  56'  15".  - 

Les  deux  longitudes  sont  occidentales,  et  comptées  à partir  du 
méridien  de  Paris;  les  deux  latitudes  sont  boréales. 
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En  conséquence  de  ccs  données,  on  trouvera  d’abord 
35'— 6°  h9'  = UT  U6', 

" . 0=90’— ù8°23'U"=t|l'’ 36' i6", 

^=90”—  4”  56' 15’'=  85“  3' 45". 

Après  quoi  on  cherche  c conime  il  suit  : 


Calcul  de  r.ailxiliaiTC 


!..  cos  C 

h.  tang  b “V 

L,  cot  jî.  , . 

f =7°  19’ 20 
a + s:='i8«56'12'. 


.1  9,8271671 

. 11,0635386 


Calcul  du  eâte  c. 


10,8910057 


. 8,9348408 

•’.i  9,8773621 
0,8913642 

L.cosc.  . 9,7067731 

c=59°23’54',38. 


L.  cos  5 . . . 

L.  sin  (a  + p)  . 
L'.  ain  f..,. 


Ainsi,  l’arc  qui  mesure  la  distance  entre  Brest,  et  Cayenne  est 
de  59“  23'  54", 38.  Pour  l’évaluer  en  myriamèires,  il  faut  se  rap- 
peler que  le  quart  du  méridien  terrestre  vaut  10  000  000  mètres, 
ou  1 000  myr.  Alors  pn  fera  la  proportion 

90“:S9“23'd4",38::  1 000  >;  ' . 
et,  en  réduisant  les  arcs  en  secondes,  on  trouvera 
213834,38X1000 


• 324000 


:659“J'%983; 


Celte  dernière  évaluation  eut  été  plu»  facile  si  l’arc  c eût  été 
exprimé  en  degrés  ceniésiraanx.  Par  exemple,  sPit  dans  cette  de* 
vision  un  arc  de  37“  45'  69’'  : en  le  rapportant  au  quadrant  il  sera 
exprimé  par;  f), 374569,  et  en  multipliant  ce  nombre  par  la  Va- 
leur du  quadraut  en  myriamèircs  on  trouve  sur  le  champ,  par  ' 
le  simple  déplacement  de  la  virgule,  374  “i";.,  569.' 

Je  ne  présenterai  point  ici  un  plus  grand  nombre  d’exemples  : 
les  applications  de  la  trigonométrie  doivent  être  étudiées  dans  les 
ouvrages  qui  leur  sont  spécialement  consacrés.  j ■ 
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DE  QUELQUES  FORMULES  Qtl  SERVENT  DANS  LES  MATHÉMATIQUES 
ÉLEVÉES,  développement. DU  SINUS  ET  DU  .COSINUS  EN  SÉRIES. 

..  résolution  de  l’Équation  binôme  et  de  l’équation  du 

S®  DEGRE.  ^ . • 

•/  ' . ’ .*•  . ■ • V 

Fortnul*  d*  Momï.  S«M  mulÜpU  qu'on  y d*U  «mirqu  V- 

124.  Celte  formule,  à laquelle  on  atiaché  le  nom  du  géomètre 

* français  qui  l’a  découverte,  est  la  suivante  : 

[AJ  = 

Elle  exprime  que,  pour  éleVer  le  binôme  cos  ?+ \/ — fsin?à 
une. puissance  quelconque'; il  suffit  de  multiplier  l’arc?  par  l’ex- 
■ posant  de  cette  puissance.  On  peuty  metg'e  indifféremment+ 

ôu  — devant  V/—1  : caç  cela  rev'ieni’à  changer  ? en  — ?.  . 

Le  cas  où' l’exposant* est  entier  positif  est  le  seul  dont  j’aurai 
besoin  dans  la  suite  ; c’est  celui  que  je'  vais  considérer  d’abord. 
Pac  la  multiplication  on  trouve  . • • ^ 

> (cos?+ V^sin  ?)' (cos 'j/ + V/— 1 sin 
cos  ? cos  sin?  siiV'J'  + \/  ^ (si?  t cos  + ços  ? sin.>J^).  • 

Or,  d’après  les  formules  connues  [58],  la  partie  réelle  de  ce  pro-  ^ 
duil^stégaleàcos(?+.^^),  et  la  partie  imaginaire  est  égale  à 
y/— 1 sin  (?+'4');  donc  - • ' / 

(cos  ? -i- V~  ~ 

cos  C? + 4')  + (?  *{■ 'J')' 

C’est  à dire  qu’en  multipliant  entre  elles  deux  expression»  de  la 
forme-cosf + \/— 1 obtient  encore  une  expression  sem- 

blable, danslaqofelle  les  deux  arcs  sont  ajoutés  entre  eux.  Pour 
multiplier  le  produit  par  un  nouveau  facleuT  tle  même  fornitr,  il 
suffira  donc  d’ajouter  encore  le  nouvel  arc  aux  deux- autres,  ej 

*. 
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üiasi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs.  Dune,  si  on 
suppose  qu’il  y ait  n facteurs,  tous  égaux  à cosf+V' — 1 siny, 
il  viendra  * . 

[1]  (cosf  + V — lsînf)’*=coswv+V/ — IsioM^. 
Considérons  le  cas  où  l’exposant  est  ù*actionnaire.  En  rempia- 

çant  9 par  -,  la  formule  [1]  donne 

« • 

^ ^cos? +»v/— Isin^^  =cos?-f-v/— Isinf. 

Puis,  en  extrayant  la  racine  et  en  mettant  un  exposant  frac- 
tionnaire au  lieu  d’un  radical,  la  formule  [A]  se  trouvera  démon 

irée  pour  l’exposant  ^ ; car  on  aura 

[2]  (cos?  + V'^^9inf)’‘=cos^-J- V'^sin^.  • 


n 


' En  général,  l’expression  kn  signifie  qu’on  doit  faire  la  pais- 
sance m de  Â et  extraire  ensuite  la  racine  du  résultat. 
En  conséquence,  si  j'élève  ço8f-|-V — 1 sinf  à la  puissance  m 
par  la  formule  [1],  et  si  enmiiie  j’extrais  la  racine  parla  for- 
mule [2],  il  viendra  ' 


[3]  ’ (üOèf-}-V'  — 1 sin  ÿ)  " = cos^-l-\/  — 1 sin  ^ 

C’est  la  formule  [A]  dans  laquelle  n est  changé  en  une  fraction 
positive  quelconque^.  • . ' ' ■ 

Enfin,  quand  l’exposant  est  négatif,  on  observe  que 
(coswf-j-V' — I sinffv)(cos«f— — lsiu  «f)  = 
sinSiÿ  = 1 ; 

et  delà  on  tire 


m<f 


i: 


cos  nf-|-Vj 


/jmà  sin  nf 

ou,,ce  quifi^mHPfehose,  #• 

[4],  ’ (cos^V — 1 9iri  ?)“"  = cos (—  ny)  -|- V — 1 sin( — tif). 

‘si 

Ainsi  la  formule  [A]  est  vraie,  quand  on  prend  pour  n un'  nombre 
quelconque  poshif  ou  iirgaiif.  > 

' G 


=cosnv’— V/ — 1 sin  «f. 
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J’al  laissé  de  côlé  les  cxposaïus  iiTairünu(:ls,ulleiiüu  qu’ils  n’uf- 
frcni  aucua  sens,  à moins  qu’on  neies  remplace  par  des  nombres 
comincusurables , qui  d’ailleurs  pcurent  eü  dilT^er  aussi  peu 
qu’on  voudra.  £l  quaiq  aux  exposants  imaginaires,  ils  ne  sont  eu 
eux-mêmes  susceptibles  d’aucune  inierpréiaiion. 

12S.  La  forikule  [A],  qui  est  si  simple  et  si  élégaule,  d un  dé- 
faut bien  grave  quand  l’expos|nt  est  une  fraction.  £q  effet,  lepre- 
mier  membre,  étant  alors  équivalcul.à  un  radical,  doit  avoir  plu- 
sieurs valeurs,  et  cependant  le  second  membre  n’en  présente 
qu’une  seule.  Les  explications  qui  suivent  ont  pour  objet  de  cor- 
riger cette  imperfection. 

Hevenons  à la  formule  [2],  dans  laquelle  n est  un  nombre  en- 
tier positif.  D’après  les  principesdo  l’algèbre,  le  premier  membre, 

qui  équivaut  à cos  1 sin  r,  doit  alors  avoir  n valeurs 

différentes  ; et,  pour  que  le  second  les  donne  toutes,  je  vais  mon- 
trer qu’il  suffît  d’y  remplacer  ? par  tous  les  arcs  qui  ont  même 
sinus  et  même  cosinus  que  f>  lui-même. 

L’expression  générale  de  ces  arcs  est^-f^C,  C désignant  la 
circonférence  entière,  et  A un  nombre  entier  quelconque  positif 
ou  négatif.  £n  mettant  ? -j-  A C au  lieu  de  y,  le  second  membre 
de  la  formule  [2]  devient 


[5] 


f -}-  A C . — — . f -J-  AC 

cos  - - +\/ — Isiu^-d 

n n ' 


et,  dans  cet  état,  j^o  dis  qu’il  a préciséoieut  les  mêmes  valeurs  que 
•le  premier  membre. 

D’abord,  puisque  n est  entieV,  il  est  clair,  en  vertu  de  la  for- 
mule [1],  qu’en  élevant_ce  second  membre  a la  puissance /t,  on 
retombe  sur  cos  f-hV — Isiny.  . 

En  second  lieu,  si  on  y fait  successivi^nt  A = 0,A=1,  A^=2,.... 
k=n — 1,  on  obtient  n valeurs  différentes.  Eu  effet,  soient  deux 
quelconques  de  ces  valeurs. 


cos^i^— -HV — 1 sin^i-^  et 
n n 


cos  i-d-t-  -f  V/— 1 sm  — 
n 


'4^ 

da^  lesquelles  « et  J3  sont  des  nombres  «Ctt^our  qu’elles 

lussent  égales,  il  faudrait  qu’il  y eût  séparément  4iPté  entre  les 
parties  léelles,  et  égalité  entre  les  parties  imaginaires  ; donc 

• 0 *4^  ûtC  « 

la  différence  des  deux  arcs'— — et ~~  devrait  être  égale 


Dif 


• '^83 

fl  «ne  Ml  |)IU8feHrS  cireonférrnees  v or  «eue  üitt^renee,  «si 

•i- — Ç4-  , jesl.moimli'e  que  C,  attendu  que  ael  p soiit<w. 

■ n ' . ■ . ■ • , 1*.  ^ 

' En  troisième  Heu,  si'  l’on  prend  pour  k d'autre»  uombrés  que 
. 0, 1,  1,  .du  ne  trouvei-a  point  de  nouvelles  valeurs.  En 

effet,  iou»le«auire^oiiilM'c»  uufitirSffiosilift  ouoégaüf»,  pqiivei(|p. 
se  reppésenler  par  K»  formule  «y+V,  y étant  un  nombre  entier 
quelconque  positif  on  négatif,'  èt  »'1in  nombre  entier  positif  <;«  : 
or)  en  faisant  A-^=::«ty..^M',r«xpressiott  [5]  devient  <■ 

• cps(^7C  + ’’-^— v/^sin(^yC4-^^ 

pu  bien,  eu.  supprin^l  les.cii;çoqférences  inutUç», 

C0SV'~— tfV-^lSm(^^— -rj;  . . _ 

et  comme  n'  est  un  nombr^  positif  <^n,  cette,  valeur  est  comprise 
parmi  celles  qu’on  oi  obtenues  eh  posant,  A=0, 1,  2,...h— l. 

Ainsi,  le  sfecond  membre  de  la  formule  [2j  acquerra  toute  la  gé- 
^péralîié  qu’il  doii.^a voir,,  si  ou  a soin  d’y  prendre!  pour  l’aqe  f , 
non  seulement  cet'arc  y lui-même,  mais  encore  les  arcs  f-j-C, 
f+2C,...f^(n — l)C.  , ' , , 

La  formule  [3]  doit  aussi  être  inierpréiéo  d’une  manière  ana-  • 
logue.  On  > l’a  trouvée  en  élevant  cos?-|-\/— 1 siny  à la  puis- 
sance m,  et  en^exirayant  la  racine  du  résultat.  Or  la  for- 
mule [1],  relative' cas  de  l'exposant  entier  positif,  donne 
d’abord'  (cos  y -f-X/ — lsinf)”=cos  — Isinmr;  et  en- 
suite, pour  la  racine  la  formule  [2]  donne  ^ • 


(cos  y-f-v'— 1 sin?>)  " = cos^p-f-\/— Isin  ^ 

Mais  pour  que  le  second  merabreaitlaméme  extension  que  le  pre- 
mier, il  faut,  d’après  ce  qu’on  vient  d'expliquer,  y mettre  imy-fArC 
pulieu  deyny,  ou,  ce  qui'est  la  même  chose,  y "remplacer  , 
successivement  parmy,  »»r4-C,  2C,...wif -f-  (« — 1)  C ('). 


m,<p 


(’)  C’est  pour  pins  de  concision  et  d’élégance  qu’on  laisse  l’arc-^^^^-danS  le  sa- 

♦ fl 

. y , - • 

coud  membre  de  h formule  (3)  : enr  l’mcactitnde  exigerait  qn’on  7 mit 

Par  là  on  voir  qu’il  faut  bien  se  garder  de  réduire  la  fraU'fon*^ 
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QimlqueA  explications  sont  encore  nécessaires  quand  on  veut 
employer  ta  formule  [3]  pourextraire  la  racine  n'"*  de  l’expression 
cosy  + V' — Isîny,  et  élever  ensuite  cette  racine  à la  puissance  m. 


Si  la  fraction  ^ est  irréductible , on  peut  se  servir  imuiédia- 
.^ement  de  la  formule  [3]  : car,  lorsque  les  nombres  métra  sont  pre- 

r îi  n _ m 

miers  entre  eux,  l’algèbre  démontre  que  V.V/A/  =V'A"=A". 


TiV 

Mais  si  la  fraction  — est  réductible,  et  que  sa  plus  simple  expres- 


ra 

sion  soit 2 , ou  démontre  que (\/a)  donc,  pour 

faire  usage  de  la  formule  [8] , il  faut  préalablement  y réduire  la 

...  7/1  > . «i  É«  . • • . 

fracliüii  — a ses  oioimires  ternies,  et  récrire  ainsi 
// 

£ * 

(cos^  + V/~ls*“'p)^=c«s— + V'-^siu^-  I 

q g I 

7/1 

Si  on  laissait  subsister  — dansla  formule,  le  premier  membre 

serait  équivalent  à un  radical  du  degré  w,  lequel  aurait  n valeurs 
différentes,  tandis  qu’il  ne  doit  y en  avoir  qu’un  nombre  égal  à q. 
11  est  d’ailleurs  inutile  d’avertir  qu’on  doit,  ainsi  qu’il  a été  dit 
plus  haut,  souscnicndre  le  terme AC  à la  suite  de  p<f. 

12,6.  Quand  les  uombres  m et  ra  sont  premiers  entre  eux , 

/ n n 

j’ai  dit  qu’on  avait  A\/ A J trc\/A’*  : cela  revient  à dire  que 
l’extraction  de  la  racine  et  l’élévation  à la  puissance  peuvent  s’ef- 
fectuer dans  l’ordre  qu’un  voudra.  Extrayons  d'abord  la  racine 
de  cosy-j-\/ — Isiuy  par  ta  formule  [2],  puis  faisons  lu 
puissance  m par  la  formule  [1]  : il  vient 

(|/cosd>  + V/ — lsin<^)  =cos--  + V/ — Isiu— 

-,  .a  ra  * 

«t alors  il  faut  concevoir  que  y est  remplacé  dans  le  second  membre 

St  sn  plus  simple  ,c»prc5siou.  D’ailleurs,  ccUe  rçduclion  d’csI  pas  plus  permise 
dans  le  prc'm’icr  membre  ; car  on  ne  doit  ]>oint  y considérer  l’exposant  comme 
une  fraction,  mais  bien  comme  une  notation  dans  laquelle  le  nuracratcur  m dé- 
sire une  puissance  qu’on  doil  former  d'abord  , et  le  dénominateur  n,  une  ra» 
cine  qn’on  iloît  extran*e  ensuite. 


Dk 
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par  P +-ÆCiSI,  a'tt  cadlrJire,  bn  ooramencé  par  faire  la  pulRsance-m 
au  moyen  de  lî  formule  [1],  et  qu’eBsuite  on  applique  la  for- 
mule [2]  pour  extraire  la  racine  n^,  il  viendra  . 

Wcos  ^ + V ~ 1 cos  — --f- V/— 1 sin^  ; 

• n n • 

' •»  ■ ■>  ■'i-  .V,  I ■j-.-t'  i-v-i  <■  , 

et  alors  c’est  mp  qu’il  faut  remplacer  par  w <p  A'  G.  De  là  il  résulté 
comme  conséquence  nécessaire  que  les  deux  expressions 

cos — +V — 1 sin — < . 

H n ' 

# * OT  ^ 4"  A C , . , — — . ■■■»«  0 4-  A G 1 

cos— ' 

dans  lesquelles’  A est  un  nombre  cotien  qtH'lconqne,  doivent  être 
parfaitement  équivalentes,  toutes  les  fois  que  m et  n sercÿl  des 
nombre^  premiers  entre  eox.G’cst  au  reste  ce,qu’on  rcconnalirait 
directement  en  posant  successîvcmènl  A 2,- («  — 1), 
et  eu  montrant  que  si  on  divise  m,  2/n,  8m,'.....  (w — 
par  M,  (ou&lesitestes  sont  différemsenlre  eux.  ‘ < 

127.  Ge  qui  précède  montre  quelles  précautions  un  doit  prendre  • 
en  employant  la  formule  de  Moivrb.  Ordlnairemént,  quand  l’ex- 

posanty  çiftUDBOinbreCractioiinairq^,  on  suppose,  pour  plus 

de  sinipHcité,'m  et  n premiers  entre  eux;  mais'dansce  cas  méitaé 
il  ne  faut*  jamais  négliger  d’y  regarder  <?.  ou  mp  comme  devan|| 
être  augmenté  des  différenis  multiples  de  la  circonfcreuce,  Celte 
attention  est  surtout  nécessaire  dans  la  théorie'connue  sous  le  nom 
de  tetliont  angulairet.  «Ponr  yavoir  manqué,  dit  M.  Poissot, 
quelquesnuteurs  n’ont  pas  prévenu  c(|paines  difficultés  qu’on  a 
trouvées  dans  cette  branche  d’analyse , et  ceux  qui  les  oui  ren- 
contrées ne  les  ont  pas  toujours  résolues.  > - - , 

• !.. 

Formules  pour  exprimer  sin  np  et  eoe  n^,  (sin  p)"  et  coe  |7)”< 

•'  . t . ' 

' X 4 * • 

128.  Reprenons  (124)  la  formule  de  Moivre 

[1]  co8«^4-\/— 1 6În«p=(cos^-+-V— Isinp)",' 

dans  laquelle  je  supposerai  » entier  pt  posUif.  Changeons-y  P en 
— <p,  il  vient,  ‘ ‘ , 

[2j  cos/ip— V/— lsiBnp  = (cosp— V^— îsiiif)". 
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cfaaDt,  on  trouve  ces  valeui*s  ^ ^ 

(cos?i  -J-  \/—  1 sin  ^)"-f-(cos  î> — V/— ï sin  ^)" 

[3]  coswip  — — i—f: — t 


et,  en  supprJmam  les  termes iqni  sé  détmisent,  on  obtient 


■Ces  rormules  expiaient  le  sinus  «t  le  cosinus  du  multiple  np,  en 
fonction  de  ceux  de  l’arc  simple,  JLu  loi  des  termes  y est  évidente  ; 
et,  comme'  la  fOnnule  du  binôme  de  laquelle  elles  dérivent,  elles 
doivent  se  prolou^er  jusqiù'i  ce  qu’on  trottve  un  térino  nnl. 

I On  peut  eucore  parvenir  à ces  formiilos  au  moyen  dé  la  seule 
éqnâlion  [t].  Eu  effet  , lé  ^Veloppémeilt  'dti  second  membre 
contiendra  une  ^wrlife réelle  et  «ne  partie  0(100106  de  V“*'*  ; *!> 
pour  que  réqtiatiou  mbsistéi  il  fam^uC'4aDS  les  deux  membres, 
les  parties  réelles  soienl^ales  entre  elles,  et  les  partiesdmagi- 
naires  éguic's  entre  elles,  ce  qui  ramène  aux  deux  iorutules. 

130.  Dans  les  applications  élevries-des  iuathématiques,oa  a sou- 
vent besoin  d’exprimer  (sin  py  et  (epsf)"  en  fonction  du  sinus  et 
du  cosinus  des  aies  multiples.  Voici  comment  ou  y parvient 
lorsque  « est  entier  positif,  ce  qui  ^slio  «as  ordinaire.  Posons 

cés>-4- 4e»,  PX)sp-7\/ — lsinp  = ». 

bn'aura  2c0sip4i»^,»,  2V/ — 1 sîH<iS=«  — pj  donc. 


[4j  sin  np  = 


(cQs  P \/—  1 sin  (cos  P 1 sin  <fi)^ 

2»/— T.-  . 


1 29rf  On  peut  effectuer  les  puissances  par  la  formulé  du  binôme; 


2“  (ms.P)*^  (m + »)*•>  ^ V~  ^ )“  (sin  <?)“  ===(« — . 


D» 


^(0.i)L.l;>iea,..^d..âéyctüppani  Iqs  puissauc«Si  ■,  < ...‘ 

[7]  2’'(cos'^)'‘=w’‘+j  u".t' »+^^^Ÿ^’«""’»’  + eic., 

-,  ‘C  . f .1  .t  ^ 

[81  i%V-—  l)"  (sin  ^)"==M"— + — elc: 

■ ' P6nr  1«  moment,  lîe  considérons  que  la  formule  [7],  et  suppo- 
sons d’abord  que  « soit  un  nombre,  impair  Par  ce  qui 

â«té  idit  en  algèbré,  ou  sait  que  les  termes  également  éloignés 
. des  exlrômés-  ont  des  coefficients  égaux,  et  que  le  nombre  des 
termes  dé,  la  Cormnie  est  2w-+-2.  A l’àide  de  ces  remarques, 
il  est  facile  d’apértevoir  qu’en  prenant  la  deuxième  moitié  des 
termes  dans  un  sens  inverse,  'et,  en  l'écrivant  au  dessous  de  la 
première,  ou  aura  ' . ■ ' ' 

ou  bien,  ce  qui  est  la  mftne  fehosë^  ‘ ' > , . . . • 

Mais  l'a  formule  de  Moivee  donné  en  général  , • ' 

=cosAf-j-v/-r^lsinfcf+cosA7— V' — Isin  Af=2cosA?j 
et,  d’un.amre  c^é,  les  puissances  du  produit  »v  sont  égales  à 1, 
car  on  a • i»;  > . ' 

tt»=^co6i^+V~l  si*?)  (coSf^V' — 1 8iU?=«oS’ f +sih* f =1. 
in  conséquence  de  Ces  remarques,  ^expression  de  2„(cos?i)„se 
simplifiera;  eh  divisant  tous  les  termes  par  2;  il  viendra  ^ 

[9]  2’»-*  (CQB  ^)^^»»=C08J»d  -fr  J cos(nr^2)  ^*4-  ■^cos(n— 6)<^ 


i-  .-H- 


n 2)...(wt-f2) 


cos  (p. 


tv 


Supposons  en  second  lieu  que  n soit  un  nombre  pair  2m-  La 
formule  [7]  aura  2/m  -i»l  termes  ; et  si  on  décompose  le  terme  dû 
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uiUieu  en  (%ix  autres,  chacun  «gai  ù la  moiiié  de  ce  icrnie,^on 
trouvera,  par  des  rcduciiops  seniblables  aux  précédenies. 


[10]  2"-’  (cos  ^)’‘=COSMf -}-^cos  C«— 


cos(n— 


■ ^ w(w— l)  (n— s),..(m-f-i) 

* 1.2. 3. • 

Malmenant  considérons  la  formulées]-  Les  tenues  sont  affectés 
alternativement  des  signes  +et  — ; de  sorte  que  si  n est  un 
nombre  impair  2m  fi,  les  termes  également  éloignés  des  ex- 
trêmes auront  des  coefficients  égaux,  maib  de  signes  contraires. 
Par  suite,  en  raisonnant  comme  pour  la  formule [7],  il  est  facile 
de  voir  qu’on  aura  "i 

(2\/— l)’"+‘(sin  <;>)>*+*=«»— b"_  J 

1*2  1.2.3 ' 

Pour  opérer  les  réduciiorts^n  observera  encore  que  m»=:1,  et 
qu’en  général  1?*^=2\/— 1 sinX-^.  Kn  conséquence  les  deux 

membres  seront  divisibles  par  2^/ — i,  et  il  restera 

[1 1]  (2  (ssn>5”"i‘=sin  «jp— l*sin(n-2)f-f^i^^sin(n-li)-^  • 


^ n.  (fl — :ï)  (n — 2)...  (m-f-2) 
1.2.3 m 


sin  ip. 


Lorsque  «.est  pn  nombre  patr,|pn,  les  termes,  également  éloi- 
gnes des_extrêmes,  daqs  la  formule  [8],  ont  des  coefficients  égaux 
cl  de^mômç  signe  ; ef  en  raisonnant  ici  comme  d<9a§  1#  cas  ana- 
logue de  la  formule  [7],. on  trouve  facilement 

[12]  *(2\/^)’*'(sin  <p)**^cos  nfi— ^cos  (n-2)  ^-j-?^i?cos(n-ù)<? 

♦ >f.K  ■ '..I  -f.  J -(m-H) 

* 1.2.3 m 

Les  formules  [&];  t^U],  [H],  [12],  sont  celles  que  je  voulais 
établir  : elles  seWebt  à convertir  les  puissances  d’un  cosinus  ou 
d’un  sinus  en  une  suite  de  termes  dont  chacun  contient,  au  pre- 
mier degré  seulement,  le  sinns  ou  lè  cosinus  d’un  arc  multiple. 

On  ne  peut  pas  manquer  «Tobserver  que  dans  les  deux  dernières 
formules  HmaginaireV' — 1 étant  élevé  à tme  puissance  paire 


c.-.-.  -I,. 


igic 


k 


«4 
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1 i selon  que  m sera 
pair  ou  impair.  On  doit  remarquer  aussi,  pour  la  commodité  du  A 
calcul,  qu’en  suivant  la  loi  indiquée  par  les  premiers  termes,  on  * . 
^oit  s’arrêter  dès  qu’on  en  trouve  un  qui  renferme  un  arc  ncgalif, 
en  ayant  soin  de  ne  prendi’C  que  la  moitié  du  dernier  quand  il  ren- 
ferme l’arc  zéro.  ’ % ’ -4  ' 

' Mreloppfinent  d^'ffiiDS  tri  du  cosinus  en  série«> 


181.  Voici  comment  Euleb  déduit,  des  formules  [6]  et  [6]  du 
n”  129,,les  séries  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus  en  fonction 
de  l’arç.  On'  peut,  sans  que  « cesse  d’éti-e  cnlier,  dis|jpser  de  ^ 
de  manière  que  soit  égal  à un  arc  quelconque  x.  Posons 

donc  np=ar,  on  aura  et  par  suite  les  formules  poi^ont 

s’écrire  ainsi  : *• 

«)/ 


[1]  cosx=(cos^)" - 


!(C0S<;t)**-*(^^) 


[2]  si„,=î(c„.«.-.«)_ïfe=|X£=»(c„,,r<^)’ 


X (x— »)  (x— 2»Kx—3<^)  (g— py 


-etc." 


Concevons  que  f diminue  Jusqu’à  zéro,  le  nombre  n devra 
augmenter  jusqu’à  l’hiüni  : alors  les  formules  ci-dcssns  ne  con- 
serveront auenne  trace  de  f et  de  n,  et  elles  ne  contiendront  plus 
que  le  seul  arc  x.  C’est  en  effet  ce  qui  doit  arriver  à des  formules 
dont  l’objet  et  d’exprimer  le  sinus  et  le  cosinus  d’un  arc  en  fonc- 
tion de  cet  arc.  Quand- devient  zéro,  on  a cos<p  = l,  et  aussi 

(él).  Admettons  que  les  puissances  de  cos^  et  de 

soient  aussi  alors  toutes  égales  à i’nnilé,  quelque  grands  que  soient 
les  exposants  ; les  formules  ci-dlessus  deviennent 

tS]  cosx=l-^  + ~-7  — rvn-c  O +ctc., 


1.2 


[à]  dlnx=x- 


l.a.8.à 

•yS 


1.2.3.à.5.6 


• '•  . 


1.2;3^1.2.3.fi.6‘  l.2.S.à, 5.6.7 
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•é 
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Comme  le  nombre  n est  devenu  inflni,  il  s'ensuit  que  ces  séries  ne 
doivent  point  s’arrêter.  Mais  elles  n’en  sont  pas  moins  propres  à 
donner  des  valeurs  très  approchées  dn  sinus  et  du  cosinus  , sur- 
tout quand  l’arc  X oslvine  petite  fraction;  et  cecas  estie  sedl  dan* 
■•lequelles  géomètres  èn  fassent  usage  (*). 

1.^2.  Au  premier  coup  jj^’œil,  il  semhi^  évident,  ainsi  que  jeTai 

admis,  que  touips^lps  puisswiccs  d^cosi^ 'et ^^^doiveht  donner 

l’unité,  quand  on  fait  décroître'^  jusqu’à  zéro.  Mais  en  y regar- 
dant de  plus  près,  on  aperçoit  une  diOiculté  qu’il  faut  résoudre. 
Pour  être  micuK  compris,  je  reprends  les  clidses  d&plus  loin. 

Soit  l’efpressiori  dans  lacpielle  « et  » sont  des  vîtriables  tout 
à fait  indépendantes  IHine  de  l’antre.  Si.  pn  prend  pour  v un 
non||re  positif  constant, -et  q'ii’on  fas^'  augmenter  « de  0 à 1;  la 
quaSlité  i/*^  augnieirtcrà  elle-même  depuis  O jusqu’à  I.  Si  c’est  u 
qoi  demeure  constant,  mais  >^1,  et -qu’on  donne  à v de  très 
grandes  valeurs,  >la  quaniité  u„  ecra  très  petite,  et  sa  limite,  cor- 
respondante à p=-|-c»,  sera  zéro.  Or,  maintenant  concevons 
%tte  « croisse  de  0 à 1 eu  même  temps  que  » an^enle  jusqu’à 
-f- 06.  Tant  qn’il  m’existe  aiicune  relation  entre  u et  »,  on  peut 
toujours  imaginer  entre  qes  variables  une  liaison  iellc.  que  la 
limitedé  m„;  correspondante  aux  vîdenrs  m=1  et  »=-foo,  soit 
«ou  0,  pu  1,  pu  toute  autre  grandepr  comprise  entre  0 et  1 : c’est  à 
.dire  qu’il  y a alors  une  véritable  mdélerminaiion. 

. Mais  il  en  est  autrement  lorsque  les  variables  « et  » ne  sont 
point  indépendamés.  Imaginons,  par  exemple,  qu'elles  soient  des 
fonctions  d’une  mêtnc  variable  / ; ot  qtieice  soit  la-  variation 
de  t qui  fasse 'eretire  ti -jutqu’à  1,  et  « jusqu’à  •+-».  II  faut 
alors  examiner  Comment  se  balance'l’angmemaiion  que  tend  à 


(*)  Ces  doux  séries  sont  de  lii  iialiire  de  celle*  qn’on  nomme  convergenlis, 
Ponr][^sser  d’un  tçfmç  au  snl-roj^iH,  ou  mnltij^jejcosstamm.ciit  ce.ty-mc  pnr  x', 
laftdis  qu’on  le  difisc  par  detix  nombres  enlîdfs  qui, Vont  totijoürs  en  angnicu- 
lant  (je  fais  en  ce  moment  abstractîdn  ài  signé)  : 6n  eSt’dono  assuré  tfit’il  y aUm 
dans  chaque  suite  un  terme  à partir  duquel  tons  les  antres  seront  indéfiniment 
décroissants.  D’un  autre  côté,  les  termés  étant  allcrhaliTcmcnt  positifs  et  né- 
gatif, il  est  facile  dé  -roir  qn’cn  arrâlaiit  les  séries  à l’un  quelconque  des  termes 
décroissants,  l’erreur  que  l’on  connncltta  sera  moindre  que  le  terme  suivaRt  : 
par  conséquent  celle  erreur  peut  être  rendue  aussi  petite  qu’on  tondra.  De 
plus  amples  détails  sur  ce  sujet  ap|mrlienneiit  i l’algèbre.  ' ^ 


TRIfiODOIliTaU.  . 

- y 

produire,  dans  l'expression  m",  raccrolsscmcnl  de  «,  avec  la  dimi- 
nution que  tend  à produireraccroissement  de»:  ou  au  moinsfaïu- 
ii  recouuaiu'e,  d’après  la  composition  de  u et  » eu  fonctions  de  /, 
vers  quelle  limite  tend  l’cxpresajou  w,.  G’est  prcci^ém^ntune  dif- 
ficulté de  ce  genre  qui  se  présente  dans  le  passage  des  formules  [i] 
et  [2]  aux  séries  [3]  et  [4]. 

ici  les  deux  "variables  stnt  ? et  n;.elles  sont  liées  entre  elles 
par  la  relation  laqucjle  èxlgc  que  le  produit  »i<f  resie 

constamment  .égal,  à un  arc  donné  ar,  qui  peut  être  quelconque. 
Or,  les  formules  [1]  et  [2il.coiuieBnent  les  expressions  (cos  ÿ)", 
(cos^)’^',.,.  dans  . lesquelles  9»  doit.  Jîure.éii  môme  temps 
0 et  vt— +qo;  dmtc il  n’ustjpus,. évident  que,|os  limites'  de  ces 
eotpressious  soient  l’unité.  D^unqutre  coté,  les  mémes  séries  con- 
tiennent aussi  les  pulssanoeserdissantes  du  rapportdosin  r àr,  et 
lorsque  » est  infini,  les  sériés  ont  unit  infinité  de  tenues  ; par  con- 
séquent, les  exposants  do  ce  rapport  dans  les  termes  des  deux 
séries  peuvent  augute.nler  jusqu’à  l’infini,  et  la  méqie  difiicullé  sc 
reproduit  encoi^.  Les  explications  suivantes  ma  paraissent  à l’a- 
bri  .de  toute  oiqlction.  . -j  . i 

Reveuous  aux  formules  [A}et  et,  pour  abréger,  posons 

le  ferme  général  decliacunede  ccsformulespourra  s’ëCrirc ainsi  : 

m étant  un  nombre  pair  pour  la  formule  [i]j.ot  un  nombre  impair 
^iirla  formule  [a].  Faisons  i;i=0,,ei  flouunons  Al  oc  que  devient 
*rs  F : ce  terme  général  deviendra.  « 

rsi  * " 

IJ  " % U'  1 . 2 . ô . 4 •?  ' 

Aiusi  t’est  AI  qu’il  faut  diUeruiiiier.  Or,  eh  supposant  V moindre 
que  le  (|uadraul,  ce  «pii  e^f  permis  puisqu’on  doit  faire  on  u 
f < taiig  T,  et  par  conséquent 

Sîrt  ■' 

.• 

ou,  en  réduisaul,  . • ■*  ■ 


F P (cçisf^  " 


F>(cosf)^ 


I-HEMIÊII):  PARTIE.' 


Mais cos?=V'l— shi*^;  dônc  cosip>v/i— ÿ*!  cl  par  sufie  ' ' 


En  développant  la  puissance  2«,  ci  en  se  rappelant  quc«^=jf,  il 
vient  rur 


Pour  arriver  à l’hypothèse  f-0,  on  . peut  commencer  par  sup- 
poser f exirémemcnl  petit.  Alors  ilcstciairque  ks  termes  de  cette 
suite  iront  en  décroissant;  et  comme  ils  sont  alternaiivenuilt  po- 
sitifs et  négatifs,  si  on  se  borné  aux  deiix  premiers,  on  aura  un 
résultat  trop  faible;  donc  et  à fortiori 


Quand  on  fait  ^=0,  ce  radical  se  réduit  à 1,  devient  la  li- 
mite M;  donc  M ne  peut  pus  ôtrc  <^l.  D’ailleui^  la  fonction  F 
étant  le  produit  de  deux  facteurs  qtrf  né  peuvent  pas  être  > 1, 
la  limite  M ne  peut  pas  non  phts  deVénir  >1;  donc  M = l. 
Donc  enfin  le  terme  général  [6],  des  séries  qui  expriment  cos»  et 
sîn  r,  sera  . • . 


En  faisant  w»  = 0,  a,  4....,  ou  bicnw=l,  3,5....,  étayant 
soin  d’alterner  les  signes,  on  obtient  tous  les  termes,  des  séries^Sj 
et  [4],  lesquelles  se  trouvent  ainsi  rigoureusement  démontrées.^ 


133.  Soit  une  équation  binôme  y, *=c+:A  : si  on  nomme  a l’une 
quelconque  des  racines  n'*""  dé  A,  et  qu’on  fasse  y=ax,  l’équa- 
tion binôme  devient 

Considérons  d’abord  le  premier  cas  -, 


Résolution  dei  éqooUoi»  binometpar  lu  Ubiu.  Théorème  de  céirs. 


[1] 

En  posant 


jf''=cos(^4-v'— 1 sin^, 


. é 
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la  formule  de  Moivre  donne  of=co8  n<p-\-\/—\.  sin  par 

conséquent  toutes  les  valeurs  de  <p  détermiuées  par  l’égalité 

coswp  + V'—l  sin  ”?  = + !» 

donneront  des  valeui-s  de  x qui  seront  racines  de  l’équatiun  [l]. 
Dans  l'usage  qu’on  fait  ici  de  la  formule  de  Moiyrb,  il  suffit  qu’élle 
ait  été  démontrée  pour  les  exposants  euiiers  positifs. 

Pour  sdtisfnirç  ù cétte  dernière  égalité,  il  faut  que  la  partie 
.imaginaire  V/~  1 sin  np  s’évanouisse;  d’oùl’onconclutque 7*^  doit 
être  un  multiple  de<la  demi-circonférence.  Ensuite  il  faut  qu’on 
1 ait  cos  n(f  = 1,  et  cela  exige  que  soit  un  multiple  pair  de  la 
demi-circonférence  ; donc  en  désignant  par  H la  demi-circon- 
férence, et  i>ar  3 A un  nombre  pair  qnelconque,  on  devra  avoir 

n?=2*H,  d ou  çca , ^ 

M 


et  par  suite 


:cos— 4-v/-lsin®*^ 


n 


n 


En  mettant  partout  — devant  \/—i  le  raisonnement  eût  été  le 
même  ; ainsi  on'îiura  des  racines  de  l’équation  en  prenant 

toutes  les  valeurs  de  x com^irises  dan^  l’expression 

w 


* = cos  ±\/~i  sin  ^ 

« n * 


L’équaliou  [l]a7^  racines,  et  l’on  sait  que  toutes  ces  racines  sont 
inégales.  Or,  dans  la  formule  ci-dessus,  ou  peut  donner  à k toutes 
les  valeurs  entières  possibles,  positives  et  négatives;  et  je  vais 
montrer  que  de  cette  manière  on  obtient  « valeurs  dilTérentcs  pour 
X,  et  qu’on  n’en  obtient  pas  davantage  ; ces  n valeurs  seront  donc 
les  n racines  de  l’équation  [1). 

D’abord  il  est  inutile  de  donner  à k des  valeurs  négatives  : car, 
en  mettant  — k au  lieu  de  A,  les  deux  valeurs  de  la  formule  [a]  ue 
fout  que  se  changer  l’une  dans  l’autre. 

En  second  lieu,  il  est  inutile  aussi  deprendreA  = n ou>»,  car 
On  pcutdter  de  k le  plus  grand  multiple  de  n qui  y soit  contenu  ; 

sA  H 

cela  revient  à retrancher  de  l’arc  une  on  plusieurs  circon- 
férences, ce  qui  ne  change  ni  fe  cosinus  ni  le  sinus. 

Enfin , si  ou  considère , entre  0 et  w , des  nombres  A'  et  n— A' 
également  éloignés  de  ces  deux  extrêmes,  les  valeurs  corrospon- 
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ê . 


0&  . , pnRirtrfB  -pAh-rtE. 

ilauies  de  x seroni  les  luêiuMc  Eii  effei^  soit  A w — U vient . 
2(«— 2(it— Ar')M 

’ 4r==cos-^ ^ 


ç=COS- 


n 


« 


n 


n 


= C0S= — q:V— 


2fr'H 

%rj 


et  ces  valeurs  sont  l{esjufijne$.qi^.  celles  qui  i^pondent  àfr  = fr'j 
Il  est  donc  i^utjlp  de  dpnneç^  } des  valeurs*^  J n j et  par  consé- 
quent, soit  qu’on  suppose  w égaf  à un  nombre  puj^’  2p,pu  à un 
nombre  impair  2p-j-l  , on  pouVra  se  borner  à préndre  pour  A les 
valeurs  fr  = 0,É,  2,... p.  ' t»- 

. ^este  à prouver  que  do  cette  manière  la  formule  [a]  donne 
toutes  les  racines  q^ue  comporte  l’équation  [1],  et  c’est  ce  que  je 
vais  faire,  • , . ’ 

Si  l’équation  est  de  l’a  forme  = 1 , la  formule  {<x]  devient 

AK  , ;-4  . An  • • 
aîF=  cos  r™  d:  — 1 sut . 

« ■ ■ ^ ' 

Pobr  les  nombres  extrêmes  A=o  étA=p;  bn  trouve  x=-)-l 

ei®  =— 1.  Pbur  les  nombres  intermédiaires  1,  2,  S,...p — 1, 
l’arc  est  compris  outre  0 et  180°;  donc  le  sinus  qui  multiplie 
^IZTï  ne  devient  pas  nul;  donc  lés  valeurs  de  x sont  imaginaires. 
Déplus,  parmi  cos  dernières,  il  n'y  ena  aucune  qui  se  répète: 
car,  dans  les  deux  racines  conjuguées  qui  font  partie  d’un  même 
couple,  c’est  à dire,  qui  résultent  d'une  même  valeur  de  A,  l’ima- 
ginaire V/ — 1 “ des  signes  contraires  ; et,,  dans  lès  couples  prove- 
nant de  valeurs  différentes  de  A,  lés  parties  réelles  MDt  différentes, 
attendu  qu’elles  sont  les  cosinus  d^arcs  qui  vont  eu  croissant  de 
0 il  180".  En  réunissant  Aces  valeurs  imaginaires,  dont  le  nombre 
e6t2p— 2,  les  deux  valeurs  , réelles -J- 1 et  — 1,  on  a eu  tout  2p 
racines  pour  l’équation  d7’ea=l,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Si  l’équation  [1]  a la  forme  = l,  la  forntule  [a]  devient 

ar  = cos p-ii±:V/— 1 sin 

2p-f  1'  2ft+l  • 

Dans  ce  cas,  il  n’y  aura  qu’une  seule  racine  réelle  ®= -fl,  la- 
quelle répond  à A :=  0 ; toutes  les  autres  sont  imaginaires,  et  d’ail- 
leurs U est  clair  que  le  nombre  total  des  racines  est  égal  à l’expo- 
sant 2p+I.  - ' 


I 

l 
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Maihieiinui  coostdiirong  l’cfiuaiion ' 'l'  i"*  ;*■  ? ' 

[2]  ■ -,  ' 

4'*  ^ . ‘îî'Vt-  ^ 

bilon  pose  ' ^ • 


:p=cos^  ±1^—1  sin 


un  aura  a?"=.cos  n^diy/ — 1 sin  «ÿ.  Ainsi  ou  obtiendra  pôuri 
des  racines  de  l’équation,  eu,^étenniuaut  par  la  condition 
C06ti<p±:^ — 1 sin 

donc  on  doit  avoir  sépafénient  siii  «i^O  et  cos  «^=—1.  De  là 
bn  conclut  que  l’arc  doit  être  uu  lÀtilliple  impair  de  H.  C’est 
pourquoi  je  fàiÿ  ” 

' n?=(2fr+l)II  d’où  ;v 


.1 


n 


et  ou  aura 

4 


m 


*=c«ât+>l!i±^/:rî  sto(Ü±îl5, 


» • A 


n 


U 


On  ne  prendra  point  de  multiples  négatifs  de  H,  car  il  enrésnl- 
terait  les  mêmes  valeurs  de  ar  que  si  ces  mùltiples  étaient  posi- 
tifs. On  no  prendra  point  non  plus  ^ ni  même  A=n  : car  en 
étant  de.  k le  multiplie  de  n qu’il  renferme,  ou  diminue  l’arc 

■ — — d’une  ou  de  plusieurs  èirconférences  entières,  ce  qui  ne  ' 

» • .t.  . . 

change  pas  les  valeurs  [p}.  La  nombre  4=»— 1 donne 

,=cosfe‘lS*V^sin2î!--«5  ■ V, 


U 


n 


^ cos  — - — V — 1 sin  — 5 =ccos  5 zizy/ — 1 sin  H.. 
n ■ n n n 


Ces  valeurs  sont  les- mêmes  qu’on  obtient  pair  fhypolhèse  A=0  j 
et,  en  général,  les  valeurs  de  k également  éloignées  de  0 et  de 
«—1  donnent  les  mêmes  Valeurs  'de  x.  Eu  effet,  si  on  pose 
Af=t« — 1— A',  il  vient  . r . ■ 


» n - 

=co3>:-— ‘ ^ q:v^ — 1 sm  i — -C— --r  ,, 


n ' n 

résultat  qui  est  le  même  que  si  on  eût  fait  fc=A'.  De  là  il  suit 
qu’op  obtient  toutes  les  valeurs  de  ar  en  donnant  à k des  valeurs 


Dk  ■ --  I :jy  - 


f 
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qui  no  surpassent  pas  — 1).  Donc  si  n est  un  nombre  pair  2p, 

il  faudra  faire  X=0,  1,  2,.;..  p— 1 ; et  si  n est  un  nombre  impair 
2p-H,  on  fera  <=0, 1, 

Daus  le  cas  où  n=2p,  l’équation  à résoudre  est  <p»p= — 1 , et 
les  nombres  4=0,  i,  2,...  p — 1 donnent  dans  la  formule  [/3]  les 
arcs  croissants 

H 3H  sn  (2p— 1)H  . ' . • - 

2p’  2p  ’ 2p”“  2p  ’ * 

lesquels  sont  tous  renfermés  entre  0 et  H ; par  conséquent  le 
sinus  d’aucun  d’eux  n’est  égal  à zéro,  et  leurs‘cosinus  sont  tous 
inégaux.  Chaque  arc  donnera  donc  deux  valeurs  imaginaires  de 
fl,  qui  différeront  l’une  de  l’autre  par  le  signe  de  V/ — t,  et  qui  ne 
pourront  point  se  répéter.  Ainsi  x aura  2p  valeurs  différentes. 

Dans  le  cas  où  n =2p  + l,  l’équation  est  = — i,,  et  les 
.nombres  4=0,  1,  2,...p,  amèneront  dans  la  formule  [|9]  les 
arcs 

H*  8H  (2p  + l)H  „ • 

• 2p  + l ’ 2p  + l’  " 2p+l 

Le  dernier  étant  égal  à H donne  x = — l.  Pour  chacun  des 

antres,  x a deux  valeurs  imaginaires;  et  il  est  facile  de  voir  que, 

parmi  toutes  ces  valeurs  il  n’y  en  a aucune  qui  se  répète.  Donc 
* aura  2p+l  valeurs. 

124.  Quand  on  connaît  les  racines  des  équations  x"=  + l 'et 
x"= — 1,  il  est  facile  de  former  les  diviseurs  réels  du  2®  degré 
des  binômes  ar* — 1 et 

D’abord  la  formule  [a]  donne  pour  facteurs  du  1"  degré  du 
binôme  x” — 1 , les  deux  expressions 

‘ 0.^0  24H  ^ r . 24H 

« . X — cos V — * sin , 

n « . . 


24H  , / — ; . 24H 

ar  — cos l-v^ — 1 sin 

« n ‘ 


• .« 


et,  en  les  multipliant  entre  elles,  il  vient 

w 


24H  , 

a?’  — 2af  cos 1-1. 

7» 


Cette  formule  renferme  tous  les  diviseurs  réels  du  |2'  degré  du 
binôme  x” — 1 : pour  Ipseii  déduire,  il  sullîid’y  mettre  au  lieu  de 
4 les  nombres  positifs  à partir  de  0 jusqu’à  J/i. 


Dk 


olf 
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' On  trouve ’sémblablèment,  pour  les  diviseurs  dü  2*  degré  du 
binôme  y +1,  la  formule 

IjS']  • 2g  cos^^*^~"^^--+i  » . -w 

^ fl 

dans  laquelle  il  faudra  remplacer  h par  les  nombres  entiers  posi- 
tifs, à partir  de  *=0  jusqu’au  nombre  |(n—l). 

Comme  les  formules  [«]  et  \f\  comprennent  les  racines  réelles 
des  équations  i»"=t  et  — 1,  il  s’ensuit  tpie  les  deux  der- 
nières formules  [«']  et  [P']  doivent  aussi  comprendre  les  facteurs 
réels  du  1'*  degré  des  binômes  ar»— 1 et  af"-j-l.  Mais  il  faut 
remarquer  qu’ils  s’y  présentent  élevés  au  carré.  Par  exemple,  s i 
on  suppose  A=0  dans  la  formule  [*'],  elle  devient  g* — 2ar+l  ou 
(ar — 1)’  ; mais  on  ne  prendra  que  at — 1. 

ISS.  Théouème  de  Côtes.  Pour  établir  ce  théorème,  Je  remar- 
querai que  si  on  donne  à k,  dans  la  formule  [*'],  toutes  les  valeurs 
*^=0,  1,  2,...  jusqu’à  n—1,  et  qu’on  multiplie  entre  eux  tous 
les  trinômes  qui  résultent  de  ces  valeurs,  il  est  clair  qu’on  aura 
un  produit  dans  lequel  tous  les  facteurs  de  a?"— 1 seront  élevés 
au  carré;  par  conséquent  ce  produit  sera  égal  à (af„— 1)’.  Pa- 
reillement, si  on  donne  à A',  dans  la  formule  [p],  toutes  les  va- 
leurs k=0,  1,  2,...  jusqu’à  n — 1,  le  produit  de  tous  les  trinômes 
résultants  sera  égal  à (a;"-!-!)’. 

Cela  posé,  divisez  une  circonférence  quelconque  en  2»  parties 
égales,  et  désignez  les  points  de  division  par  les  numéros  0, 1,  2, 
3,  etc.  ; menez  à la  division  0,  prise  pour  origine,  un  rayon  que 
vous  prolongerez  au  delà  de  celte  division,  si  cela  est  nécessaire; 
sur  ce  rayon,  du  côté  de  la  division  0,  marquez  un  point  à une 
distance  quelconque  g du  centre  ; puis  de  ce  point,  lirez  des 
droites  à toutes  les  divisions  de  la  circonférence. 

Alors  prenez  le  rayon  du  cercle  pour  unité,  nomihez  « une 
quelconque  de  ces  droites,  et  considérez  le  triangle  qu  elle  forme 
avec  celles  qui  joignent  ses  deux  extrémités  au  centre.  Si  elle 
aboutit  à une  division  de  rang  pair  désignée  par  2A,  l’arc  compris 

an  , , 2AH  . , 

entre  celte  division  ell’originé  0,  sera  ou  ; et  il  est 

facile  de  voir,  par  le  triangle,  qu’on  aura 

tt»=:g*  — 2gcos hli 

• • • ■ • • • . ^ m-,-  •.  .fl 


7 
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*»  . V ■ 

Mais  si  la  droite  u aboutit  à une  division  infj;>aire  dont  l’ordresoil 
marqué  par  Ifr+l,  on  aura  ' . . . . , ; 


n 


Eu  ineltanl  dans  ces  trinômes  successivement,  au  lieu  de  k,  tous 
les  nombres  0, 1,  2j...  n — 1,  le  premier  donaern  les  carrés  des 
droites  qui  aboutissent  aux  divisions  paires;  et  le  second  les  car- 
rés des  droites  qui  aboutissent  aux  divisions  impaires.  Or,  ces 
trinômes  étant  les  mèm«ts  que  [*']  et  jjS'],  On  peut  conclure,  d’après 
ce  qui  a été  remarquç^lus  haut,  le  tbéorènié  suivant,  découvert 
par  CÔTES  ; Le  ftroduil  de  loutet  les  droites  metiees  aux  divi- 
sions paires  de  la  circonfe'renee  est  égal  à la  différence,  x" — 1, 
et  le  produit  de  toutes  celles  ' qui . sont  menées  aux  divisions 
impaires,  est  égal  à (a  somme  x“4-l. 

• » -X  .*  I. 

RécôtuAoD  d«s  équaUont  du  3«d€gré  parles  tablea. 

136.  L'équation  du  ;S*  degré  se  ramène  à la  formé 
• »*-f3f«r+2q=b, 

et  l’on  démontre  eu  algèbre  que  lés  trois  valeurs  de  a?  sont  ren- 
fermées dans  lu  formule  ' ' 

Mais  comipe  les  Vtrièars  multiples  des  radicaux  cubiques  feraient 
prendre  neuf  valeurs  à cette  expression,  il  fam  en  outre  se  rap- 
peler, qu’en  désignant  le  premier  radical  cubique  par  A,  et  le  se- 
cond par  i,'on  ne  devra  associer  que  les  valeurs  de  a et  de  i pour 
lesquelles  on  a ai= — p.  Par  conséquent,  on  écartera  toutes  les 
valeurs  étrangères  en  posant  ’ 


a = \/ — q + \/?‘+P^  eh  X-- 


lâ7..  Lorsque  g’+P’  quantité  .négative,  les  valeurs  gé- 

nérales de  a:  sont  conqiliqnées  d’imaginaires  j et  comme  d’un  a.iitre 
côté  on  démontre  on  algèbi^  que,  dans  l’hypothèse  ç’-f-p*iC0, 
les  trois  racines  de  l’équation  sont  réelles,  il  semble. que  le  calcul  ' 
doive  fournir  le  moyen  d'opérer  la  réduction  des'  imaginaires. 
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CepQudaDl  ü n’en  est  pas  ainsi,  à moins  qn’on  n’emploie  des  séries 
inGnies  ; e(  eette  diflicnlié,  qui  a beaucoup  exercé  les  analystes, 
a fait  donner  le  nom  d’irre'dnclihle  au  cas  dont  il  s’agit. 

La  didiculté  vient  de  ce  que  les  deux  racines  cubiques  qui  en-  ' 
tient  dans  Texpression  générale  de  x ne_ peuvent  pas,  si  ce  n’est 
daus  des  cas  particuliers,  s'exlraire  de  manière  que  lu  partie  réelle 
soit  isqlée  de  la  partie  imaginaire.  Or,  par  la  formule  de  Moîvrk, 

' cette  séparation  s’obtient  sur,  le  champ  dans  les  expressions  de 

la  forme  cos  î sln  f : c*'est  pourquoi  je  vais  ramener  les  • 

deux  radicaux  cubiques  à cétle  forme;  s ; 

Puisqu’on  a p doit  être  négatif.  Je  mettrai  dond 

— P au  lieu  de  p,*ét  l’équation  s’écrira  ainsi 
[i]  • . . ‘ ai^-8p*-i-2ç=0-.  *■  ’ 

Alors  on  aura  q' — p^<iO  ou  les  valeurs  de  a seront  don- 
nées par  la  formule  . • . 

■■  •;  a=\/- 

et  celles  de  ai  par  la  formule 


'q+V9'—F^ 


VP 

dans  laquelle  il  faudra  mettre  les  différedles  valeurs  de  a. 

Cela  posé,. l’expreSbion  générale  de  a deonre  > , .•  >. 

•-  ' , %•  , * * '**.»■  * 

et  puisqu’on  suppose  g’<P*,  on  peulÀjierminer  unarç  ^aumoyen 
de  l’équation  • ' i ' . ' . ' ‘ 

; . 

Il  existe  une  infinité  d’vrcs  qui  répotadent  à un  éosinuS  donné  ;r 
mais  nous  conviendrons  içî  de  prendre  celui  qui  e*l 
Par  la  férmule  de  Moirùx,  on- a évidemment  - 

' ' t * _ 

[2]  (cOsl^-hV/— lsiiiï'P)^=cosp;+v<— tsin^. 

Donc  aussi,  réciproqnemeiil,  6n  doit  avoir  ■ • -.  •.••  • - 


Veos  <p -1- 1 sin  ? = cos  I <P -1- V^— 1 8>M  î > 
et  par  suite  il  vléndra-  ' 
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= y cosv>  + \/ — 1 sin  f = cos  | ? + V/  — 1 sin  Jy  ,’ 

VP  ' 


Vp^ ! 

® .'  coSï?+\/— 1 sin|? 

• ■ ■ -^-+^  = 2cos;. 

Vp  a ’ , 


= cosif  }>—  v^—  1 sin  { 


Remarquons  que  le  second  membre  de  formule  [3]  ne  change 
pas  lorsque  dans  celte  formule  on  ajoute  à ? autant  de  circonfé- 
rences qu’on  veut.  De  là  il  suit  qu’en  désignant  180°  par  H,  et  par 
k un  nombre  entier  quelconque,  on  pourra  prendre  pour  aitoules 
les  valeurs  comprises  dans  la  formule 


of  = 2 v^p  cos  î (?-j-2ÈH). 

Cependant  il  ne  faut. pas  croire  qu’il  en  résulte  pour  x plus  de 
trois  valeurs;  car  après  avoir  fait  fc=0,  1,  2,  toutes  les  autres 
substitutions  ramèneront  aux  mômes  résultats,  et  l’on  .n’aura  pas 
d’autres  valeurs  qu6  celles-ci  : . , 

. _ » = 2 \/p  cos  I <p, 

2V'pcos|('y-f-2H), 

a?  = 2\/pcosK<?-|-AH).  * ‘ 

138.  C’est  principalement  pour  vaincre  là  djlHculté  propre  au 
cas  irréductible  qu’on  a recours  aux’  ligues  trigonométriques  ; 
mais  on  peut  aussi  les  employer  dans  les  autres  cas.  Continuons 
de  prendre  P négatif,  et  en  con^quence  considérons  encore  l’é- 
quation. ' 

[3]  — 3pa?-|- 2^1=0,  . ■ - 

mais  supposons  ç’>p*.  Les  transformations  du  numéro  précédent 
sont  alors  impossibles,  car  cos?,  abstraction  faite  de  son  signe, 
serait  >1.  Voici  comment  ce  cas  doit  être  traité. 

I On  a toujours.  . * 


Mais  actuellement  on  mettra  sous  la  forme 

' V'P 


m. 
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on  déterminera  l’arc  ^ par  l’équation 
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8în|^;- 


Vp\. 


et  alors  on  aura 

J 


. î 


/ -J-+\  / -A.-'— 1 = \ / . 

V/p  sin2f  V sin’ 2f  V siii2^ 


£n  extrayant  la  racine  carrée  on  peut  prendre  indifférciiûiieut 
— cos3<{>  ou  +CO.S2?  : on  en  verra  la  raison  tout  à l’Heure. 

Remplaçons  1— cos2ç  par  Ssin’v  et  sin  2?  par  2sin<i>cub?,  puis 
réduisons;  il  vient  ' . ' 

3 I . 

a X / 2sin*f  “ 

• 2sinycosf 

Posons  encore  •’  * j • , ■ ' ' 

a-  ' ■ 

tanga|'=v/iang?, 


et  calculons  4'  par  cette  formule.  Si  on  dc.sigrtepar  0 et  9’  les  deux 
racines  cdbiques  imaginaires  de  l'unité,  lesquelles  sont,  comtne 

on  sait,  le  carré  l’une  de  l’autre,  les  trois  valeurs  de  seront  - 


^=ung4-,  ^«etang*,  ;^==®*Uing^ 

Substituons  ces  valeurs  dansof  :cn  observantqueiangA^cot'i'— 1 
et  que  9^=1,  il  vient  ‘ . • 

ar=V/p(langil^+cot'«l'),  . 

>=V>(9  taug^^+9*cot^^),  . ' • 

- . jr=v'p(9’iang'/'+9  cot^»). 

Si  on  eût  mis  dans  le  calcul  -J- cos  2?  au  lieu  de  — ços2<p, 
tang  ^ serait  devenue  cot4'  et  vice  vend,  mais  il  n’en  serait  ré- 
sulté aucune  nouvelle  yaieur  pour  ar.  • • ' 

A présent  remplaçons  9 et  0’  par  leurs  valeurs,  et  isolons  dans 
chaque  valeur  de  a?  la  partie  réelle  do  la  partie  imaginaire.  Par 
l’algèbre,  on  a ® = î(— t + V — 3),  9>wi(— 1 — \/  — 3);  si 
en  outre  on  observe  que  col^^'-|-tang^^  = 2coséc2^}^,  et  que 
col^^  — tang4'=^2cot2'>J',  iKviendra,  toute  réduction  faite, 
aî=  2\/p  coséc  2'J', 

. . a?= — \/p  (coséc 3 00124-), 

af= — y/p  (coséc  24- — \/— 3 col  24-)  • 
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1S9,  Nous  devons  aussi  considérer  le  oes  où  le  coefficientp  se- 
rait po8itif;^éferëni^1’éqnaiion  du  r degré  telle  qu’elle  était 

d’aborà.  î,- ..  ■ .y-i^vVfe-  . • ■ 


d’abord, 

Alort,'àcause  de<i(J=— on  a 


• .A 

etd’aillfeurs'  ■ 


*4^*' 'V  ' *■ 

• x’-f^/»a;+2gr^0. 

-/),  on  a 


« 

La  tangente  et  la  cotapgerite  peuvent  passer  par  tous  les  états  de 
grandeur  ; et  comme  Je  lerme^^j  peut  avoir  une  pudeur  quêl- 
cqnque,  je  le  remplacerai  par  une  de  cea  lignes.  Soit  posé . 


COt2v=' 


V/p5 


il  viendra  ^ ' 


. 


2sinfC0S7 


Soit  encore  posé 


- ' •;  coi'J'=vcoi9  : -,  ; , 

les  angles  7 et '^seront  facUes  à'OQnnaitre  par  les  tables , et  l’on 
aura  ces  trois  valeurs  •'  . . • , . , ...  - 

par  conséquent, ^les  valeurs  de  x seront,  après  toutes  niductions 
faites!  ' ' . ’ ' . ■ ■ 

*=  2\//>  çoii4',  f ■'  ' ‘ 

VXcoi  24'— \/— 3 coséc  2^), 

afa»— V'p(cOl24-+V^coséc24'). . 
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Antre  moyen  de  ré»oedre  le  S*  degré  per  U trlgonoaétrie. 


lOS 


' 140^  Quand  on  connaît  une  ligne  trigononiétnque  correspon- 
dant à un  arc  quelconque,  si  l’on  veut  trouver  une  ligne  irigouo- 
métrique  correspondant  à un  arc  qui  suit  la  moitié,  le  tiers,  etc., 
do  preoiier  arc,  ou  arrive  à des  équations  dont  la  comparaison 
avec  certaines  éqtiaUuus  donniies  peut  seryqr'à  découvrir  direcle- 
ueut  les  racinesdë  ces  deruières.  C'est  <»  qu’on  va  voir  poqr  l’é^ 
quation  du  troisième  d«gré.  • ..  . " ; 

Reprenons  l’équation  sans  second  terme  " ; . ' 

[1]  . a?’+3pa^+•2f=0. 

Soitÿun  arc  quelconque,  si  on  regarde  cos f comme  donné  et 
qu’on  fasse  cos{  <{>=:=  on  a trouve  (n°  33),  pour  déterminer  r, 
l’équation  ^ . ' ' . , \ ' • 

£2]  • 

et  si  on'sappose  que  ç soit  l’aiv:  positif  moitidre'  que  H cerrespon- 
dant  au  cosinus 'donné,  il  est  démontré  que  les  trois  racinee  de 
l’équation  [2]  sont  \ . 

[3]  a:==cos|v,  a==cos{ (2H+ç), T 2=C05ï(2H— <?).', 


y Pour  rendre  l’équation  [2]  identique  avec  £l},  11  faut  poser 
deux  conditions  ;.il  faudrait  donc  qu'il  y eût  dqnx  Indéterminées 
dans  l’équation  £2],  et  il  n’y  eu  a qu’une  seule,' On  enintro- 

' ‘ • Sf 

duira  une^econde  p en  faisant  d’où  ? = ^.-Par  cette 

transformation,  l’équation  [5]  devimit  ' ’ 

[4]  . a?’— |p*a?— }-p’cos?=0;  ' ..... 


et  en  multipliant  par  p les.valeurs  £S]>  on  anrâit  lêe  nieinês  de 
cette  dernière  équation  - > ■■ 

.On  ia  reudraidenllqu4Uivecréq'«atioD  [l)  en  p08ttnt^ip’=s3)i,' 
-»-£p*C08i|i»:1?,  d'on 


P=iV—P, 


Ç0Sf= 


pv'-p 


Pour  que  l’arc'  <p  soit  réel,  il  faut  d’abord  que  cos  ^ le  soit,  ce  qui 
exige  que  p soit  négatif  dans  l’équation  [1].  En  conséquence  , j’y 
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change  p en  —pi  par  là  elle  devient 
[5]  X* — Spx-{-S9  = 0; 

etlés  valeurs  de  P et  cos  9 sont  . ' < 


P=2V/p,  cos?  = — 

. • ^ ^ 'vp^  ■■■■■. 

Mais  pour  que?  soit  réel,  il  faut  de  plus  que  cos?,  abstraction 
faite  dii  signe,  soit  <C1'î  c’est  à dire  qu’on  doit  avoir  ç’<Cp’  ou 
ç’— p’<0.  Alors  on  pourra  calculer  ^ par  les  tables,  ét  en 
multipliant  les  valëurs  [3]  par  p ou  2 y/p,  on  aura  les  racines  de 
l’équation  [5],  savoir  : . ' : • " - ■ ' 

» = 2V/ÿcosf? 

■ ■ .af=2V/pcos{(2HH-?), . 

■ »-=2 v'pcos|(2H— t),  . ” 

lesquelles  sont  elles-mêmes  faciles  à calculer  par  les  tables.  On 
raùiènera  sans  peine  celles  du  n?  137  à cellesk:!. 

On  a 'supposé  tacitément  que  la  valeur  p = 2 \/p  était  posi- 
tive. On  peut  aussi  prendre  la  valeur  négative  p = — 2 y^p.  Alors 


au  lieu  de  on  aurait  cds?=;^,;  donc  il  fau- 

drait, dans  les  valeurs  précédentes,  changer  y/p  en— y/p,  et  p 
en  H— Mais  comme  une  équation  du  3®  degré  h’a  que  trois 


racines,  on  ne  trouvera  point  de  nouvelle  valeur  pour  x,  et  c’est 
d’ailleurs  ee  qu’il  sera  aisé  dé  vérifier.  ’ , 

Lorsque  P est  négatif  et  '9’<pf,  l’équation  [1]  tombe  dans  le 
cas  irréductible  : ainsi  ce  cas  est  résolu  par  ce-qui  précède. 

141.  Continuons  de  prendre  p négatif,  mais  supp#sons  qu’on 
ail  9’— p’>0)  le  signe  > n’excluant  pas  l'égalité.  . . - 
Dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  de  x trouvées  plus'haut  ne 
sont  imaginaires  que  parce  que  la  condition  qui  détermine  f 
exigé  qu’on  ait  cos  ?>1  ; il  est  donc  naturel  de  chercher  pour  x 
une  valeur  >2 y/p,  et  pour  cela  je  poserai  x = 2 y/;^coséc 
ou  mieux,  afin  d’éviter  les  fractions,  ar=2y/pcoséc2'J'.  Il  faut, 
donc  composer  à priori  une  équation  du  3*  degré  qui  admette  une 
racine  réelle  de  ce^te  fornre,  dont  les  deux  autres  racines  soient 
imaginaires^  et  qui  puisse  facilement  se  résoudre  par  les  tables. 
Sans  rien  supposer  sur  le  multiplicateur  de  cosëc  2>1',  posons 


* = 2pcoséc2  4>. 
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P Cl ciant  doux'  indéterminées'.  Si  on  observe  que  2 coséc  2 'f' 

2 sin’  >H-  COS’  4' 

sin  2 i(i 


: tang  4 +icot  , on  aura 


sin  4 cos  4 

= P (tang  4'’+ Cüt 'f') 

Donc  a?’=p*(tang’<J'+coi^iJ>')-t‘3p’(tang^f'+cot'}'),  ou  bien,  en 

remetianta^à  laplace  de  p (tang^4'  Cot'^)et  transposant, 

• • , • 

[6]  Sp’jf — p’(tang*4'  + cot^'}')  = 0.  , 

Lés  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  étant  6 et  0^,  il 
est  facile  de  voir  qu’on  arrive  à la  môme  équation  [6],  en  prenant 

l’une  quelconque  des  trois  valeurs 

• 

ar=p(tang'4'+cot4'),  . ' 

x=p  (fl  lang^^+0’cot^^'),  ■ ' . 

x=p'(fl’tang^'+flcot4');  r 

par  conséquent,  ces  valeurs  sont  les  racines  de  l’équation  [6]. 

Maintenant  il  faut  rendre  Cette  équation  identique  avec  lu 
proposée,  a?’— 3pa?+ 2y  ^ 0,  cé  qui  donne 

2o  • 


p^Vp  et  tang’4+cot’4  = 


Vp 


3 • 


Pour  trouver  posons 

luiiiivj  -e.U*  «V-.M 


tang4= V^iangy  : 
on  aura  tang?  = tang^'f',  cotf =cot^  4'  > et  par  suite 

cos  f 


tangf+cot?= — 

Vp’  cosf 
sin’  ?+  cos*  y • 2 y 


2g 


sinycosy 


Vp 


3’ 


sm  f 
sin2yfcs- 


vp’' 

Vp’ 


A insi  les  tables  donneront  y ; au  moyen  de  y on  aura  puis  enfin 
on  aura  les  valeurs  de  x.  En  remplaçanty,  fl,  fl’,  par  leurs  valçurs, 
et  effectuant  les  réductions,  U vient,  comme  au  n°  138,  . 

xs=  2 V/p  coséc  2 

x=  — \/p  (coséc  24'-f  y— S cot  2 
xa= — \/p  (coséc  2 4- — V — 3 cot  2 4'). 

152.  Ces  formules  ne  conviennent  qu’aux  seuls  cas  de  l’équa- 
tion x^+3par-f- dans  lesquels  on  a P négatif  et  y’>p^  : 
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car  autrement  la'valeur  de  sin  27  serait  ou  imaginaire  ou  ]>  J.  li 
faut  donc  changer  de  moyen  quand*|>  est  posiiiL  ' ' 

Alors  soit  fait  x = 2pcot2'4';  ôn  aura  aussi  ' ' 

/^cos»«l'— si■nl<^^  , . 

f ~ C~2iiu^cos;  V . 

et  l’élévation  au  cube  conduit,  comme  plus  haut,  à l’équation 
[7]  jp’+3^’ai— p’ (eot^^  — taug^4’)=0',  . ' 

dont  les  trois  racines  sont  • 

»=p(côt\^— tangi^),  ' . •••.’  • 

4f=p(ficot4-,-9'tang4<),  •' 
a?=pC9’Col^^-:-elangl^). 

On  la  rend  idéntique  avec  la  proposée  en  faisant  p'=\/p, 
cot’  tang^  '!'=  et,  pour  déterminer  4*  à l’aide  des  tables, 

on  posé  ; 

' -.COt'j'=*  t/cot?;  . . ■ ‘ . 

donc  cotp-^iangy  = coi^  iji  — tang’  «f,  et  par  suite  • 

cot7-r-tang7  = -jp^.,  ou’  - coL2f  = ^^.- 

Lare  ? étant  connu,  on  trouvera  <li,  et  ensuite  les  trois  -valeurs 
de  X,.  savoir  : , 

i\/p  cot  2 4<,  t « ' ' 

,ar=— V/p(col2'l' — coséc  2 4), 

' *=— \r'p(cota44-\/-^8coséc2i|<). 

* Les  transformations  précédentes  ne  doivent  point  s’appliquer 
an  cas  où  p est  négatif,  parce  qu’alors  cot  2 7 est  imaginaire. 


' ; iv^  _ . J ■ - - 


■ V 


= ".V 
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GÉOMiÉtRIE  analytique 

A i®DX  BiMJNSlONS.  , 


CHAPITRE  PREMIER.. 


DGS  PROBtÈMES  OÉTBR«IHÊ8. 


. , Règles  pour  meftft  tfn  problème  en  tqRstloo.  ' ■ 

1Û3.  On  appelle  GtoHÉTKiB  ahalttiqùb,  ou,  en  d'aulres  ter- 
mes, Application  de  l’Algèbre  a la  Géométrie,  celte  bran- 
che importante  des  roalhématiques  qui  apprend  à faire  usage  de  ^ 
l'algèbre.dans  les  recherches  g«oihétriqu£s.  Sous  Ce  point  de  vue 
elle  dôitcomprendre  la  trigopométrie,  qui  forme  la  première  par- 
tie de  ce  traité.  , . . . ./ 

ViÉTE,  géomètre  français,  qui  donna  à l’algèbre  de  si.  remar- 
quables accroissements,  est  le  premier  qui  l*ait  employée'  pour 
trouver  les  parties  inconnues  d’une  figure,  en  exprimant  par  des 
équations  les  relations  qui  lient  entre  elles  toutes  les  parties  de 
cette  figure.'  De^cartes  non  seulement  perfectionna  les  travaux 
deViÈTE,  mais  encore  il  inventa  des  méthodes  générales , tout  à 
la  fois  simples  çl  fécondes,  pourramener  la  théorie  des  èOurbes  au 
calcul  algébrique  ; et  cés  méthodes  sont  aux  yeux  de  Ta  postérité 
le  plus  beau  titre  de  gloire  de  ce  célèbre  philosophe.  Elles  n’ont 
été  appliquées  d’abord  qu’aux  courbes  planes,  c’est  à dire  dont 
tous  tes  points  sont  renfermés  dans  un  plan  j et  plus  tard  elles  ont 
été  étendues  pux.surfeces  et  aox  lignes  quelconques^  C’est  de  là  . 
que  vient  la  distinction,  assesgcaéraletisent  adoptée,  de  géométrie 
analytique  àdeumoa  trait  dimansiims. 
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Pour  suivre  l’ordre  le  plus  naturel,  je, commencerai  par  expo- 
ser, avec  les  développements  qu’elle  a reçus  dans  r Arithmétique 
univereelle  deNewTOH,  la  méthode  employée  par  Viète  pour  ré- 
soudre des  problèmes  déterminés.  Il  semble  qu’on  n’y.ait  en  vue 
que  les  questions  relatives  aux  figures  planes,  niais  U sera’ facile 
de  voir  qu'on  peut  y considérer  aussi  les  surfaces  cl  les  solides. 

lèè.  Ces  diverses  grandeurs , lignes,  surfaces,  ou  solides,  peu- 
vent être  rapportées  à une  Unité  de  mesuré  et  évaluées  en  nom- 
bres ; pour  plus  de  généralité,  ces  nombres  peuvent  être  repré^ 
sentés par  des  lettres;  et  dès  lors  on  conçoit  comment  les-gran- 
deurs  de  la  géométrie  peuvent  être  soumises  aux  calculs  de  l’a- 
rithmétique et  de.l’algèbre.  , 

lè5.  Il  arrivé  q^uelquefuis  qu’une  question  de  géométrie  est  si 
facile  à mettre  en  équation,  qu’il  n’est  besoin  d’aucune  règle  pour 
y parvenir. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  de  partager  une  droite  en  moyenne  et 
extrégne  raison,  on  désignera  par  a la*  ligne  donnée,  et  par  x le 
plus  grand  segnient;  alors  le  plus  petit  segment  sera  a^x,  et, 
■ d’après  l’énoncé  du  problème , on  posera  sur  le  champ  l’équation 
[IJ  • ' ■ or*==a(a— ir),  ‘ . , 

d’où  il  est  facile  de  tirer  , 


La  seconde  valeur  est  négative,  et  ne  saurait  convenir  àlaqùes- 
tion  ;car  il  est  évident  que  le  segment  cherché  ne'  peut  être  qu’une 
quantité  positive.  On  n’a  donc  qu’une  solution,  savoir  : 


Il  est  clair  que  quand  ^ aura  évalué  en  - nombre  la  ligne 
donnée,  au  moyen  d’une  certaine  unité  de  longueur,  il  ne  restera 
plus  qu’à  exécuter  les  calculs  indiqués  dans  la  formule,  pour  con- 
naître le  nombre  d’unités  linéaires  contenues  dans  le  segment 
cherché.  v 

Si  on  veut  avoirce segment  par  une  construction  géométrique, 
la  valeur  précédente  en  indique  une  fort  simple.  Elevez  (fig.  36), 
à l’extrémité  de  la  ligne  donnée  AÇ,  une  perpendiculaire  BC 
égale  à la  moitié  de  AB,  et  joignez  AC.  L’hypoténuse  AC  sera 
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égale  décrivant,  du  centre  C avec  le  rayon 

BC,''  une  cirronforcnce  qui  coupe  ÂC  en  D,  on  a évidemment 


donc  = Ainsi,  pour  résoudre  la  question,  il  n’y  a pIusqu’A 
rapporter  AD  en  AM  sur  AB.  On  remarquera  que  cette  construc- 
tion est  précisément  celle  qui  est  connue  en  géométrie. 

La  circonférence  décrite  du  centre  C coupe  le  prolongement 
de  AC  en  D’;  et  si  on  porte  AD'  en  AM'  , sur  AB  prolongé^, 
on  aura  - 

AM'  = AD'=\/a*-|-|*+|:  ' , 

donc  la  seconde  valeur  de  x est  a;t=— AM'.  Je  reviendcai  bien- 
tôt sur  les  valeurs  négatives  des  inconnues,  et  sur  les  construc- 
tions dont  les  expressions  algébriques  soi^  susceptibles.  • 

1Ô6.  Le  problème  précédent  était  fort  simple;  mais  le  plus 
souvent  les  rapports  de  grandeur  et  de  situation,  qui  lient  les 
lignes  entre  elles,  compliquent  les  questions  de  géométrie  à tel 
point  qu’on  a besoin  de  méthodes  et  d’artifices  particuliers  pour 
former  les  étiuaiions  d’où  dépendent  les  inconnues.  Alors,  la  pre- 
mière règle  à observer  consiste  à se  bien  pénétrer  des  relations 
que  ce  problème  établit  entre  les  lignes,  les  angles,  les  surfaces, 
les  solides,  sans  aucune  distinction  des  données  et  des  inconnues  : 
il  devient  facile  ensuite  d’exprimer  ces  relations  par  des  équa- 
tions ; et  enfin  un  déduit  dé  ces  équations,  quand  cela  est  possible, 
les  valeurs  des  quantités  inconnues. 

Par  exemple,  considérons  (fig.  37)  un  triangle  isoscèle  inscrit 
dans  un  cercle;  il  est  évident  qu’il  existe  entre  le  côté  BC,  la  base 
CD- et  le  diamètre  AB,  une  telle  dépendance,  que  deux  de  ces  ti  ois 
lignes  étant  données,  la  troisième  en  dérive  nécessairement.  De 
là  il  soit  que  la  question  peut  être  de  chercher  le  diamètre  par  le 
moyen  du  côté  et  de  la  base,  ou  de  chercher  la  base  par  le  naoÿcn 
du  côté  et  du  diamètre,  ou  enfin , de  chercher  le  côté  par  le  moyen 
de  la  base  et  du  diamètre.  Mais,  quelle  que  soit  celle  de  ces  trois 
questions  qu’on  ait  àiésoudrc,  on  ne  mettra  d'abord  aucune  diffé- 
rence entre  les  données  et  l’inconnue,  et  oh  posera  l’équation  qui 
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* . .1  f . - . • « 

établit  la  relatiun'  mutuelle  des  trois  quantités.  Il  n'y  aunrf>Ius 
alors  qu’à  déduire  de  l’équation  la  valeur  de  la  .ligne  qui  aqra  été 
prise  pour  inconnue.  , , ■ ' - ' 

Soit  fait  la  base  CD— A,  le  côté  BC=e,  le  diamètre  AB=</. 
Supposons  que  ce  diamètre  soit  celui  qui  divise  l’àiigle  CBl)  çn^ 
deux  parties  égales,  il  devra  couper  la  base  CD  perpendiculaire- 
ment en  son  milieu  E.  Or,  d'après  un  théorème,  connu»  la  corde 
CB  est  moyenne  proporiiounellp  entre  le'diamèire  BA  et  le  seg- 
ment B£;  donc  on  a BC*  = .\BXBE,  ou,  en  mettant  lès  Ittires 
qui  représentent  les  lignes,  ■ ■ : • 

, - • . *>  ar’  = rfXBE,  d’où  BE=^. 

Mais  le  triangle  rectangle  CBE  donne  BC*  — BE*=CE’;  par 
suite  il  vient  . 


[3] 


équation  facile  à résoudre,  quelle  que  soit  l’inconnue. 

Si  c’est  le  diamètre  qp’on  cherche,  on  tire  de  cette  équation  la 
valeur  de  if,  et  l’on  a, . 


• d= 


Si  c'est  la  base  qui  e$l  inconnue,  on  life'dè  Téqualion  la  valeur 
de  A,  èt  l’on  trouve  ^ ^ , * 

. te\/<t — O*  ' 

, . h ^ — • 

c a 

EnQn,  si  on  cherche  le  côté  du  triangle  isoscèle,  il  faut  ré- 
soudre l’équation  par  rapport  à o,  ce  qui  donnera 


■ ■ c=  v'  dV  d'  — 

Dans  chacun  de  ces  trois  cas  nous  avons  négligé  les  valeurs 
négatives,  paroe  qu’elles  ne  peuvent  point  convenir  à la  question. 
Les  deuxpremiers  cas a’admetteut  qu’une  seule  solution.  Le  troi- 
sième peut  en  admettre  deux  : il  est  évident  en  effet  que,  quand 
on  domie  le  diamètre. AB  et  la  base  CD,  chacun  des  triangles 
ACD,  BCD,  satisfait  cgaleqientà  la  <tuestion. 

1A7.  Revènons  maintenant  sur  nos  pas,  et  remarquons  la  ma- 
nière dont  on  est  parvenu  à l’équation  [2].  L’inspection  de  la  fi- 
gure a montré  sur  le  champ  que,  par  le  moyen  du  diamètre  AB 
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ei,  du  côté  BC,ou  pouyait  calculer  d’abord  BE,  et  ensuite  la  demi- 
bise  CE;  et  ceci  a suffi  pour  former  l'équation.  De  là  résulte  la 
règle  suivante  posée  par  Newton  : ’ « 

Lor$qu  un  problème  ett  proposé,  il  faut  le  regarder  comme 
résolu,  et  comparer  entre  elles  toutes  les  quantités  qu’il  ren~ 
ferme,  sans  aucune  distinction  entre  celles  qui  sont  connues 
et  celles  qui  sont  inconnues  ; examiner  ensuite  comment  elles 
dépendent  les  tmes  des  autres,  afin  de  reconnaître  quellesjsont 
celles  qui,  étant  données,  pourraient  conduire  à la  détermi- 
nation des  autres.  Alors  il  sera  facile  de  mettre  le  problème 
en  équation. 

là».  Toutefois,  il  importe  de  remarquer,  avec  le  même  géo- 
mètre, qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  reconnaître  du  premier  coup 
d'œil  par  quelles  opérations  le  calcul  peut  conduire  des  premières 
quantités  aux  dernières  : il  suffit  de  sentir  en  général  que  les  unes 
peuvent  se  déduire  des  autres  par  un  moyen  quelconque.  C’est  ce 
qu’on  va  développer. 

Soit  proposé  une  question  dans  laquelle  il  y*  ait  à considérer  le 
diamètre  AB  (lig.  38)  avec  les  trois  lignes  BC,  CD,  DA,  inscrites 
dans  le  demi-cercle.  Si  on  cherche  le  diamètre  ABetque  les  autres 
lignes  soient  données,  on  ne  voit  ni  calcul  lii  construction  propre 
à déterminer  celle  inconnue.  Cependant,  il  est  évident  que  ce 
diamètre  n’est  pas  arbitraire,  car  il  doit  être  tel  qu’on  puisse 
inscrire  dans  le  demi-cercle  les  iroislignes  données.  C’est  pourquoi 
l’on  regardera  AB  comme  connue,  et  l’on  établira  le  calcul  comme . 
s’il  l’était  véritablement.  Alors  on  remarque  qu'il  est  facile  , en 
s’aidant  de  quelques  théorèmes  de  géométrie,  de  calculer  l’une 
quelconque  des  trois  cordes,  AD  par  exempte,  au  moyen  du 
diamètre  et  des  deux  autres  cordes. 

Pour  y parveuir,  menez  la  diagonale  AC,  et  abaissez  GE  per- 
pendiculaire sur  AD  prolongée.  Puisque  l’angle  ACB  est  inscrit 
dans  un  demi-cercle,  cet  angle^esi  droit.  Puisque  le  quadrilatère 
ABCD  est  inscrit  dans  un  cercle,  la  sçmme  des  angles  opposés 
ABC,  ADC,  est  égale  à deux  angles  droits  : or , la  somme  des 
aiigieg  CDE  et  ADC,  est  aussi  égale  à deux  angles  droits;  il  est 
donc  facile  d'apercevoir  que  les  angles  ABC,  CDE,  sont  égaux,  et 
que  par  conséquent  les  triangles  rectangles  ACB,  CED,  sont  sem- 
blables. Cela  posé,  pour  déterminer  AD  au  moyen  de  AB, 
BC  et  CD,  voici  de  quelle  manière  le  calcul  se  conduit. 


lli  . DliUXIÈlIE 'parti*.  • ' ■ 

Soit  fait  AB  = ar,  BC=a,  CD  = A,  AD=c.  Le  Irianglecec- 
tangle  ACB  donne  la  valeur  de  AC,  au  ïnoyen  de  AB  et  de  BCf; 

et  l’on  a 

AC  = \/jf*^o’. 

Les  triangles  semblables  ACB,  CED,  feront  tfouver  CE  et  DE.  En 
effet,  ils  donnent  les* proportions  ^ " -, 

■ CE  : AC;  ; CD  : ab  ou  ce  : : : * : • : 

de:  BC:  ; CD:  AB  ou  DE  af; 

et  dé  là  on  tire  . " ’ 

CE  = ^Æ=E^r  DE=^.  ' 

a se 

Le  triangle  rectangle  AEC  donne  AE=v^  AC’— CE*.  Par  suite , 
en  remplaçant  AC  et  CE  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

AC  = \/a:»-o- 

V ■ X 

Jlaintenant  la  différence  AE— DE  donne  AD,  c’est  à dire 
t^u’on  a , , 

■ AP  — ^ ~ 

Or  AD  doit  être  égal  à c-,  donc  on  a l’équation 

y/ (x* — g’)  (x*  — A’) 

9 X X ’ 

laquelle  devient  successivement 

V/(x*— a’)  (x’ — A’)  = cx+oA, 

(x*— O’)  (x«— A*)  = (cx+aA)*, 

X* — o’x’ — A’x’+«’A’=c’x’+2aAex4-a’A*, 

X* — (o*-i*A*-{“O’)x*-r2aAcx=0, 
et  enfin,  en  divisant  par  x 
[3]  X*— Ca’+A*-fe*)x — 2aAé=0. 

Ainsi,  la  détermination  du  diamètre  AB  dépend  d’une  équation 
du  3*  degré,  ce  qui  donne  lieu  de  penser  que  le  problème  peut  avoir 
trois  solutions.  Nous  ne  ferons  d’ailleurs  aucune  autre  observa- 
tion : car,  ppur  le  moment,  il  s’agit  principalement  de  montrer  de 
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quelle  manière  on  ramène  les  problèmes  de  géométrie  à des 
équations. 

149.  On  est  parvenu  à l’équation  [3]  en  suivant  littéralement 
, la  règle  du  n“  147  ; c’est-à-dire  qu’on  a regardé  comme  connues 

toutes  les  lignes  de  la  question , et  qu’on  a examiné  ensuite  celles 
qui  pouvaient  être  employées  à trouver  facilement  les  autres.  Mais 
souvent  il  est  difficile,  et  même  impossible,  de  suivre  rigoureuse- 
ment cette  marche.  En  effet,  on  est  obligé,  dans  la  plupart  des  cas, 
de  tracer  sur  la  figure  des  lignes  auxiliaires,  qu’il  faudrait  expri- 
mer d’abord  par  le  moyen  des  lignes  qu’on  regarde  comme  con- 
nues, et  dont  les  valeurs  devraient  entrer  ensuite  dans  les  valeurs 
des  lignes  qu’on  regarde  comme  inconnues  : or,  il  est  évident  que 
ces  calculs  deviennent  extrêmement  embarrassants,  lorsque  les 
expressions  des  lignes  auxiliaires  sont  compliquées  d’un  grand 
nombre  de  termes.  Pour  surmonter  ces  difficultés,  il  convient  de 
modifier,  ainsi  qu’il  suit,  la  règle  du  n°  147  : 

Après  avoir  (racé  sur  la  figure  toutes  les  ligties  connues  ou  incon- 
nues qui  se  trouvent  dans  la  question  proposée , on  mènera  les  lignes 
auxiliaires  qu'on  jugera  propres  à en  faciliter  la  solution  par  l'em- 
ploi des  théorèmes  de  la  géométrie.  Ces  lignes  auxiliaires  seront  de 
nouvelles  inconnues,  que  l'on  considérera  comme  si  elles  étaient 
dans  l'énoncé  même  de  la  question.  Alors  on  posera  les  équations  qui 
lient  entre  elles  toutes  les  lignes  de  la  figure.  Quand  le  problème  est 
déterminé,  on  arrivera  toujours  à un  nombre  d'équations  égal  à ce- 
lui des  lignes  inconnues,  et  le  problème  de  géométrie  sera  ramené  à 
la  résolution  de  ces  éqttations. 

150.  Le  problème  du  n“  148  peut  offrir  une  application  fort 
simple  de  cette  règle.  Ayant  tiré  les  lignes  auxiliaires  AC,  CE, 
faisons  toujours  AB  = ar,BC  = a,CD  = é,  DA  = c;  considérons 
la  diagonale  AG  comme  une  nouvelle  inconnue,  et  faisons  AC=y. 
Le  triangle  rectangle  ACB  donne , entre  x et  y,  l’équation 

x*=a’-|-y’.  • 

Or , les  triangles  semblables  ACB , CED , donnent  la  valeur 
DE  = ; et  le  triangle  obtiisangle  ACD  donne , par  un  théorème 

connu,  l’équation 

y*=6‘-|-c»-|-2cX— . 

X 

8 


Digitlzed  by  Google 


DEDXIËMl!  PARTIS. 


HA 


Voilà  donc  deux  équations  dans  lesquelles  se  trouvent  l’inconnué 
auxiliaire  y et  l’inconnue  principale  x.  Si  on  veut  avoir  réqunliOû 
qui  détermine  x par  le  moyen  des  seules  lignes  données  n,  &,  c, 
il  faut  éliminer  y’  entre  les  deux  équations,  ce  qui  est  facile.  Il 
suffît  de  substituer , dans  la  première  équation , la  valeur  de 
donnée  par  la  seconde.  11  vient  ainsi 


2a  bc 


ou,  en  réduisant  convenablement. 


— (a’ 4*  è’-f-c*)®  — 2aéc  = 0 : 


C’est  l’équation  [3]  trouvée  plus  haut. 

161.  Afin  de  présenter  encore  une  application  de  la  réglé  du 
n*  149,  et  de  montrer  de  combien  de  manières  les  solutions  d’une 
môme  question  peuvent  être  variées,  plaçons  ici  une  autre  solu- 
tion du  môme  problème.  Prolongez  CD  et  B.\  (fig.  39)  jusqu’à 
leur  intersection  F,  et  vous  aurez  deux  triangles  BCF,  DAF,  qui 
seront  semblables  : car  l’angle  F est  commun,  et  de  plus  les  angles 
ABC,  ADF  sont  égaux,  comme  suppléments  du  même  angle  ADC. 
Maintenant  il  est  évident  que  si , outre  les  lignes  qui  sont  dans  la 
question,  la  ligne  BF  était  encore  donnée,  nous  trouverions  faci- 
lement CF  et  DF,  et  par  suite  l'équation  CF — DF=CD.  Conservant 
toujours  à nos  premières  lignes  les  mêmes  noms  a,b,c,x,  faisons 
de  plus  BF=y.  Nous  aurons  AF=y-^x,  et  les  triangles  semblablôs 
donneront 


DF:y;:c:a,  d’où  DF=^, 

a 

CP  : y — x'.'.a’.c,  d’où  CP  = . 

Remplaçant,  dans  GF  — DF  = CD,-  les  lignes  par  leurs  valeurs, 

dn  aura 

g (y  jri!  équation. 

c ^ a 

Mais  ayant  traité  comme  connues  deux  quantités  inconnues, 
BA  et  BF,  il  faut  encore  trouver  une  autre  équation.  Pour  cela, 
j’abaisse  CG  perpendiculaire  sur  B.A , et  j’ai 

Kp*  i 

BG:BC::BC:BA,  d’où  BG=g^  = J. 

Or , le  triangle  CBF  donne 

CF=ü  BC*-)-  BF  — 2BF  x BG  ; 
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je  remplace  donc  les  lignes  par  leurs  valeurs , et  il  vient 
a {y  ^ x)  _ _|_  ys  — 2oj/ ^ 2'  équation . 

C 3C 

En  éliminant  l’inconnue  auxiliaire  y,  on  aura  l’équation  de  la- 
quelle dépend  l’inconnue  principale  x.  Je  ramène  d’abord  les 
deux  équations  à celles-ci 

(a’ — c*)  y — a'x  = abc, 

(o* — c*)  y^x  -f-  2o*  (c* — x')  y + o*x* — aVx  = 0 ; 

t 0/f)C 

puis,  de  la  première,  je  tire  y — - • i et,  en  substituant 

cette  valeur  dans  la  seconde,  je  trouve  comme  précédemment, 
après  réductions  faites , 

— (n’-f-  è’-)-  c*)  X — ‘labc  — 0. 

152.  Les  trois  solutions  que  nous  venons  de  donner  pour  le 
même  problème,  ne  sont  pas  également  simples;  et  ceci  donne 
lieu  de  remarquer  que  les  moyens  qui  se  présentent  les  premiers 
à la  pensée  conduisent  souvent  à des  calculs  laborieux,  quand  on 
veut  les  mettre  en  usage.  Il  faut  alors  revenir  sur  ses  pas,  et  faire 
de  nouvelles  tenbitives  pour  s’ouvrir  un  chemin  plus  facile. 

153.  Le  problème  suivant  nous  offrira  de  nouvelles  remarques 
qui  ne  sont  point  sans  importance. 

Étant  donné  un  carré  OCMN  (fig.  40),  mener  une  droite,  par 
le  sommet  M,  de  telle  sorte  que  la  distance  comprise  sur  cette 
drottCi  entre  les  lignes  AA'  et  BB',  qui  forment  l'angle  0 opposé 
au  sommet  M , soit  égale  à une  longueur  donnée  m. 

Pour  le  moment , ne  faites  pas  attention  aux  lignes  ponctuées  de 
la  figure  : elles  se  rapportent  au  n°  167.  Soit  MQP  une  ligne  qui 
satisfait  au  problème;  comme  l’énoncé  laisse  l'inconnue  à volonté, 
et  qu’il  suffit  qu’on  puisse  s’en  servir  pour  déterminer  facile- 
ment la  ligne  cherchée,  je  prends  OP  pour  inconnue.  Je  fais 
0P=  X,  OC  = MC  = a;  on  a d’ailleurs,  par  l’énoncé  môme, 
QP=  m.  Cela  posé,  les  triangles  semblables  OQP,  CMP,  donnent 
QO  : MC  ; : PO  : PC  ; mais  PC  = a;  -j-  a ; donc 

QO  : rt  a;  : a: -1- a,  d’où 

Par  suite , le  triangle  OQP  donne  PQ*  = a:‘  -f-  Or,  PQ  doit 
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être  égal  à m ; donc  x'-\- 


a’x* 

(■K  + û)’ 


»j’,  ou  bien,  en  réduisant, 


[4]  JT*  — (»?.’  — 2fl*)  X*  — lamyx — a'm*  = 0 . 

Ainsi  la  question  dépend  d’une  équation  du  4*  degré. 

Nous  avons  supposé , dans  ce  qui  précède , la  ligne  QP  placée 
dans  l’angle  BOA'.  Or,  la  que.stion  demande  qu’elle  soit  placée 
entre  les  droites  AA',  BB',  sans  désigner  en  particulier  aucun  des 
quatre  angles  droits.  Il  suit  de  là  qu’on  peut  remplir  les  condi- 
tions de  l’énoncé  de  quatre  manières,  ainsi  que  l’indique  la  figure. 
Les  deux  solutions  représentées  dans  les  angles  BOA',  AOB', 
existent  toujours  ; mais  les  deux  autres , représentées  dans  l’an- 
gle AOB,  n’existent  que  lorsque  la  ligne  donnée  m est  suffisam- 
inent  grande. 

Pour  former  les  équations  qui  déterminent  les  trois  dernières 
■solutions , il  n’y  a que  de  légers  changements  à faire  aux  raison- 
nements précédents.  En  désignant  par  x l’inconnue  OP',  ou  OP", 
ou  OP'",  on  arrive  toujours  à l’équation 

ic* — — (m*  — 2«’)  x*  -j-  2ow’a; — = 0. 

Une  observation  se  présente  ici  d’elle-méme , c’est  qu’en  chan- 
geant dans  cette  équation  ,r  en  — x on  retombe  sur  l’équation  [4]  ; 
donc  celle-ci  suffit  pour  donner  toutes  les  solutions  de  la  ques- 
tion, pourvu  qu’on  ait  soin  de  porter  les  valeurs  négatives  de  .rdu 
c.ôté  OA , tandis  que  la  valeur  positive  se  portera  du  cété  OA'. 

154.  L’équation  [4]  est  complète;  mais,  par  un  choix  conve- 
nable d’inconnue , on  peut  parvenir  à une  équation  plus  simple  et 
plus  facile  à résoudre.  Soit  toujours  MQP  (fig.  40)  une  droite  qui 
satisfait  au  problème,  et  soit  H le  milieu  de  PQ  ; je  prends  MH 
pour  inconnue,  et  je  fais  MH=f/.  .l’aurai 

MQ  = y-f,  MP  = y-hf,  CP=y/(y-}.|y_a*. 
Ensuite , à cause  de  MC  parallèle  à QO,  on  a 

CP:OC::  MP;MQ,  d’où  .MQ  x CP  = OC  x MP. 

En  remplaçant  les  lignes  par  leurs  valeurs . cette  égalité  devient 
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OU,  en  élevant  au  carré  et  réduisant, 

[5]  y»_(^2a*+-2)î/*+jg— ^ = 0. 

équation  qui  se  résout  par  le  second  degré.  On  en  tire  d’abord 

• vn^  - 

y*=  a’+ d- O ^a’+ JM* , 

et  ensuite 

y = ^ 

La  première  de  ces  deux  valeurs  est  toujours  réelle  ; c’est  elle  qui 
donne  les  deux  lignes  MQP,  MFQ'.  La  seconde  peut  devenir  ima- 
ginaire , et  c’est  elle  qui  donne  les  lignes  F'MQ",  P"MQ*.  Quant 
aux  valeurs  négatives  de  on  n’en  tient  aucun  compte,  parce 
qu’elles  sont  inutiles.  , 

155.  Il  était  facile  de  prévoir  que  l’inconnue  y ne  dépendrait 
que  des  équations  du  second  degré.  En  effet,  comme  le  point  M 
est  également  éloigné  des  cdtés  de  l’angle  AOB , il  est  évident  que, 
si  on  connaît  la  solution  MQP,  qu’on  prenne  OP'=OQ,  et  qu’on 
tire  MFQ',  on  aura  FQ'=  PQ  = jm  ; donc  FQ'  sera  une  autre  solu- 
tion du  problème.  Pareillement,  si  F'Q"  est  une  droite  égale  à *n, 
en  prenant  0P“'=  OQ"  et  tirant  P^MQ'"  on  aura  aussi  P"'Q"’=  jm. 
Il  est  également  évident  que,  si  on  prend  tes  milieux  H,  H',  H",  H", 
de  PQ,  P'Q',  P"Q",  F'Q",  la  distance  MH'  sera  égale  à MH , et  la 
distance  MH"  égale  à MH";  donc,  en  adoptant  pour  inconnue  la 
distance  du  point  M au  milieu  de  la  droite  égale  à jm  , qui  doit  être 
inscrite,  on  est  certain  que  cette  inconnue  n’aura  que  deux  valeurs 
différentes , et  ne  devra  par  conséquent  dépendre  que  du  second 
degré. 

11  n’en  était  pas  ainsi  lorsqu’on  prenait  pour  inconnue  la  dis- 
tance du  point  0 au  point  où  la  droite  demandée  coupe  la  ligne 
ÂÂ'.  Alors  l’inconnue , qui  était  désignée  par  x , devait  avoir 
quatre  valeurs  tout  à fait  différentes , lesquelles  sont  : x ■=.  OP, 
^ = _0F,  a:  - —OP",  a:=  — OP". 

De  ce  qui  vient  d’être  dit  résulte  cette  règle  importante  que , 
pofur  se  déterminer  dans  le  choix  de  l’inconnue,  il  faut  examiner 
quelle  est  celle  qui  doit  avoir  le  moins  de  valeurs. 

156.  D’après  cette  règle,  s’il  arrive  que  deux  quantités  aient 
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une  telle  ressemblance  de  relation  avec  les  autres  quantités  de  la 
question,  qu’en  prenant  l’une  ou  l’autre  pour  inconnue,  on  ar- 
rive à des  équations  entièrement  semblables,  il  faudra  les  rejeter 
toutes  deux  également,  et  prendre  à leur  place,  pour  inconnue, 
une  quantité  qui  ait  une  même  relation  avec  l’une  et  l’autre,  par 
exemple,  leur  somme,  ou  leur  diiiérence,  ou  une  moyenne 
proportionnelle,  ou  enfin  toute  autre  quantité  convenablement 
choisie. 

Quelquefois  on  aperçoit  sur-le-champ  qu’une  quantité  ne  peut 
pas  avoir  une  valeur  positive  -(-a,  sans  en  avoir  aussi  une  néga- 
tive de  même  gran  leur  — a.  Cette  circonstance  peut  déterminer  à 
prendre  cette  quantité  pour  inconnue  : car  on  est  sûr  qnc  l’équa- 
tion finale  dont  elle  dépend  aura  toutes  ses  raeines  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  et  que  par  conséquent  cette  équa- 
tion ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  l’inconnue. 

Dans  certains  cas  encore,  on  reconnaît  qu’en  prenant  pour  in- 
connue le  rapport  do  deux  quantités,  cette  inconnue  no  peut  pas 

avoir  une  valeur  a sans  avoir  aussi  la  ralcur  Alors  on  est  sûr 

a 

que  l’inconnue  sera  donnée  par  une  équation  réciproque.  Or,  on 
sait  qu’une  telle  équation  s’abaisse  à un  degré  moitié  moindre , et 
cette  considération  peut  paraître  déterminante. 

157.  Mais,  parmi  les  inconnues  qui  au  premier  aperçu  parais- 
icnt  pouvoir  être  employées  avec  un  égal  avantage,  il  y a encore 
un  choix  à faire,  quand  on  veut  avoir  la  solution  la  plus  simple 
possible  ; et  ce  choix  est  quelquefois  tellement  difficile , que  le 
bonheur  semble  y avoir  plus  de  part  que  la  sagacité.  La  dernière 
question  nous  servira  encore  d’exemple. 

Supposons,  comme  plus  haut  (153),  que  la  ligne  M1*Q  satisfasse 
à l’énoncé,  et  élevons  sur  MP  la  perpendiculaire  PR,  qui  ren- 
contre en  R le  prolongement  de  M.N.  11  est  clair  que  le  point  P est 
déterminé  quand  on  connaît  le  point  R : car  il  suffit  alors  de  dé- 
crire une  demi-circonférence  sur  MR  comme  diamètre.  Sans  doute 
il  ne  vient  guère  à la  pensée  de  prendre  la  distance  NR  pour  in- 
connue ; cependant  on  va  voir  qu’on  obtient,  par  ce  moyen , un 
résultat  d’une  extrême  simplicité. 

Soit  donc  NR  = z.  Je  fais  de  plus  MQ  = « , et  j’abaisse  PS  per- 
pendiculaire sur  MR.  Les  triangles  MNQ , PRS  sont  égaux,  car  ils 
sont  rectangles,  et  on  a MN  = PS;  donc  PR  = MQ  = «.  Cela 
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posé,  le  triangle  rectangle  MPR  donne  les  deux  égalités 

MR^MP’+PS*,  MRxPS  = MPxPR. 

En  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  analytiques,  il 
vient 

et  on  a ainsi  deux  équations  entre  deux  inconnues.  Si  on  fait 
passer  le  point  P dans  les  quatre  positions  qu’il  peut  occuper, 
on  verra  que  ces  équations  subsistent  encore , avec  cette  diffé- 
rence que  Z change  de  signe  quand  le' point  R tombe  du  côté 
NR',  et  que  w en  change  aussi  quand  Q tombe  de  l’autre  côté  du 
point  M par  rapport  au  point  P,  lequel  doit  toujours  rester  sur  la 
ligne  A\'. 

On  élimine  m en  retranchant  de  la  1"  équation  deux  fois  la  2*, 
et  il  vient 

d’où  z — ± y/a’-}-  : 

résultat  d’une  simplicité  inespérée,  et  qui  donne  lieu  à la  construo- 
lion  suivante. 

Perpendiculairement  à MN  prenez  MT  = w , et  tirez  NT  : on 
aura  NT  = v/o'4-  »*'•  H faut  donc  porter  NT,  de  N en  R et  en  R' 
sur  MN  prolongée,  puis  décrire,  sur  MR  et  MR',  des  demi-circon- 
férences qui  rencontrent  la  ligne  AA'  aux  points  P,  P',  P",  P'"  ; et 
alors  on  obtient  les  solutions  du  problème  en  traçant  les  quatre 
droites  MQP,  MP'Q',  P'MQ",  P "MQ Les  intersections  P"  et  P"  dis- 
paraissent quand  on  a MR'<2MC , c'est-à-dire  — a<;2o. 

De  là  on  déduit  aisément  m><  20^/2,  ou  bien  »n<20M,  en  re- 
marquant que  la  diagonale  0M  = av^2;  donc  la  plus  petite  ligne 
qu’on  puisse  mener  par  le  point  M , dans  l’angle  AOB , est  égale  au 
double  de  la  distance  OM. 

La  construction  précédente  était  connue  de  Pappus  , géomètre 
d’Alexandrie , qui  vivait  vers  l’an  400  de  l’ère  chrétienne. 

158.  Après  les  développements  dans  lesquels  je  viens  d’entrer, 
le  lecteur  à qui  les  théorèmes  de  la  géométrie  sont  familiers  trou- 
vera peu  de  difficultés  à mettre  les  problèmes  en  équation. 

Quand  la  question  proposée  renfermera  des  angles,  il  faudra 
tirer  des  droites  entre  les  côtés  do  ce.s  angles,  ce  qui  formera  des 
triangles;  et  on  introduira  dans  le  calcul,  au  lieu  des  angles,  les 
côtés  des  triangles , ou  plutôt  les  rapports  de  ces  côtés.  On  pourra 
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aussi  se  servir  des  lignes  trigonométriques , ce  qui  est  la  même 
chose  au  fond  : car  ces  lignes  sont  elles-mêmes  les  côtés , ou  plu- 
tôt les  rapports  des  côtés  de  certains  triangles  rectangles. 

S’il  y a des  surfaces  à considérer,  on  peut  les  remplacer  par  des 
carres  ou  par  des  rectangles , et  les  représenter  par  des  expres- 
sions telles  que  «’  et  ab.  Si  la  question  renferme  des  solides , on 
pourra  leur  substituer  des  cubes  ou  des  parallélépipèdes  rectan- 
gles équivalents,  et  les  désigner  par  des  expressions  de  la  forme 
«*,  a^b,  abc. 

Sur  les  valeurs  négatives  des  inconnues. 

159.  Lorsqu’on  emploie  l’Algèbre  pour  traiter  une  question  de 
nombres,  on  trouve  quelquefois,  pour  les  inconnues , des  valeurs 
négatives.  On  sait  que  ces  valeurs  ne  conviennent  point  à la  ques- 
tion , prise  avec  toutes  les  restrictions  contenues  dans  son  énoncé 
ou  avec  celles  qu’on  y introduit  souvent  par  certaines  supposi-^ 
tions,  faites  soit  au  commencement,  soit  dans  le  cours  du  calcul; 
et  on  sait  aussi  comment,  en  changeant  dans  les  équations  le 
signe  des  lettres  qui  représentent  les  inconnues,  on  peut  lever  ces 
diflerentes  sortes  de  restrictions.  Ces  remarques  s’appliquent  éga- 
lement aux  problèmes  de  géométrie  qu’on  résout  par  l’Algèbre  : 
c’est  ce  qui  va  être  développé. 

160.  Reprenons  le  problème  du  n»  145,  dans  lequel  on  propose 
de  partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison.  Il  est  évi- 
dent que  cet  énoncé  revient  au  suivant  ; Partager  une  droite  AB 
(fig.  41)  en  deux  segments  AM,  MB,  de  telle  sorte  que  le  seg- 
ment AM  soit  moyen  proportionnel  entre  la  ligne  entière  AB  et 
l'autre  segment  MB. 

En  faisant  AB  = a,  AM=ar,  on  a MB  = a — x,  et  l’équation  du 
problème  est 

x^  — a{a — X), 

de  laquelle  on  tire  les  deux  valeurs 


La  première  valeur  est  positive  et  moindre  que  a;  donc  elle  dé- 
termine véritablement  un  point  M situé  entre  A et  B , ainsi  que 
1 exige  I énoncé.  Mais  la  seconde  est  négative , et  par  cette  raison 
ne.saurait  convenir  à la  question. 


'■  — — ' 
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Changeons,  dans  l’équation,  le  signe  de  2;,  elle  devient 

[2]  a;’=a(a4-^); 

et  en  prenant  positivement  la  valeur  de  x,  qui  tout  à l’heure  était 
négative,  on  aura  l’expression 


qui  devra  satisfaire  à l’équation  [2] . Or,  cette  équation  est  précisé- 
ment celle  qu’on  trouve,  si  on  cherche,  sur  le  prolongement  de 
la  droite  6A  au  delà  de  Â,  un  point  M',  tel  que  la  distance  ÂM' 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  distance  BM'  et  la  droite 
donnée  AB.  Do  là  il  suit  qu’en  portant  la  valeur  positive  de  x du 
côté  AB , à droite  de  A , et  la  valeur  négative  de  x , prise  abstrac- 
tion faite  de  son  signe,  du  côté  AX,  à gauche  de  A,  on  aura 
toutes  les  solutions  du  problème  proposé , généralisé  ainsi  qu’il 
suit  : 

Sur  une  droite  indéfinie,  qui  passe  par  deux  points  donnés  A 
et  B,  déterminer  un  point  dont  la  distance  au  point  A soit  moyenne 
proportionnelle  entre  sa  distance  à l’autre  point  B et  la  distance 
donnée  AB. 

Cet  énoncé  est  dégagé,  comme  on  voit,  de  la  restriction  qui 
exigeait  que  le  point  demandé  fût  placé  entre  A et  B , et  non 
ailleurs. 

161.  On  aurait  pu  proposer  d’abord  ce  dernier  énoncé.  Alors, 
considérant  le  problème  comme  résolu , et  supposant  que  le  point 
M en  remplit  toutes  les  conditions,  nous  aurions  fait  encore 
l’inconnue  AM  = a?,  et  nous  serions  arrivés  à la  même  équa- 
tion [1] , et  aux  mêmes  valeurs  de  x.  Mais  il  est  évident  que  nous 
aurions  introduit,  dès  le  commencement,  une  restriction  étran- 
gère à l’énoncé  : car  nous  aurions  assujetti  nos  calculs  à la  suppo- 
sition que  le  point  cherché  M fût  placé  entre  les  points  A et  B.  La 
valeur  positive  est  la  seule  qui  réponde  à cette  hypothèse  ; et  la 
valeur  négative , étant  prise  positivement  et  portée  du  côté  AX 
opposé  à celui  ou  l’on  a cherché  le  point  M , déterminera  la  se- 
conde solution  du  problème  général. 

Ainsi , la  valeur  négative  sert  tantôt  à compléter  la  résolution 
d’un  problème,  dont  la  question  proposée  n’est  qu’un  cas  particu- 
lier, tantôt  à lever  une  restriction  introduite  pour  faire  les  raison- 
nements et  les  calculs.  Mais  ce  qu’il  faut  remarquer  dans  tous  les 
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cas,  c’est  que  cette  valeur,  prise  en  grandeur  absolue,  a été  portée 
du  côté  opposé  à celui  où  devait  être  située  la  distance  cherchée. 
C'est  pour(iiioi  nous  élabiiioris  le  principe  suivant  ; 

Si  on  emploie  l'nlfjhbre  pour  résoudre  un  problème  de  géométrie, 
et  qu’on  qircnne  pour  inconnue  une  distance  comptée  sur  une.  ligne 
donnée,  à partir  d'un  point  fixe  situé  sur  cette  ligne,  les  valeurs 
négatives  de  l’inconnue  devront  être  portées  dans  un  sens  opposé  à 
celui  où  l’on  a supposé  que  cette  distance  était  placée. 

Au  fond,  ce  principe  no  diffère  pas  de  celui  qui  a déjà  été  établi 
dans  la  première  partie  (7)  ; et  je  dirai  aussi  qu’il  n’est  pas  du 
nombre  de  ceux  qu’on  puisse  démontrer  a priori.  On  y parvient 
par  analogie  ou  par  extension  d’idées,  et  les  applications  viennent 
ensuite  le  confirmer. 

16‘2.  Je  vais  encore  me  servir  du  même  problème  pour  pré- 
munir le  lecteur  contre  une  erreur  grave,  dans  laquelle  on  tombe 
quelquefois. 

Je  n'ai  pas  supposé  que  le  point  cherché  pût  se  trouver  du 
côté  BY,  parce  que,  pour  un  point  quelconque  N situé  de  ce  côté, 
la  distance  AN  étant  plus  grande  que  AB  et  que  BN,  on  ne  saurait 
avoir  aN*  = AB  X BN,  ainsi  que  l’exige  la  question.  Mais  admet- 
tons pour  un  moment  que  cette  remarque  ait  échappé,  qu’on 
veuille  déterminer  le  point  N d’après  la  condition  AN*=ABxBN, 
et  qu’on  prenne  pour  inconnue  la  distance  BN,  En  faisant  BN=«, 
on  aura  AN  = a + x,  et  l’équation  à résoudre  sera 

(o  + x)*=ax,  ou  + = 

On  en  tire 


valeurs  qui  sont  imaginaires,  et  qui  indiquent  une  impossibililé. 
Mais  on  se  tromperait  grossièrement  si  on  concluait  que  l’impos- 
sibilité se  trouve  dans  la  question  môme  : car  ce  qui  a été  dit  plus 
haut  montre  le  contraire.  L’impossibilité  réside  ici,  tout  entière, 
dans  la  supposition  que  le  point  cherché  soit  placé  du  côté  BY. 
Pour  nous  en  assurer,  cherchons  s’il  existe  de  l’autre  côté  BX 
quelque  point  qui  puisse  remplir  la  condition  de  l’énoncé.  On  dé- 
signera encore  par  x la  distance  du  point  B à ce  point  inconnu  ; 
et  sa  distance  au  point  A sera  a — x ou  x — a,  selon  que  ce  point 
inconnu  sera  avant  ou  après  le  point  A. 
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Pans  le  premier  cas , on  aum  (a — x)'=^ax\  el,  dans  le  second , 
on  aura  (x — 8)*=-.ax.  Or,  ces  équations  reviennent  toutes  deux 
à celle-ci 

X*  — 3ax  + a’  = 0; 

par  conséquent  cette  dernière  donnera  en  môme  temps  le  point 
M el  le  point  M'.  Et  en  effet , si  on  la  résout , on  trouve  deux  va- 
leurs réelles  et  positives , savoir 


On  voit  donc  que  si  on  cherche  une  distance  inconnue  du  côté 
oppose  à celui  où  elle  doit  être  placée , l'erreur  de  la  supposition 
n’est  pas  toujours  rectifée  par  des  valeurs  négatives , ainsi  qu’on 
pourrait  le  penser.  Cette  erreur  en  effet,  dans  l’exemple  ci-dessus, 
n’a  été  indiquée  que  par  des  expressions  imaginaires. 

Sur  riiomogénéilé. 

163.  Dans  les  calculs  de  l’Algèbre,  les  lettres  sont  regardées 
comme  exprimant  des  nombres  et  des  rapports  ; par  conséquent, 
dans  les  formules  et  dans  les  équations  auxquelles  conduisent  les 
problèmes  de  Géométrie,  les  lignes,  les  surfaces  et  les  solides  doi- 
vent être  considérés  comme  évalués  en  nombres.  Ainsi,  les  lettres 
a,  b,  X,  ayant  été  prises  pour  désigner  des  lignes,  la  formule 

a;=2-l--  montrerait  qu’il  brut  diviser  le  nombre  d’unités  li- 

néaires  contenues  dans  b , par  le  nombre  d’unités  linéaires  conte- 
nues dans  a,  puis  ajouter  2 au  quotient,  et  qu’alors  on  aurait  le 
nombre  d’unités  linéaires  contenues  dans  la  ligne  inconnue  x. 

164.  Mais  il  y a,  sur  la  forme  des  équations  dans  lesquelles  U 
entre  des  grandeurs  géométriques,  un  principe  important , qu’on 
pourrait  nommer  loi  d'homogénéité,  et  qu’il  faut  établir  ici-  En 
voici  l’énoncé  : Si  des  lettres  n,  b,  c,....  qui  entrent  dans  une  équa~ 
tion,  représentent  des  lignes,  el  qu’aucune  ligne  particulière  n’ ait 
été  prise  pour  unité,  l'équation  doit  être  homogène  par  rapport  à 
ces  lettres , ou  être  la  somme  de  plusieurs  équations  homogènes  C^). 

n Une  expression  ou  une  équation  est  dite  homogène  par  rapport  li  eer- 
taines  lettres , quand  tous  les  termes  sont  de  même  degré  par  rapport  A ee« 
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Ce  principe  se  vérifie  sur  toutes  les  égalités  qui  sont  établies  par 
les  théorèmes  de  la  Géométrie , et  il  est  évident  qu’il  doit  égale- 
ment avoir  lieu  pour  toutes  les  égalités  qui  se  déduisent  de  celles-là 
par  les  calculs  algébriques.  Mais  une  démonstration  générale  est 
nécessaire,  et  j’ai  proposé  la  suivante. 

Pour  mieux  fixer  les  idées , je  me  servirai  d’une  équation  parti- 
culière. Soit  celle-ci 

[1]  — — 1-|-^=0, 

qui  n’est  point  homogène  par  rapport  k a,  b,  c,d.  Supposons  que 
ces  lettres  représentent  des  lignes,  et  admettons  qu’aucune  ligne 
particulière  n’ait  été  prise  pour  unité,  ou,  en  d’autres  termes, 
que  l’unité  soit  restée  indéterminée. 

Remarquons  que  dans  cette  équation  les  opérations  indiquées 
sont  toutes  des  opérations  de  calcul  : de  sorte  que  cette  équation 
ne  peut  avoir  aucun  sens , à moins  qu’on  n’y  regarde  les  lettres 
a,  b,  c,d,  comme  représentant  non  pas  les  lignes  elles-mêmes, 
mais  bien  les  nombres  ou  rapports  qu’on  obtiendrait  en  mesurant 
les  lignes  avec  une  unité  linéaire.  C’est  en  effet  de  cette  manière 
que  l’équation  doit  être  comprise  ; mais  afin  d’éviter  toute  confu- 
sion , je  désignerai , pour  un  moment , par  A , B , C , D , les  lignes 
elles-mêmes , et  je  ne  considérerai  plus  a,  b,  c,d,  que  comme  de 
simples  rapports.  Par  hypothèse,  l’unité  est  restée  indéterminée  : 
prenons-la  à volonté  et  noinmons-la  X.  Alors  les  lettres  a,  b,  c,d, 
dans  l’équation  [1],  pourront  être  regardées  comme  les  rapports 
des  lignes  A , B , C , D , à la  ligne  X. 

D’un  autre  côté,  il  est  évident  qu’au  lieu  de  rapporter  directe- 
ment une  ligne  P à l’unité  X , on  peut  évaluer  d’abord  P et  X en 
nombres  au  moyen  d’une  ligne  quelconque  p,  et  qu’en  prenant 
ensuite  le  rapport  de  ces  deux  nombres,  on  aura  le  rapport 
de  P à X. 

D’après  cette  remarque , si  nous  désignons  par  a' , b' , d , d' , 
les  nombres  qui  expriment  les  lignes  A , B . C , D , X , rapportées  à 
une  ligne  arbitraire  p , les  rapports  deA,B,C,D,àX,  seront 

lettres.  Ainsi  l’équation  2ax  + ia^bc  — bx — est  homogène  par  rapport 

à O,  6,  c,  x;  et  le  degré  de  l’homogénéité  est  2,  parce  que  tous  les  termes 
sont  du  2'  degré. 
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, a'  b'  c'  d\ 

é^AUX  8 J J J ^,5 


or,  ces  rapports  sont  désignés  dans 


l’équation  [1]  par  a,  b,  c,  d ; on  peut  donc  mettre  ces  rapports 
à la  place  de  ces  lettres,  et  il  viendra 


x”  "•"y 


b' 


+ 


d’y 

a'  c' 


=0. 


On  peut  d’abord  écrire  cette  équation  ainsi 
a'*  , é'/Sÿ  , //Wÿï  ^'/TWÿ'-  ax"»  , d'x'»  „ 

X/1+  V*  X'*  V ïT'+oVX'*—"’ 


et  ensuite , en  multipliant  les  deux  membres  par  X",  on  aura 
[2]  + + + = 
ou , ce  qui  est  la  même  chose , 

o'*  + *'v/^+(^'  — ^7d')X'^+  — I)  X’  = 0. 

) Maintenant,  rappelons  que  l’unité  X peut  être  prise  à volonté,  et 

observons  que,  quelle  que  soit  cette  ligne,  les  rapports  o',  b',  c' , d', 
des  lignes  A,  B,  C,  D,  à l’unité  p,  ne  doivent  point  changer,  mais 
que  le  rapport  X'  de  X à p variera  nécessairement,  et  pourra  même 
devenir  égal  à tel  nombre  qu’on  voudra.  Il  résulterait  de  là  que 
l'équation  précédente  devrait  subsister  pour  toutes  les  valeurs  • 
de  y ; donc  les  multiplicateurs  des  diverses  puissances  de  X'  de- 
^ vraient  être  nuis  séparément , ce  qui  donne  les  équations 

a'*+ô'v/âV=0,  ^?d'  = 0,  4~,—  % = 0. 

de  O 

Comme  o',  6',  c',  d',  représentent  les  rapports  des  lignes  A,  B , 

C,  D,  à une  unité  arbitraire  p,  prise  tout  à fait  en  dehors  des  lignes 
de  la  question , le  sens  des  lettres  accentuées  a',  b',  c\  d',  est  ab- 
solument le  même  que  celui  des  lettres  a,  b,  c,  d,  dans  l’équa- 
tion [1].  On  peut  donc  indifféremment  ou  conserver  les  équations 
précédentes  ou  y supprimer  les  accents , et  écrire 

‘ [3]  a*-\-bJac  = 0,  ^(ib  — \/cd  = 0,  — — r = 0. 

ac  b 

Or,  celles-ci  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  l’équation  [1], 
en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  degré  et  égalant  chaque 
groupe  à zéro. 
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Ainsi  se  trouve  démontrée  la  loi  d’homogénéité;  et  de  plus  on 
voit  comment  s’obtiennent  les  équations  séparées  dans  lesquelles 
se  partage  l’équation  proposée  quand  elle  n’est  pas  homogène. 

On  doit  remarquer  aussi  que  le  principe  et  la  démonstration 
subsistent  encore  quand  l’équation  contient  des  surfaces  et  des 
solides,  pourvu  qu’on  ait  soin  de  compter  pour  deux  facteurs  les 
lettres  qui  représentent  des  surfaces,  et  pour  trois  facteurs  celles 
qui  représentent  des  solides. 

165.  La  loi  d’homogénéité  cesse  de  s’appliquer  dès  qu’on  sup- 
pose qu’une  ligne  donnée  a été  prise  pour  unité;  car  alors  les 
facteurs  et  les  diviseurs  égaux  à cette  ligne  disparaissent.  Mais  il 
est  toujours  facile  de  rétablir  l’homogénéité  en  restituant  dans 
l'équation  ces  facteurs  et  ces  diviseurs.  C’est  ce  que  montre  de  la 
manière  la  plus  évidente  la  comparaison  des  équations  [IJ  et  [2], 
Dans  celle-ci , V ne  sera  plus  un  nombre  arbitraire,  puisque  1 n’est 
plus  une  unité  indéterminée,  mais  bien  une  ligne  donnée  qui  a 
été  prise  pour  unité.  D’ailleurs,  l’unité  auxiliaire  p,  à laquelle  les 
.lignes  A,  B,  C,  D,  X,  sont  rapportées,  est  tout  à fait  arbitraire. 
Ainsi  a',  b',  c',  d',  X',  représenteront  les  nombres  qu’on  obtien- 
drait en  évaluant  les  lignes  de  la  question  avec  telle  unité  qu’on 
voudra,  et  qui  reste  indéterminée.  Pour  simplifier,  on  ôtera  lôS 
accents , et  il  viendra 

[4]  o*-f  = 


Mais  les  lettres  a,  b,c,  d,  n’ont  plus  exactement  le  même  sens 
que  dans  l’équation  [1]  : car  d’abord  on  supposait  X = 1 , do  sorte 
que  CCS  lettres  désignaient  les  autres  lignes  rapportées  à cette 
ligne  X prise  pour  unité,  tandis  qu’à  présent  funité  est  entière- 
ment indéterminée.  Et  remarquez  bien  qu’en  mémo  temps  la 
ligne  X se  trouve  replacée  dans  l’équation  de  telle  manière  que 
1”.  omogénéité  est  rétablie. 

Comme  l’équation  [2]  a été  déduite  de  l’équation  [I]  en  y sub- 


stituant 


au  lieu  de  a , 6 , . . . , et  que  l’équation  homo- 


gène [4]  vient  de  l’équation  [2]  en  y supprimant  partout  les  ac- 
cents, il  est  clair  qu’on  peut  arriver  à cette  équation  homogènê 

Cl  6 

eh  mettant  immédiatement  ^ , r- , . . . dans  l'équation  [1]  à la  place 

A A 
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d«  a,  6 , < . . On  est  ainsi  ramené  à la  règle  prescrite  pour  rétablir 
le  rayon  dans  les  formules  trigonomélriques  [19]. 


CoDSlruction  des  expressions  algébriques. 


166.  Non-seulement  l’Algèbre  remplace  les  procédés  graphi- 
ques par  des  méthodes  de  calcul  qui  permettent  de  porter  les  ap- 
proximations aussi  loin  qu’on  veut  ; mais  encore  elle  est  souvent  le 
moyen  le  plus  sûr  pour  découvrir  les  constructions  dont  un  pro- 
blème de  Géométrie  est  susceptible.  C’est  ce  qu’on  peut  déjà  pres- 
sentir par  celles  qui  ont  été  rapportées  n°’  145  et  157 , et  c’est  ce 
que  je  vais  plus  particulièrement  expliquer  dans  cet  article. 

167.  Je  vais  d’abord  faire  voir  comment  on  peut  construire, 
avec  la  règle  et  le  compas,  une  ligne  inconnues,  qui  est  exprimée 
sans  radicaux  en  fonction  de  lignes  connues  a,  b,  c. ..  Je  ne  pren- 
drai pour  exemples  que  des  équations  homogènes  , parce  que  les 
autres  se  ramènent  à celles-ci  (165). 

V Soit 

ab 

x = — . 
c 


Cette  valeur  est  égale  au  quatrième  terme  de  la  proportion  c : à 
::  b :x;  on  obtiendra  donc  x en  construisant  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  c,  a,  b. 

2°  Soit 


X — 


2«’èc 

d*e 


On  décompose  cette  expression  ainsi  : x=^^^  X Par  une 
quatrième  proportionnelle,  on  trouve  une  ligne  a égale  à 

(JL 

et  l’on  aura  x — On  peut  écrire  a;  = ^ X - ; et  en  cher- 
de  de 

ab 

chant  encore  une  quatrième  proportionnelle , p , égale  à , on 
a x = expression  qui  se  construit  elle-même *par  une  qua- 


trième proportionnelle. 
3°  Si  on  avait 


am‘  , bm*  . cm 
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il  est  clair  qu’il  suffirait  de  chercher  des  quatrièmes  proportion- 
nelles. Mais,  dans  ce  cas,  les  constructions  s’enchaînent  assez  élé- 
gamment comme  il  suit. 

Soient  (fig.  42)  RM  = ot  et  RN  = n : faites  un  angle  quelcon- 
que RNS , menez  MT  parallèle  à NS , prenez  NA = a , et  tirez  RA 
qui  coupe  MT  en  F.  On  aura 

RN  ou  « ; RM  ou  m NA  ou  a : MF,  d’où  MF  = — - 

n 


Menez  FF'  parallèle  à RN,  et  prenez  F'R  = 6,  on  aura 
NB  = MF-1-F'B  = — -1-6;  donc,  si  on  tire  RB,  qui  rencontre 

' ti 

MT  en  G , on  aura 


RN  ou  w :RM  ou  wi::NB  ou  6:  MG,  d’où  MG  = ^ -f- 


Enfin , soit  GG'  encore  parallèle  à RN , et  G'C  = c.  On  aura 
NC  = MG  -f-  G'C  = -j-  c ; et  par  conséquent,  après  avoir 

mené  RC , qui  coupe  MT  en  H , il  viendra 


n’  n 
donc  x = MH, 


d’où 


amr  , ô»l’  . cm . 

MH  = ; J y 

' n*  n 


4"  Soit 


abc  — rf* 
mn 


Ayant  remarqué  que  la  ligne  d entre  dans  cette  expression  plus 
de  fois  que  les  autres , je  fais  abc  = «Pa , mn  = dp , p’  = dy  ; et  il 
vient 

d*(g — d) d(g  — d) 

^ <^(P  + y)  P+ï 

On  obtiendra  donc  x en  construisant  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  trois  lignes  p-j-y,  o— d etd.  Quant  aux  lignes  incon- 
nues tt,  P,  y ,*elles  sont  déterminées  par  les  équations  posées  ci- 
dessus  , lesquelles  donnent 


abc  mn 

P = 


d ’ 


P“ 

^=d' 


monomes  semblables  à ceux  des  exemples  p^cédents. 
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On  v<Mt  que  tout  l’arti&^e  de  la  méthode  consiste  à transformer 
le  numérateur  et  le  dénominateur  en  produits  de  facteurs  du  pre- 
mier degré. 

.5°  Soit  encore 

a‘ -1- é»  + c*  — 2a’é*  — 2ûV  — 26»^» 

^ ~ o’é -1- aô»  + aV  + «ic*  + -I- éc* -I- 2a6c' 

L’habitude  du  calcul  suggère  quelquefois  d’heureuses  décompo- 
sitions, et  c’est  ce  qui  arrive  ici.  En  effet,  avec  un  peu  d’attention 
on  reconnaît  que  cette  expression  peut  se  changer  en  celle-ci  : 

'a-\-b-\-c){a-\-b  — c)  (a  c — b)  (a  — h — C; 

{a  -f-  6)  (a  -|-  ej  (6  -}-  r) 

laquelle  est  facile  à construire , puisqu’elle  ne  contient  que  des 
produits  de  lignes  connues. 

168.  Je  passe  aux  expressions  qui  contiennent  des  radicaux  du 
second  degré.  Les  plus  simples  sont  les  suivantes  : 

x — ^ab,  x==\ja* — ft*. 

La  première,  x — \Jab,  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  lignes  a et  b , et  la  Géométrie  donne  plusieurs  con- 
structions pour  la  déterminer.  La  deuxième,  x = ^a’-^-  6*,  est 
l’hypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  a et  b.  Enfin 
la  troisième,  x — y'a*  — 6*,  est  le  côté  d’un  triangle  rectangle  qui 
a pour  hypoténuse  a,  et  pour  second  côté  b.  On  peut  encore  dé- 
composer v/a* — 6*  en  v^(o-l- 6)  (a  — b),  et  alors  ce  sera  une 
moyenne  proportionnelle  entre  a -|-  6 et  a — b. 

Construisons  les  valeurs  de  y trouvées  n”  154 , • 

y = V^a’-|-i»i’rt  ay^a*-}- wi*. 

.Sur  les  côtés  a et  m on  formera  un  triangle  rectangle , sur  les  cô- 
tés a et  ^ m on  en  formera  un  second  ; et,  en  nommant  a , p , leurs 
hypoténuses,  les  valeurs  de  y deviendront  y = y/{i’rta«.  Pour 
changer  aa  en  un  carré , on  prendra  la  moyenne  proportionnelle  y , 
entre  a et  a ; et  alors  on  aura  y = v^p’±y*,  valeurs  qui  se  con- 
struisent par  des  triangles  rectangles. 

Considérons  maintenant  une  valeur  aussi  compliquée  qu’on 
voudra  : par  exemple , 

I 4 /«'é*  — oée*  -1-  c‘ 

b ' Y Bc  -j-  è* 

9 
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Je  transforme  d’abord  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  en  «ne 
fraction  dont  Je  numérateur  et  le  dénominateur  scêent  des  pro- 
duits de  lignes,  comme  dans  le  n°  167.  Je  pose  donc 
abc*  = c’p , 6*  = CY  ; et  alors  il  vient 

^_ac  , ^ /c*(a-:-p-f  ç)_ec  , . /c*(*  — 8-l-c) 

.7.  .V  V ,;(o+Y)  ~ i>  ■^V  ' « + r ■ 

Je  cbaxhe , pqr  de»  quatrièmes  pnoportimmeUes,  deux  lignes  £ et 

^ égales  à ^ et  à . on  aura  x = l-\-  t/cB'.  Enfin,  soit  o 

b « + Y , 

une  moyenne  proportionnelle  entre  c et  S',  il  viendra  x = S-\-p, 
et  il  ne  s’agira  que  d’ajouter  deux  lignes. 

Quant  aux  lignes  représentées  par  Yi  od  les  trouye  par  des 
quatrièmes  proportionnelles  : car  on  a 

(^V.ab  6*  ' 

169.  Les  constructions  né  seraient  pas  plus  difficiles,  si  Içs  radi- 
caux avaient  pour  indice  une  puissance  de  2.  Par  exemple , soit 


je  changerai  facilement  la  quantité  soumise  au  radical  en  un  pro- 
duit de  quatre  facteurs  simples.  Pour  cela , je  pose  è*  = «A» , 
et  il  viemt 

Je  représente  par  y I**  quatrième  proportionnelle  égale  à 
^ ‘a  ^ moyenne  proportionnelle  égale  à ; at 

on  aura  

■ ' .r  = y n*Y  = V^Vo*Y  — — VaS* 


’a*(a  — 3a-|-p)_  Vo*  (g — 3g-|-p) 
a’  (a  -j-  a)  V a -f-  a 


Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’avoir  une  moyenne  proportionnelle 
entre  a et  5. 

170.  Les  équations  du  second  degré  se  ramènent  à la  forme 
2c*  -(-  ax  = g.  Si  a et  a;  sont  des  lignes , l’homogénéité  exige  que  q , 
abstraction  faite  de  son  signe,  représente  une  surface  ou  un  pro- 
duit de  deux  lignes.  Soit  6*  le  carré  équivalent,  faisons  dans 


I 
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l’équation  toutes  les  combinaisons  que  peuvent  donner  les  signes 
de  ses  termes , et  on  aura  les  quatre  suivantes  : " ' ' ■ 

[1]  — ax=^  — b*,  [2]  ar*-f 

[3]  .T*  — nx  = -\-  A*,  [4]  x* ax. -xà -\- ' 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x,  on  n’aura  que  des 
ladicaux  du  second  degré  ; noais*  je  vais  foire  voir  qn’il  n’est  pas 
nécessaire  de  les  résoudre  pour  en  construire  les  racines. 

La  première  équation,  à;’  — rt,r  = — A*,  étant  Qiiçe  3pus  la 
forme  , . . 

. = .... 
montre  que  sQQt  deux  lignas  .dont  la  somme  est  égale 

à une  longueur  donnée  a , et  dont  le  rectangle  est  égal  à un  oarré 
donné  A*.  On  décrira  donc  (fig.  43)  Un  derai-oerele  aUr  un  dia> 
mètre  AB  égal  A a ; perpendiculairement  à AB , on  élèvera  BC 
égal  à A ; puis  on  mènera , parallèlemeat  à AB , la  ligne  CF  qui 
coupe  la  demi-circonférence  en  O ; enfio  on  abaissera  DE  per- 
pendiculaire sur  AB.  Las  segments  B£  et  A£  seront  valeurs  de 
l'inconnue.  En  effet,  soit  x l’un  des  segments,  l’autre  sera 
Or , ou  a B£  X A£  xs  ÜË’  ; donc  .r  (« — r)  = V,  ce  qui  est  l’équa- 
tion à résoudre.  • 

Si  BC  = -J  AB , ou  A*  = ^ o’,  la  ligne  CF  devient  tangente , et  les 
deux  segments , AE , BE , sont  égaux  à ^ : ce  cas  répond  à celui 
où  les  racines  de  l’équation  sont  égales.  Mais  si  BC  surpasse  ^ AB , 
la  ligne  CF  cesse  de  rencontrer  le  cercle,  circonstance  qui  répond 
au  cas  des  racines  imaginaires. 

L’équation  [2] , »*  -f-  é.r  œ — A*,  n’a  point  de  racines  positives. 
En  y changeant  a?  en  — .r , elle  devient  x’ — ax  = — A*,  équation 
semblable  à la  première  ; donc , après  avoir  trouvé  les  racines  de 
eeUe>ci , il  faudra  leur  donner  le  signe  — . 

Prenons  maintenant  l’équation  [.3] , et  écrivons-la  ainsi  î 

' ‘ ■ x{x  — a)=zt^. 

Sous  cette  forme,  ou  voit  que  x et  ic  — a sont  deux  lignes  dont 
la  différence  est  égale  à a , et  dont  le  rectangle  est  égal  à A’.  Pour 
les  trouver,  je  décris  un  cercle  (fig.  44)  sur  le  diamètre  AB^a, 
je  mène  la  tangente  BC  = A,  et  je  tire  la  sécante  COE  par  le 
point  C et  par  le  centre.  Les  valeurs  de  x seront 
x = — CD  : car,  en  mettant  chacune  d'elles  dans  l’équation 
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x(^x  — a)  = U‘,  ou  arrive  à l’égalité  CDxCE=ÏC*,  laquelle  a 
été  démontrée  en  Géométrie. 

L’équation  [4]  a pour  racines  celles  de  l’équation  [3] , prises 
avec  des  signes  contraires  ; par  conséquent  les  valetirs  de  x sont 
a:  = CD,  x = — CE. 

171.  Nous  ne  parlerons  point  ici  des  expressions  irrationnelles 
qui  ne  peuvent  pas  se  réduire  à des  radicaux  du  second  degré , 
attendu  qû’îï  n’est  point  possible  âe  les  construire  avec  la  droite  et 
le  cercle,  seules  lignes  qu’on  étudie  en  Géométrie.  Cette  proposi- 
tion , qu’on  néglige  ordinairement  de  démontrer , péut  c.epcndant 
l’étre  d’une  manière  fort  simple. 

Supposons,  en  effet,  que  le  problème  dont  il  s’agit  puis.se  se 
résoudre  en  ne  traçant  que  des  droites  et  des  cercles,  mais  qu’on 
ignore  comment  ces  lignes  doivent  être  menées.  Il  n’en  est  pas 
moins  évident  que,  si  on  suit  avec  attention  les  constructions  suc- 
cessives qu’on  fait  sur  les  données  (droites,  cercles  et  angles), 
pour  arriver  à la  ligne  inconnue , il  sera  toujours  possible  de  lier 
ces  données  à l’inconnue  par  un  enchaînement  de  triangles , tous 
parfaitement  déterminés.  Or,  on  a tu,  en  Trigonométrie,  que 
dans  tous  les  cas  où  un  triangle  est  déterminé , les  parties  incon- 
nues s’expriment , en  fonction  de  celles  qui  sont  connues , ou  par 
des  formules  qui  sont  rationnelles,  ou  par  des  formules  qui  ne 
contiennent  que  le  radical  du  second  degré;  donc  il  en  doit  être 
encore  de  môme  pour  les  valeurs  des  inconnues , qui  seront  don- 
nées par  les  derniers  triangles.  Il  est  bien  entendu  qu’on  substitue 
toujours  aux  angles  leurs  sinus  ou  leurs  cosinus , etc. 

Il  suit  de  lù  que , si  un  problème  peut  se  résoudre  avec  la  règle 
et  le  cotnpas,  les  inconnues  que  l’Algèbre  fera  trouver  doivent 
être  ou  rationnelles  ou  réductibles  à des  radicaux  du  second  de- 
gré. Par  conséquent , lorsqu’on  arrive  à des  expressions  qui  ne 
sont  pas  susceptibles  d’être  réduites  à l’une  de  ces  formes , il  faut 
cxtnclure  que  le  problème  n’est  point  dans  la  classe  de  ceux  qui 
peuvent  être  résolus  par  la  Géométrie  élémentaire.  C’est  ce  qu’il 
s’agissait  de  prouver. 

172.  Les  anciens , qui  ne  connaissaient  point  l’Algèbre , man- 
quaient de  moyens  pour  juger  si  un  problème  est  susceptible  de 
se  résoudre  avec  la  droite  et  le  cercle  ; et,  comme  ils  recherchaient 
avant  tout  ce  genre  de  construction , qu’ils  considéraient  comme 
plus  simple  et  plus  élégant,  il  n’y  avait  que  l’imitilité  de  leurs 
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offorts  qui  pùt  les  déterminer  à recourir  à d’autres  lignes.  Apres 
le  cercle  celles  qu’ils  préféraient  étaient  les  sections  coniques,  que 
nous  étudierons  plus  loin  ; ils  ont  même  inventé  certaines  courbes 
dont  l’objet  spécial  était  de  résoudre  quelques  problèmes  particu- 
liers, tels  que  ceux  de  la  trisection  de  l’angle  et  des  deux  moyennes 
proportionnelles  géométriques.  Mais  l’analyse  donnant  pour  ces 
questions  les  solutions  les  plus  exactes  qu’on  puisse  désirer,  les 
géomètres  n’attachent  plus  aucune  importance  à ces  courbes.  ^ 

Jusqu’à  présent  on  a expliqué  comment  on  met  les  problèmes 
en  équation , comment  on  interprète  les  valeurs  négatives  des  in- 
connues, et  comment  on  construit  les  expressions  algébriques,  il 
convient  maintenant  d’exposer  les  solutions  de  quelques  pro- 
blèmes choisis. 

Problèmes  de  Géométrie  résolus  par  l’Algèbre. 

173.  Pkobi.ème  I.  Connaissant  les  trois  côtés  d’un  triangle , 
trouver  la  surface  de  ce  triangle,  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et 
celui  du  cercle  inscrit. 

1”  Surface  du  triangle  45).  Soit  le  triangle  ABC,  dans  le- 
quel on  donne  BC  = a,  AC=  6,  AB  = c ; j’abaisse  la  perpendi- 
culaire AD.  L’un  des  angles  B et  C étant  nécessairement  aigu , je 
suppose  que  ce  soit  l’angle  C : on  aura , par  un  théorème  connu , 

c*=a*-f  6*— 2oxCD,  d’où  = 

Pai’  suite , le  triangle  rectangle  ACD  donne 

AD  = v'âc’— cD’=y^ 

v/4a*ù*_(o*4-ô*  — c*T* 

“ 2a 

Or,  la  surface  du  triangle  est  égale  à AD;  donc  on  a,  en  dé- 
signant cette  surface  par  S , 

S = ^y/4a-b-  — (a’  + l/  — c‘f. 

Ou  peut  décomposer  en  facteurs.la  quantité  soumise  au  radical  : 
alors  la  valeur  de  S prend  une  forme  remarquable , et  surtout 
rxmunode  pour  le  calcul  logarithmique.  En  effet,  cette  quantité - 
étant  une  différence  de  deux  cai  rés , se  décompose  d’abord  en 
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{iab  + a’  -}■  ^*  — ‘'■*)  X (2«6  — a’  — 6*  -f"  c*).  Ensuite  c^iacun  de 
ces  facteurs , étant  lui-méine  une  différence  de  carrés,  se  déoom-* 
pose  aussi  en  deux  autres  ; de  telle  sorte  qu’on  a 

S = -J  (a  6 -j-  c)  (a  -|-  b — - c)  (a  -j-  c — (6  ^ c — ^ oj- 

Soit  a la  plus  grande  des  trois  lignes  a,  b,e-,  pour  que  le  tdan- 
gle  soit  possible , il  faut  qu’on  ait  et  Alors  on  a , à plus 

forte  raison,  é<Ca-(“C,  e<C,a^b;  donc  tous  leSjfacteurs,  qui 
sont  sous  le  radical , semt  positifs  ; donc  la  valeur  de  S est  réelle , 
ainsi  que  cela  doit  être.  Mais , si  le  triangle  est  impossible , on  doit 
avoir  par  conséquent  le  dernier  facteur  èst  négatif; 

d’ailleurs  les  précédents  sont  positifs , puisque  a est  supposé  plus 
grand  que  b et  que  c ; donc  la  valeur  de  S est  imaginaire. 

Si  on  suppose  a = 6 c , on  aura  S = 0.  Ce  cas  est  celui  où  le 
sommet  A , après  s’ être  rapproctaé  très-près  de  la  base  BC , vien- 
drait enfin  se  placer  sur  cette  base  ; il  est  évident  qu’alors  la  sur- 
face du  triangle  devient  nulle. 

^ On  simplifie  l'expression  de  S en  posant  a -f-  S -|-  c = 2p.  De  là 
on  tirea-|-6  — c — 2{p  — c),  a-|-c  — b = î(p  — b),  6-fc — n = 
2 (p  — fl)  ; et  par  snite  il  vient  . ' 

Sa=v'l»(J»  — “)  (p  — b)  {p  — c). 

2*  Rayon  du  cercle  circonscrit  (fig.  46).  Je  fais  encore  BC  = «, 
AC  = d,  AB=c.  Soit  AE  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  ; je 
mène  la  hauteur  AD,  et  je  joins  BE.  Les  triangles  ABE,  ADC,  sont 
semblables  ; car  les  angles  ABE,  ADC,  sont  égaux  comme  droits, 
et  les  angles  AEB,  ACD,  sont  égaux  comme  inscrits  dans  le  même 
segment.  On  a donc  la  proportion  AË  : AB  ::  AC  : AD,  ou 
2R  : c ::  6 ; AD,  en  désignant  par  R le  rayon  du  cercle.  Cette 
proportion  donne 

,,  bc  abc  abc 

^ “ÏÂD  ~ X AD  “ 4S  ■ 

Remplaçons  S par  sa  valeur  trouvée  plus  haut , on  aura , pour  la 
valeur  cherchée , 

...  - . . 

4 v/p  (p  — a)  (p  — 6)  (p  — <■•) 

Rayon  du  cercla  inscrit  (fig.  47).  Soit  O le  centre  et  r le 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC.  En  tirant  les  ligues 
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OA,  OB,  OC,  te  triftngle  aefft  décomposé  on  trois  autres,  dont  les 
surbcés  sont  égales  à 4 «u'i  à ^ i donc  }a  surftice  du  triangle 

est  égaie  è ^ r- (a 5 0).  Ainsi  on  a 

’ d‘où  r=  =-; 

■ a-\-b-\-o  P . i < 

et , en  mettant  au  lieu  de  S su  valeur,  on  obtient 


■ .'=V^ 


-^a)(p—b)(p—c) 


174.  Problème  H.  Étant  donné!:  les  qnatre  côlé&  d'vn  quadrila- 
tère inscrit , trouver  les  diagonales. 

La  solution  suivante,  qui  est  Irès-connue,  se  trouve  dans  Viète. 
Soit  .\ijCD  (fig.  48)  un  quadrilatèrç.inscrit,  ou  plutôt  iiiscrip- 
tible  ; je  fais  jVB  = a,  BC=  6,  CD=c , AD  = d,  AC=,i-,  fiD=y. 
Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'angle  ABC  soit  aigu , l’angle 
ADC  sera  obtus  et  égal  au  supplément  de  l’angle  ABC , d'où  il 
suit  qu’en  prolongeant  CD,  l’angle  .VDQ  sera  égal  à ABC.  Si  on 
abaiiso  les  perpendiculaires  CP,  AQ , les  triangles  €BP,  ADQ , sé- 
ront  semblables,  et  donneront  BP  : DQ  ::  é : d,  d’où 

[1]  dXBP=ùxDQ.. 

Mais  les  triangles  ABC  et  .\CD  donnent , par  des  théorèmes 
connus, 

.r*=  «*  4-  '■lu  X BP,  a'»  = c*  + 4-  2c  X DQ. 

On  tire  de  là 


BP: 


«*4^ 


DQ= 


jr- 


-d’- 


2«  ’ 2c 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  [1],  il  vient 
cd  (a’  4“  ù* — a,-*)  = ab  (x* — c*  — <P), 


d’où 


X 


/ a'*cfi  -\-b*cd  4"  rtùc’4-  ab(P 


\/  ■ ab^cd  ■' 

Le  numérateur  de  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  égal  au 
produit  (ac  4- Ad)  («d 4“  Âc)  ; donc  la  valeur  de  la  diagonale  AC 
peut  s’écrire  ainsi  : 

h(fc-\-bd){ad-\-hr) 

‘'“V  4b-\-cd  ’• 
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Si  on  cherche  l’autre  diagonale  BD  ou  y,  il  est  clair  que  tes 
calculs  seront  les  mômes  que  les  précédents,  avec  cette  seirie  dif- 
férence que  a , 6,  c , d , seront  remplacés  par  é,  c , d , a.  En  faisant 
donc  ces  changements  dans  la  formule  ci-dessus , on  aura  la  va- 
leur de  y,  savoir  : 


y= 


v/ 


{(w-\-bd){ab-\-cd) 

ad-\-bc 


Hemarques.  1°  À l’aide  des  valeurs  précédentes , il  est  facile  de 
construire  le  quadrilatère  inscriptible,  dont  les  côtés  sont  connus. 
U suffit , en  effet , de  former  au-dessus  de  AC , comme  base , le 
triangle  ACD,'  qui  a pour  côtés  c,  d,  et  au-dessous  un  autre  trian- 
gle dont  les  côtés  soient  a,  6.  On  trouve  ainsi  deux  solutions  diffé- 
rentes ABCD , AB'CD  (hg.  19).  Quant  à la  diagonale  AC , elle  est 
elle-même  facile  à construire.  En  effet,  on  peut  changer  d’abord 
chaque  produit  de  deux  lignes  en  un  carré,  et  ensuite  chaque 
somme  de  carrés  en  un  carré  unique  : de  cette  manière  la  vale  ur 


de  X prend  la  forme  x = >1  o’y  a plus  qu’à  cher- 


cher une  quatrième  proportionnelle  à y,  a,  fi. 

2°  Si  on  multiplie  les  diagonales  l’une  par  l’autre , on  trouve 


. / (ac -j-âdj*(ab-f-cd)  (ad  4-  6e)  , , , 

donc,  datis  tout  quadrilatère  inscrit,  le  rectangle  des  diagonales 
est  égal  à la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 

3°  Si  on  prend  le  rapport  de  ces  mêmes  diagonales , on  a 

X ^ /{ad-\-bc)* ttd-\-bc , 

y V (ûô+cd)’  aô -j-cd  ’ 

donc,  les  diagonales  sont  entre  elles  comme  les  sommes  des  rectan- 
gles des  côtés,  qui  aboutissent  aux  extrémités4e  ces  diagonales. 

175.  I’koblémb  111.  Connaissant  les  quatre  côtés  d’un  quadrila- 
tère inscrit,  trouver  la  surface  de  ce  quadrilatère. 

Cherchons’,  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  valeurs  de  BP 
et  de  AC  (fig.  48).  Ces  valeurs  sont  : 

yi, g--|-  Ir — x^  /â*cd-|-6^:d-|-a6c*-|-a6d‘ 

2«  ' y ^ ab-\-cd 
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Dans  BP  remplaçons  ;r  par  sa  valeur  : il  vient,  toutes  réductions 
faites , 

^ab-\-cd) 

Maintenant , le  triangle  rectangle  BCP  donne 

£p_./gQ«  ‘ gp«_^v''*(a6  + cf/)* — (g* -|- y— c* ■>-</»)*. 

2 iab  cd)  ’ 

donc  la  surface  du  triangle  ABC  sera 


ABC: 


ab  y/4  {ub  + cd +b‘  — c‘  —Wf 
4 (ab  -{-  cd)  ■ ’ 

Si  on  cherche  de  inéme  celle  de  ADC , on  trouve 


cd\/4{ab-\-cdf  — (a*-f-  — d*)* 

4(cô  + cd) 

Or,  ABC  -|-  ADC  = ABCD  ; dont , S désignant  ABCD,  on  a 


S = i v/4  (o6 -f  cd  )«  — (a*  4- Ô*  — c*  — <?)*. 


La  quantité  qui  est  sous  le  radical  se  décompose  facilement  en 
facteurs , et  il  vient 


S = iv'(®+6-fc — d)  (o-}-6+d^cJ  (a+c+d — 6)(64'‘^+d — a), 
ou  bien,  en  faisant  a-|-é+c+d=^, 

S = yj{p—a){p  — b){p^c){p  — d). 

Bf.marqve.  11  est  facile  de  trouver  le  rayon  du  cercle  dans  le- 
quel le  quadrilatère  peut  être  inscrit.  Pour  cela , il  faut  calculer 
la  diagonale  AC  ; alors  on  connaît  les  trois  côtés  do  triangle  ABC , 
et  on  obtient  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à ce  triangle  par  la 
formule  trouvée  dans  le  n°  173.  Or,  ce  rayon  est  précisément  celui 
qu’il  faut  déterminer. 

176.  Problème  IV.  Trois  parallèles  étant  données';  , HI, 
KL  (fig.  50),  trouver  les  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles  sont 
donnés,  et  dont  les  sommets  doivent  être  placés  sur  ees  parallèles. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé  : par  hypothèse , les  angles  A , 
B,  C , sont  donnés  ; mais  les  côtés  sont  inconnus.  Je  pose  BC=.£, 
AC  = y,  AB =2;  sur  SX  j’abaisse  la  perpendiculaire  AE  qui 
coupe  HI  en  D,  et  je  fais  AD=a,  AE=é. 
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Cela  posé , les  triatigles  rectangles  ABD^  AGE  « donnent  (63)  i 

cosBAD==-,  cosCAE  = -; 
s .y 

et  par  suite  on  a 

■ T»ir>  v^a’  — a*')  ■ . ri.ff  5*  ; 

sinB.\D=2 , sinCAE  = 2-^^ . 

s y 


Or,  CAE  + BAD^  angle  A } donc  cos  fCAE  + BAD)  ^ (to«  A , 6u , 
en  développant, 

cosCAEcosBAU — sinCAE  sinBAD=:cosA. 

Remplaçons  les  sinus  et  les  cosinus  par  leurs  valeur^ , faisons 
disparaître  les  radicaux , et  efléctuons  les  autres  réductions  : il 
vient , pour  première  équation , 

y*a*sin’A  — o*y* — 6*;:*4-2«6yc  cosA-=0.  . 

Mais  dans  tout  triangle  les  côtés  sont  comme  les  sinus  des  angles 

’ opposés  ; donc  On  a , dans  le  triangle  ABC , ' ' 

. • « • . J.  • icsinB 

ÿ : jî  ::  smB  : smA  dou  y = -.-  ^ , 


Z ; x ::  sinC  : sinA  d’où 


a^sinC 
sinÀ  ' 


Méttôns  ces  valeurs  dans  l’équation , on  aura , toutes  réductions 
faites , et  après  av'oir  divisé  par  x*, 

. . ô*  2a6  cosA 

sin^C  sin*B  sinCsinB' 

(1  ést  aité  maintaiant  d’avoir  la  valeur  de  x,  et  ensuite  celles  de  y 
et  de  s an  moyen  des  relations  précédentes:  La  question  proposée 
est  donc  résolue. 

La  valeur  de  x est  facile.à  construire.  FG,  Ul,  KL,  étant  les 
parallèles  données,  foites  les  angles  RBU,  BCL,  respectivement 
égaux  aux  angles  dtmnés  C et  B;  puis  joignez  les  pointa  B,  C : la 
droite  BC  sera  le  côté  cherché,  désigné  par  x.  Pour  s’eu  convain- 
cre, ou  abaisse  la  perpendiculaire  RD'E',  et  les  triangles  rectan-* 
gles  RBD',  BCE',  donnent  (63) 


M 


■Maintenant , si  on  prolonge  RB , on  aura  l’jmgle  BÔC  = BBïl 
=C  ; or,  l’angle  RCO  est  déjà  égal  à B ; donc  CBÔ,  troisièttfe  àilglé 
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du  iriangie  RCO,  esLi^l  à l’angle  par  consé(}u«it  le  triSDgle 
RBC  donne  (66) 

BC* = RB’ + RC*  — 2RB  X RC  X cos  .«1, 

6u,  en  mettant  au  lieu  de  RB  et  de  RC  leurs  valeurs , 


BC* 


+ 


6* 


sin*C  ' sin’B 


2«6cosA 

sinCsinB 


Cette  expression  est  la  même  que  celle  de  donc  BC  est  lé  oêtê 
cherché , placé  oomme  il  doit  l’étre  4 entre  les  parallèle  données 
Hl,  KL. 

Pour  achever  le  triangle  demandé , on  fera  passer,  par  le.s 
points  R , B , C , une  circonférence  qui  coupera  la  ligne  FG  en  un 
second,  point  À , puis  on  mènera  les  droites  AB,,  AC  : ABC  sera 
le  triangle  demandé. 

Si  on  veut  démontrer  cette  construction  « posteriori,  on  re- 
marquera que  les  propriétés  des  sécantes  parallèles  donnent 
arc  ASC  = arc  RBT  ; donc  l’angle  ABC , inscrit  dans  le  premieé 
arc , est  égal  à l’angle  RCO , inscrit  dans  le  se<^nd.'  Or,  par  con» 
stroction,  l’ange  RCO  est  égal  à B ; donc  aussi  l’angle  ABC=B.  Le 
triangle  ABC  ayant  deux  angles,  CAB  et  ABC , égaux  à A et  B,  le 
troisième  est  nécessairement  égal  à C. 

On  peut  foire  les  mêmes  constructions  de  l’autre  côté  du  point  B, 
et  déaire  un  second  triangle  A'BC',  qui  ne  différera  di^  premier 
que  par  la  situation.  Il  est  évident  d’ailleurs  que  chaque  point  de 
la  parallèle  Hl  peut  servir  à déterminer  deux  triangles  égaux  à 
ceux-là,  et  qui  résoudront  aussi  la  question. 

Hgmarque.  La  construction  précédente  a été  faite  sur  les  don- 
nées elles-mêmes , et  la  ligne  BC  a été  trouvée  dans  1*  situatim 
que  doit  avoir  le  côté  inconnu  désigtié  par  x : c’est  en  cela  que 
consiste  l’élégance  des  constructions  fournies  par  l’Algèbre.  Il  est 
rare  qu’elles  remplissent  ces  conditions , et  même  elles  ont  ordi- 
nairement l’inconvénient  d’être  moins  simples  que  celles  qui  se 
déduisent  des  seules  considérations  géométriques.  Le  problème  qui 
vient  d’être  résolu  en  est  une  preuve.  ' 

177.  Nous  terminerons  ce  chapitre  pai’  les  énoncés  de  quelques 
problèmes  à résoudre. 

I.  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle. 

II.  Connaissant  la  base  d’un  triangle  , l’angle  au  .sommet  et  la 
somme  des  deux  côtés,  trouver  chacun  de  ces  côtés. 
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III.  Sur  une  base  donnée  < construire  un  triangle  dans  lequel  la 
somme  des  côtés  soit  double  de  la  base , et  dont  le  sommet  soit  sur 
une  droite  donnée  de  position . 

IV.  Étant  donnés  la  hauteur  d’un  triangle , le  rayon  du  cercle 
inscrit , et  le  rayon  du  cercle  circonscrit , trouver  les  trois  côtés  de 
ce  triangle. 

V.  Connaissant  le  périmètre  d’un  triangle , le  rayon- du  cercle 
inscrit  et  celui  du  cercle  circonscrit , trouver  les  côtés. 

VI.  Étant  donnés  les  angles,  la  surface  et  le  périnjètre  d’un  tra- 
pèze , trouver  les  quatre  côtés. 

VU.  Diviser  un  trapèze  en  deux  parties  égales  par  une  ligne 
parallèle  aux  bases.  r 

VIII.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  renferme, 

avec  deux  autres  droites  données  de  position,  un  triangle  égal  à 
un  carré  A*.  ' 

IX.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  trouver 
le  côté  du  triangle  équilatéral  dont  les  sommets  seraient  sur  ces 
trois  circonféiences. 

X.  Trouver  un  triangle  qui  soit  semblable  à un  triangle  donné, 
et  dont  les  sommets  reposent  sur  trois  circonCérences  concentri- 
ques données. 

XI.  Étant  donné  un  cercle  sur  une  sphère , on  demande  un  se- 
cond cercle  , parallèle  au  premier,  comprenant  avec  lui  un  seg- 
ment qui  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  cône  dont  le  sommet 
serait  au  centre  du  premier  cercle , et  dont  la  base  serait  le  second 
cercle. 

XII.  Un  tronc  de  cône,  a bases  parallèles,  éttmt  donné,  mener 
un  plan  parallèle  aux  bases , qui  divisé  ce  tronc  en  deux  parties 
ayant  entre  elles  un  rapport  donné. 
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CHAPITRE  IL 


DES  UEUX  GÉOMÉTRIQUES. 


I.ieiii  géomélriques.  — Moyen  de  les  représenter  par  des  é<pial  ions. 

178.  Il  peut  se  faire  que  dans  une  question  de  géométrie oh 
l'on  propose  de  trouver  un  point , la  condition  donnée  par  l’énoncé 
convienne  à tous  les  points  d’une  même  ligne , le  problème  est 
alors  indéterminé , et  l’Algèbre  doit  faire  exMmaltre  cette  ligne 
elle-même.  Par  exemple,  on  demande  un  point  tel,  qu'en  lepre^ 
nant  pour  sommet  d’un  triangle  dont  la  base  est  donnée,  la  somme 
des  carrés  des  côtés  de  ee  triangle  soit  égale  au  carré  de  la  base.  Il 
est  évident  que  tous  les  points  de  la  circonférence  décrite  sur  la 
base,  comme  diamètre,  jouissent  de  la  propriété  énoncée.  Si  on 
veut  appliquer  le  calcul  à cette  question  très-simple , on  suppo- 
sera que  du  point  cherché , M (iig.  51),  on  abaisse  une  perpendi-i 
ciliaire  MP  sur  la  base  donnée  AB  : les  distances  AP  et  MP  seront 
deux  inconnues  qu’il  faut  connaître  pour  que  le  point  M soit  dé- 
terminé. On  fera  AP  = x,  MP  = y,  AB  = « ; et  les  triangles  rec- 
tangles AMP , BMP,  donneront 

ÂM‘=SP*-f-ÂP=f/-t-;r*,  ' 

83*;=  HP‘  -I-  PB’  = y’  -f  (a—xf. 

Or,  l’énoncé  ne  donne  que  la  seule  condition  AM’  -|-  S5P  = ÂP  ; 
on  mettra  donc  au  lieu  des  lignes  leurs  valeurs,  et  on  aura,  pour 
déterminer  x et  y,  l’équation  unique  ' 

y'+  y*4-(n  — T)*  = n*, 

ou , en  réduisant  et  transposant, 

y*=  ax  — x'. 

Cette  équation  ne  change  pas,  quelque  position  qu’on  suppose 
au  point  M,  soit  au-dessus,  soit  au-dessous  de  AB.  Comme  elle 
contient  deux  inconnues , on  peut  donner  à l’une  d’elles,  à a:,  piar 
exemple , une  valeur  arbitraire  AP  ; l’autre  inconnue , y,  se  calcu- 
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lera  par  l’équation,  et  on  connaîtra  la  hauteur  PM,  correspon- 
dant à la  distance  AP.  En  faisant  passer  x par  tous  les  états  de 
grandeur,  on  trouvera  tous  les  joints  de  la  circonférence  qui  ré- 
sout le  problème.  Remarquons  en^ssant  que  y a deux  valeurs, 
y = ±ij  {ax  — x^),  et  qu’on  peut  établir  comme  convention , que 
la  valeur  négative  sera  portée  au-dessous  de  AB  en  PM'.  * 

Sans  entrer  dans  de  plus  longs  détails , ce  qui  précède  suffit 
pour  montrer  comment  il  arrive  que  les  problèmes  indéterminés 
conduisent  à la  recherche  de  certaines  lignes , dont  tous  les  points 
jouissent  d’une  môme  propriété,  que  l’énoncé  fait  connaître.  Les 
(ignés  considérées  ainsi , c’estrà-dire  comme  composées  de  points 
qui  une  propriété  commune, 'sont  désignées  sous  le  nom  de 

iieux  géamétriijvcs.  , • 

La  solution  la  plus  élégante  d'un  problème , dans  lequel  il  s’a- 
git de  trouver  un  point  inconnu , consiste  souvent  k déterminer 
deux  lieux  géométriques  qui , par  leur  intersection , font  connaître 
0B  point.  Mais  ce  n’est  pas  le  moment  de  donner  des  développe- 
ments à ce  sujet.  • ■ • V 

I-  L’Algèbre  s’emploie  de  la  manière  la  plus  heureuse  pour  con- 
n^tre  les  lieux  géométriques  et  découvrir  leurs  propriétés.  La 
suite  de  oe  Traité  a pour  objet  principal  d’exposer  les  méthodes 
'propret  à ce  genre  de  rechetdies.  > ' . r ‘ i . 

..  17Ô.  Pour  déterminer  la  position  d’un  point  sur  une  droite 
x'x  (fig.  52),  on  donne  la  distance  de  ce  point  k un  point  fixe , A , 
de  cette  ligne;  et  pour  indiquer  de  quel  côté  il  se  trouve  par 
rapport  au  point  A , on  affecte  cette  distance  du  signe  -|-  ou  du 
signe  — , selon  que  le  point  est  du  côté  \x  ou  du  côté  kx'. 
D’après  cette  convention,  si  on  désigne  d’une  manière  générale 
par  X cette  distance  prise  avec  le  signe  qui  lui  convient',  l’équn- 
lion  a:  = -f-  2 déterminera  un  point  M placé  du  côté  kx,  à une 
distance  AM  égale  à deux  unités  de  longueur,  tandis  que  l’équa- 
tion X — — 2 donnera  un  point  M'  placé  du  côté  opposé,  mais 
toujours  à la  même  distance. 

Ainsi , le  signe.  — , dont  on  fait  précéder  la  valeur  de  x,  ne  sert 
t/u’àindifiuer  le  sens  dans  lequel  on  doit  porter  cette  distance. 

, 180l  Pour  fixer  la  position  d’un  point  sur  un  plan ,'  on  trace  dans 
ce  plan  deux  droites  x'x  et  »/y  (fig.  53),  qui  font  entre  elles  un 
angle  connu , et  l’on  mène  par  ce  point  parallèlement  à ces  lignes, 
les  droites  .MP,  MQ,  qui  les  coupent  en  certains  points  P et  Q.  Il 
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est  «lair  que  le  point  M est  parfaitement  rtf^lermint-  quand  on  con- 
naft  lea  points  P et  Qt  earen  menant,  par  ces  points,  PM  parallèle 
àAy,  et  QM  parallèle  à Aa:,  ces paralUdes  ironisé  Croiser  au  point  M. 
Of,  le  point  P est  déterminé  quand  on  donne  la  distance  AP,  et 
qu'on  a soin  dt!  l’affecter  du  signe -j-  oti  du  signe  — , selon  la  posi- 
tion du  point  P à l’égard  dn  point  A ; de  mémo  le  point  est  déter- 
miné au  moyen  de  la  distance  AQ  et  du  signe  dont  on  l’affecte  ; 
donc,  avec  ces  données,  le  point  M sera  entièrement  fixé. 

On  appelle  abxctxsfs  les  distances  telles  que  AP,  ou  son  égale 
MQ;  et  orrfo»nce.>î  Ifs  distances  telles  qiie  AQ,  ou' son  égale 
MP.  La  ligne  x'x,  sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses , se  nomme 
\’axe  des  abscisses;  y'y  estl’flxc  des  ordonnées.  Les  ordonnées  et 
les  abscisses  se  désignènt  encore  conjointement  sous  la  dénomina- 
tion de  coordonnées  : les  lignes  r’x  et  y'y  sont  alors  les  aXes  des 
coordonnées,-  et  le  point  A,  où  elles  se  coupent,  en  est  l’onÿfnc. 
Souvent  encore  on  représente  d’une  manière  générale  les  abscisses 
par  »,  et  les  ordonnées  par  y;  et  on  dit,  pour  abréger,  que  xfx 
est  l|axe  des  x,  et  y'y  l’axe  des  y. 

Les  absci.sses  r et  les  ordonnées  y doivent  être  considérées 
comme  des  quantités  variables  qui  peuvent  recevoir  tqntes  les 
valeurs  possibles,  positives  et  négatives.  Le  cêti'î  des  abscisses  né- 
gatives est  tout  à fait  arbitraire,  et  il  en  est  de  même  de  celui  des 
ordonnées  négatives  : mais  dans  la  suite  nous  prendrons  toujours 
les  abscisses  positives  à droite,  c’est-à-dire  du  côté  A»,  et  les  ab- 
scisses négatives  à gauche  ; les  ordonnées  positives,  au-dessus  de 
l’origine,  du  côté  Ay , et  les  ordonnées  négatives  au-des.sous. 

De  ces  conventions,  il  résulte  qu’on  aura 

X positif  et  y positif  dans  l’angle  y A», 

X négatif  et  y positif  dans  l’angle  y kxé, 

X négatif  et  y négatif  dans  l’angle  y' Aa/, 

X positif  et  y négatif  dans  l’angle  y'  A»  ; 

et  quand  on  donnera  à » et  à y des  valeurs  particulières,  «în  re- 
connaîtra sur-le-champ  l’angle  oit  est  situé  le  point  que  ces  coor- 
données déterminent.  Par  exemple,  (pi’on  ait  » = — 2,  y = — 3 ; 
le  point  sera  situç  dans  l’angle  i/\x'.  Si  on  veut  en  marquer  la 
position , on  prendra , sur  A»',  AP'  =;=  2 , et , sur  .\y',  AQ’  = 3 ; on 
mènera  P'M',  Q'M',  parallèles  aux  deux  axes , et  le  point  V,  où 
ces  parallèles  se  coupent , sera  le  point  demandé. 
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Pour  tous  les  points  de  l’axe  x'x,  l’ordainiée  est  pv  con- 
séqueut  les  valeurs  x = — 2,  y = 0 , déterminecaieiirie  point  F. 

De  même,  pour  tous  les  points  de  l'axe  /y,  l’abscisse  étant 
nulle , les  valeura  x = 0 , y ~ — 3 , détermineraient  le  point  Q' . 

Enfin , l’origine  A serait  donnée  par  les  valeurs  x~0,  y = 0. 

181.  Maintenant  qu’on  sait  déterminer  la  position  d’un  point, 
concevons  qu’une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan , chacun  de  ses 
points  soit  rapporté  à deux  axos  de  position  connue,  et  qu’il  y ait, 
euti'e  l’abscisse  et  l’ordonnée  de  chaque  point , une  relation  con- 
stante , c'est-h-dire  une  liaison  ou  dépend|^ce  mutuelle  qui  ne 
cliange  pas  quand  on  passe  d’un  poipt  de  la  courbe  à im  autre*.  Il 
arrive,  dans  im  grand  nombre  de  cas,  que  cette  relation  est  de  na- 
ture à être  exprimée  par  une  équation  entre  l’abscisse  et  l’ordon- 
née. Cette  équation , une  (ois  trouvée , fait  connaître  une  quel- 
conque de  ces  quantités  au  moyen  de  l’autre,  de  sorte  qu’en  don- 
nant à l’abscisse , par  exemple,  des  valeurs  arbitraires,  on  déduit 
de  l’équation  les  valeurs  correspondantes  de  l’ordonnée , et  on  ob- 
tient ainsi  autant  de  points  de  la  courbe  qu’on  voudra. 

S’il  s’agit  d’une  ligne  droite , telle  que  AB  ( fig.  54  ) , qui  divise 
en  deux  parties  égales  l’angle  yAx  dés  coordonnées,  on  observe 
que,  polir  chaque  point  de  cette  ligne,  l’ordonnée  est  égale  à l’ab- 
sci.sse  ; donc  la  relation  de  ces  deux  coordonnées  sera  exprimée 
par  l’équation  . r 

y = x. 

Avec  cette  équation , on  trouve  autant  de  points  qu’on  veut  de  la 
droite  en  donnant  à x des  valeurs  particulières.  Si  on  donne  à x 
des  valeurs  positives , on  trouve  pour  y des  valeurs  positives , ce 
qui  détermine  les  points  de  la  droite  situés  dans  l’angle  yKx.  Si  ou 
donne  à x des  valeurs  négatives , y est  négatif,  ce  qui  détermine 
des  points  situés  dans  l’angle  x'ki/'.  Il  est  clair",  en  effet , que  dans 
l’angle  x'Ay',  pour  chaque  point  du  prolofigement  de  AB,  l’ab- 
•scisse  et  l’ordonnée  sont  négatives  et  toujours  égales.  ^ 

L’çguah'on  qui  exprime  d’une  manière  générale  lu  relation  cor»- 
stante  de  l'abscisse  et  de  l'ordormeé d'une  ligne,  est  dite  l’équation  de 
cette  ligne.  Cette  ligne,  à son  tour,  se  nomme  le  Heu  de  l’équation. 

Ainsi , y — xest  l’équation  de  la  droite  qui  divise  en  deux,  par- 
ties égales  l’angle  des  coordonnées  ; et,  réciproquement,  la  ligne 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  des  coordonnées  est  le 
lieu  de  l’équation  y = x. 
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182.  Une  ligne  donnée  ne  peut  avpir  une  équation  qn’autant 
qu’on  connaît  ou  la  définition , ou  la  génération , ou  bien  encore 
une  propriété  de  cette  ligne.  Ainsi , on  ne  saurait  représenter  pai- 
line  équation  le  trait  que  décrit  la  plume  d’un  écrivain,  parce 
qu’on  ignore  tout  à fait  la  loi  de  .sa  génération  ; mais  on  aura  fa- 
cilement l’équation  du  cercle  en  partant  de  sa  définition , savoir  : 
que  tous  ses  points  sont  également  éloignés  du  centre.  Quant  au 
lieu  d’une  équation,  il  est  facile  à déterminer,  ou  du  moins  on  n’y 
rencontre  pas  d’autre  difficulté  que  cèlle  de  résoudre  l’équation. 

Exemples  de  lieux  géométriques, 

18.^.  Je  proposerai  d’abord  des  exemples  dans  lesquels  il  faut 
construire  des  lieux  géométriques  d’après  des  équations  données. 

Exemple  I (fig.  55).  Soit  l’équation 

ay=a?, 

dans  laquelle  on  représente  par  a une  longueur  donnée , et  par  x 
et  y les  coordonflées  d’une  ligne  qu’il  s’agit  de  construire.  L’équa- 
tion étant  homogène , l’unité  est  arbitraire  (164) , et  je  puis  pren- 
dre «=  1 , ce  qui  donne  , X 

y = x'.  ■ ■ . 

' Pour  avoir  la  courbe,  je  donnerai  à x différentes  valeurs  positives 
et  négatives  je  tirerai  de  l’équation , pour  y , des  valeurs  corres- 
pondantes , qui  seront  toutes  réelles,  et  chaque  solution  de  l’équa- 
tion déterminera  un  point  de  la  ligné  efaerebée.  Ainsi, 
donnant  y = 4,  si  on  prend  AP  = 2 du  cûté  Ax,  et  qu’on  mène, 
du  côté  des  y positifs , PM  parallèle  à Ay  et  égale  à 4 , le  point  M 
appartiendra  au  lieu  géoinétrique  de  l’équation.  On  obtient  ainsi 
autant  de  points  qu’on  veut,  à des  distances  d’autant  plus  rappro- 
chées que  les  valeurs  de  x le,sont  elles-mêmes  davantage. 

En  faisant  æ = 0 on  a y ^ 0 ; donc  la  ligne  représentée  par  l’é- 
quation y = a^  passe  par  l’origine.  < 

Si  on  pose  X = 1 , 2,  3,  4,  5,  6,  etc., 
on  trouve  y = l,  4 , 9,  16  , 25  , 36,  etc.; 
l’ensemble  de  ces  valeurs  détermine  des  points  dans  l'angle  yAx. 

Si  on  fait  x= — 1, — 2,-3,  — 4,  etc., 
on  a encore -y=  1,  4,  9,  16,  etc.; 

ces  coordonnées  déterminent  des  points  situés  Sans  l’anglo^A.r'. 

10 
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Od  voit  qu«  l’ordonnéo,  à partir  de  a;  =s  1,  cn4t  beaucoup  plus 
repideraent  que  l’abscisse  : c’est  ce  que  moutare  sur-lq-oharap 

l’^uation.  En  effet,  elle  donne  - = a;;  ce  qui  prouve  que  depuis 

• â?  . ■* 

a'  = 1 , ce  rapport  surpasse  l’unité  et  augmente  en  même  temps 
que  a:;  donc  l’ordonnée  contient  l’abscisse  un  nomlwe  de  fois 
d’autant  plus  grand  que  l’abscisse  est  elle-même  plus  grande. 

Pour  ne  pas  se  tromper  sur  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisi- 
nage de  l’origine,  il  est  nécessaire  d’en  avoir,  vers  cette  partie, 
des  points  assez  rapprochés.  C’est  pourquoi  l’on  calculera  les 
ordonnées  correspondant  aux  abscisses  fractionnaires  0,1,  0,2, 
0,3,...  On  obtient  ainsi  le  tableau  suivant  : 

^ ar  = 0,10,  0,20,^0,30  , 0,40  , 0,50,  etc. 
y = 0,01,  0,04,  0,09,  0,16',  0,25,  etc. 

11  fait  connaître  que  l’ordonnée  diminue  plus  rapidement  que  l’ab- 
scisse, quand  la  courbe  approche  très-près  de  l’origine;  et,  en 

effet,  le  rapport"^  = a:  est  alors très-peüt.  \ . 

Après  avoir  construit  un  certain  nombre  de  points  , on  les  joint 
par  un  trait  continu,  et  l’on  a le  lieu  de  l’équation  avec  d’autant 
plus  d’exactitude  que  ces  points  sont  plus  nombreux.  C’est  ainsi 
qu’a  été  tracée  la  coürbe  représentée  sur  la  figure. 

On  sent  bien  qu’il  est  impossible  d’obtenir  en  réalité  tous  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  à l’équation  y = a:*  : car  il 
est  Impossible  de  substituer,  pour  x,  des  valeurs  qui  ne  soient  pas 
discontinues.  Mais  comme  on' conçoit  parfaitement  qu’en  faisant 
varier  x d’une  manière  continue,  y doit  aussi  varier  d’une  manière 
eontinne , il  en  résulte  que  la  continuité  existe  dans  la  suite  de 
tôUB  les  points  que  l’équation  détermine.  S’il  restait  quelque 
doute  à cet  égard,  on  le  dissiperait  en  remarquant  que  la  discon- 
tinuité ne  pourrait  avoir  lieu  que  parce  qu’il  y aurait  des  abadsses 
sans  ordonnées  correspondantes  : or , c'est  ce  qui  n’arrive  pas , 
puisque  chaque  valeur  réelle  de  x en  détermine  aussi  une  réelle 
de  y. 

Exemple  II  ( fig.  56).  Soit  l’équation 

On  en  tire  < 
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Le  double  signe  montre  que,  pour  chaque  abscisse  AP,  il  faut 
porter,  au-dessus  et  au-dessous  de  l’axe  as'x,  des  ordonnées 
égales.  Üe  là  il  suit  que  si  les  axes  étaient  rectangulaires,  et  qu’on 
fit  tourner  la  partie  inférieure  de  la  courbe  autour  de  a^x , cette 
partie  viendrait  coïncider  avec  la  partie  supérieure  ; donc  elle  lui 
serait  égale.  ' 

Quand  en  fait  x négatif,  y est  imaginaire;  donc  la  courbe  n’a 
aucun  point  du  côté  kx'.  . . . 

En  faisant  a;^0,onay  = 0;  donc  la  courbe  passe  à l’orignie. 
Lorsque  x croit  positivement,  y est  réel  et  de  plus  en  plus 
grand  ; et  même  les  deux  coordonnées  n’ont  aucune  limite , puis- 
que X infini  donne  y infini.  11  résulte  de  là  que  la  courbe,  à partir 
de  l’origine , se  sépare  en  deux  branches  qni  s’éloignent  indéfini- 
ment des  deux  axes,  du  côté  des  abscisses  positives,  l’tme  au- 
dessus  de  l’axe  des  abscisses , et  l'autre  au-dessdus. 

On  n’a  encore  qu’une  idée  générale  de  la  forme  de  la  courbe. 
Pour  la  connaître  avec  plus  de  précision,  il  faut  la  construire  par 
points,  comme  on  a fait  n*  précMent.  L’équation  ébmt  homogène, 
l'unité  est  arbitraire;  on  peut  supposer w=t  1 , et  on  aura 

En  donnant  à x des  valeurs  entières  et  en  calculant  les, valeurs 
dé  y , on  forme  le  tableau  suivant  ; . ' ^ 

*=o,  1,  2,  3,  ■ 4,  A,  6,  etc. 

y — O,  3i;l,  ±^82,  ±8.  ^ :2:I4,69,  etc.  ^ 

En  donnant  à x des  valeurs  üactionnaires,  on  forme,  œt  autre 
tableau  : , > 

®=  0,10.  0,20,  a.M,  0,4Q.  O.W,  0,60,/  0,10,  040,  0,80; 
y = ±0,02,  ±0,09,  ±0,tC,  dbO,24,  ±0,Jà,  ±0^8,  ±8^11, 

L’équation  donne  ~ = <Jx\  donc  ce  , rapport  est  très- grand 

quand  x est  très-grand , et  il  est  très-petit  quand  x est  très-petit , 
ce  qui  justifie  la  forme  donnée  à la  courbe  sur  la  figure. 

E.XEM1-LE  III  (fig.  .ST).  Soit  encore  l'équation  , 
y*  — 3axy-f- ;r>=i:0. 

Jusqu’ici  on  a fait  croître  l’abscisse  en  progression  arithmétiqoe, 
mais  on  peut  adopter  telle  autre  loi  qu’on  voudra  ; et  même  il 
peut  être  utile  d'employer  une  troisième  indéterminée  dont  les 
relations  avec  a-  et  y soient  moins  compliquées  que  celle  qui  est 
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donnée  entre  ces  variables.  C’est  ainsi  que  daiis  l’exemple  pro- 
posé , pour  éviter  la  résolution  d’une  équation  du  3*  degté\  on 
fera  y = Uc.  Après  cette  substitution , l'équation  péut  ^re  dhriséè 
par  et  deVi«it  ' - 

fx  — 3a<-f-£C=i:0.  > ‘ 

De  celle-ci  on  tire  x en  t,  puis  on  exprime  aussi  y en  t.  On  troùve 
3o<  3a/* 

^-ïrirY»  y-?ipf 

' Alors  on  fera  passer  t par  tous  les  états  de  grandeur,  on-  calculera 
les  valeurs  correspondantes  de  x et  y,  puis  on  construira  la  couri>e 
par  points. 

En  supposant  t = 0,  onax  = 0 et  y = Q,ce  qui  détermine 
l’origine  A.  Si  on  fait  croître  t positivement,  les  valeurs  de  x.  se- 
ront positives  ,.et  commenceront  aussi  par  croître  : mais  elles  ne 
dépasseront  pas  une  certaine  limite  ; car  loréque  t est  très-grand , 
X est  très-  petit , à cause  de  f qui  est  au  dénominateur.  Quoique 
nous  n’ayon^  pas  de  méthode  pour  assigner  cette  limite , il  n’en 
est  pas  moins  évident  qu’elle  existe , et  d’ailleurs  elle  se  trouve 
déterminée  par  approximation  quand  on  calcule  ce  que  devient  x 
pour  des  valeurs  de  t trës-rapprochées.  Pareillement,  l’ordonnée  y 
augménte  jusqu’à  une  certaine  limite,  après  laquelle  elle  diminue. 
Enfin , pour  f = oc , on  a a:  = 0 , y = 0 , et  ces  valeurs  ramènent 
à l’origine.  On  obtient  de  cette  manière  la  feuille  ACDEA.  Sur 
quoi  il  faut  observ'er  que , l’équation  proposée  étant  symétrique 
en  X et  en  y,' la  droite  AD,  qui  divise  l’angle  ykx  en  parties 
égales , doit  partager  aussi  la  courbe  en  parties  égaies.  ' 

Il  &ut  maintenant  donner  à t des  valeurs  né^dives.  Pour  phis 
de  commodité , je  change  < en  — f : il  vient 

Zat  , 3a<*  , 


et  alors  on  devra  prendre  / positivement.  En  faisant  augmenter  t 
de  0 à 1 , les  variables  x et  y croissent  de  zéro  à l’infini,  l’une  né- 
gativement , et  l’autre  positivement  : ainsi  se  construit  la  branche 
indéfinie  AF.  La  même  chose  arrive  quand  on  fait  décroître  t de- 
puis l’infini  jusqu’il,  avec  cette  seule  différence  que  x est  positif, 
tandis  que  y est  négatif  : de  là  résulte  la  branche  AO  qui  achève 
la  courbe  demandée,  laquelle  est  connue  sous  le  nom  de  folium 
(le  Dbscabtks.  • • 
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184.  Proposons  maintenant  des' problèmes  dans  lesquels  il  s’a- 
gira de  trouver  les  équations  de  quelques  lieux  géométriques. 

Problème  1 (fig.  58),  Soit  ALB  un  cercle  donné,  et  BC  une  per- 
pendiculaire élevée  à V extrémité  du  dianiètre  AB  ; du  point  A,-  tires 
une  infinité  de  lignes  telles  que  AD,  qui  cottpc  BC  en  D et  la  circon- 
férence en  L ; et  sur  chacune  de  ces  lignes,  prenes  AM  = LD  ; le 
lieu  des  points  M,  ainsi  déterminés , sera  une  courbe  dont  on  de- 
mande l’équation.  Cette  ligne  est  la  cissoîde  inventée  par  Dioclès. 

Je  prendrai  te  diamètre  AB  |M>ur  axe  des  abscisses , et  la  per|>en- 
diculaire  kg  pour  axe  des  ordonnées.  J’abaisse  MP,  LQ , perpen- 
diculaires sur  AB , et  LR  perpendiculaire  sur  BC.  Je  fais  ÂP  = x, 
MP  = y , AB  = a.  Pour  avoir  une  équation  entre  ces  quantités , 
je  remarque  d’abord  que  les  triangles  AMP,  LDR  sont  égaux  ; 
donc  QB  = LR  = AP=a;,  etAQ  = o — x.  La  ligne  LQ  est 
moyenne  proportionnelle  entre  AQ  et  QB  ; donc  LQ  = \fx  {a  — x)-. 
Enfin  les  triangles  semblables  .\MP,  ALQ,  donnent  MP  ; AP 
LQ  : AQ,  ou 

y : X \Jx{a  — x)-.,a-^x-  \ ' 

De  cette  proportion  oii  tire , toute  réduction  fiiite , ''  ' 


Cette  valeur  ne  donne  que  la  partie  supérieure  de  la  courbe  ; 
pour  avoir  toute  la  courbe,  il  faut  prendre  c^te  valeur  avec  le 
double*  signe  ± ,'  ou  ».  ce  ^qui  revient  au  même  élever  les  deux 
membres  de  l’équation  au  carré.  On  a ainsi,  pourFéquation  de  la 
cissoîde, 


. > 

On  pourrait  en  trouver  la  forme  en  suivant  la  marche  tracée  dans 
les  numéros  précédents.  Mais  il  est  plus  simple  de  construire  cette 
courbe  d’après  l’énoncé  même  dè  la  question. 

Problème  II  (fig.  59).  Soi/ent  XX',  YY',  deux  rectangu- 

laires, et  O un  point  donné  sur  la  ligne  XX',  on  fait  mouvoir  un 
angle  droit  KEH  de  manière  qUe  son  côté  EK,  qui  est  indéfini,  pas.ie 
toujours  par  le  point  0 , et  que  l'autre  côté  EH,  çit’on  suppose  égal 
àOk,ail  toujours  sm  efirémité  H sue  la  ligne  YY'  : le  point  M , 
milieu  de  EH , décrira  une  courbe  dont  on  denmndel’ équation. 


ISO  6tDliiMl!  pAktiÉ.  ‘i  - • 

Je  pnèndft  et  YY'  poiir  ates  de  «K>«lotinées.  Scnt^  un 
point  de  Is  courbe , correspondant  à une  position  queléon^jue  de 
l’engle  ,dW!t  KEH;  je  mène  MP,  ER,  perpeddicalaires  k AX , et 
EQ  paraltèle  à AX,  Je  fais  AP  = a; , MP  ^‘y",  JÎH  =r  Se.  ' 
< Le  pr>int  M étant  le  ifirlîeu  de  Efa,  on  a ME  es  o,  et  Q%â=:  PR 
AP  ±t  w ; dbrtc  le  triangle  MQE  dohnera  ^ ' 


■ ’ ' MQ  = y'a*  — i*.-  V • ' , ‘ 

i Le*  triangles  OKR,'M0E,  étHnt'semblflbles,'of|^.a  BR':  OR  : 
QB  I MO,  ou  Eft  : 2n-j-2x  t:  sc  t — x* ; donc  ' ’ 

' - ' i • ' ERi=^iSi^. 

I ’i  . ^o*— a;*  . ■ * -, 


V 

*•  V 


Mais  MP  "ou  y = ER  -j-  MQ  ; doue 


^a} — oc* 


En  effectuant  les  calculs  et  les  réductions , puis  élevant  au  carré  , 
on  trouve  l’équation  demandée , , •/ 

^ a — X 

Si  on  fait  ot=sO;  On  a y ==  d=  a ; donc,  en  prenant  AB' sz  AB  ^ a, 
la  courbe  passera  aux  points  B et  B'.  Si  on  fltiit  y>=0,  il  nent 
a: St  — O ; donc , en  prenant  AC  = a,  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives, lepoint  C a{q>artiendra  à ta  courbe.  En  continuant  cette  di»- 
cussion  on  obtient  toute  la  courbe. 

Elle  parait  semblable  à la  cissoïde  du  problème  I,  et  on  peut 
même  démontrer  que  les  équations  des  deux,  courbes  ne  diffèrent 
que  parce  que  les  absdsses  partent  du. point  À dans  l’une,  d’elles, 
tandis  qu’elles  partent  du  point  ,C  dans  l’autre.  En  effet,  si  au  lieu 
de  AP  on  prend  CP  pour  abscisse , et  qu’on  désigne  CP  par  a;',  on 
aura  évidemment  x = x'  — a;  et  en  mettant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation dc‘'î^  ’epurbe , il  vient  ' ' ' 


équation  d’une  cisèoïde  rapportée  auit  atés  CX , Cy,  et  ôonsthiite 
avec  le  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à îo.' 
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Problème  111  (fig.  60).  Sur  une  base  donnée  AB  décrire  un  trian- 
gle qu’en  abaissant  sur  AM  BM  les  perpendiculaires  BC 

' *■*-  et  AD , qui'se  coupent  en  N , oh  ait  la  somme  des  triangles  AMB , 
^ ANB , égale  à un  carré  donné  k*i 

, .11  s’agit  de  trouver  le  somt^ïet  M.  Pour  cela,  j’abaisse  la  per- 
pendiculaire MP,* et  je  remarque , d'après  une  propriété  connue , 
qu’elle  doit-passpr  par  le  pgint  N.  Je  fais  AP  = a:,  MP  = y, 
NP  = y',  AB  = o.  Les  triangles  AMB,, ANB,  ont  pour  surfaces 
^ay'i.donc  leur  somme  est  ; or,  cette  somme 

HWt^tre  égale  % l^  ; donc?  cftT  à l’équation 


11  fitat  mainténant  exprimer  y'  au  moyen  des  coordonnées  x et 
y du  point  M.  Or,  les  triangles  AMP,'  BNP,  sont  semblables  au 
triangle  ACB)  et  par  conséquent  semblables  'entre  eux  ; donc  ils 
donnent  NP  ; BP  t:  AP  : MP,  ou 

y' : a — x'.ix'.y,  d’où'  ; 

, y 

En  mettant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , on  a 


ou  bien,  en  faisant 6 et  réduisant,  ^ > ■ . 

• -.v.  • - y*  — 2ùy — ar*-4‘O^  = 0-  . 

Cette  équation  est  celle  du  lieu  géométrique  des  éommets  de  tous 
les  triangles  qui  satisfont  à la  question.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  rechercher  quelle  doit  être  la  forme  de  la  Courbe. 

185.  ü serait  superflu  de  multiplier  davantage  ici  les  exemples. 
Plus  tard , nous  en  proposerons  d’autres  auxquels  on  pourra  faire 
l’application  des  théories  et  des  méthodes  de  calcul  que  nous 
avons  encore  i exposer.  ' ' 


’i 
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' 

CHAPITRE  III.  . ' 

«s  . # ^ ^ 

TRANSFORMATION  DÉS  COORDONNÉIÎS,* 


< 

Objet  de  cette  transformation.  • 

• » ' ' , ' 'T 

* ’ V. 

186.  L'équation  d’une  courbe  ne  reste  pas  la  même  quand  on 
change  les  axes  auxquels  on  la  rapporte.  Nous  en  avons  déjà  un 
exemple  dans  le  problème  II  du  n”  184,  qui  a cmtduit  à une  équa- 
tion dont  la  différence  avec  celle  de  la  cissmde  ne  venait  que  de 
la  position  de  l'originq  des  abscisses.  Le  cercle  en  offre-encore  un 
exemple  frappant.  Si  on  .prend  pour  axes  deux  diamèttes  rectan- 
gulaires (fig.  61  ) , et  qu’on  désigne  le  rayon  par  R,  on  aura,  pour 
chaque  point  de  la  circonférence,  l’équation  > 

car  cette' équation  exprime , ainsi  que  le  montre  la  figure,  que  la 
distance  de  l’origine  à chaque  point  de  la  courbe  est  égale  à R. 

Mais  supposons  que  les  axes  rectangulaires  auxquels  on  rap- 
porte le  cercle  ne  passent  point  par  lè  centre , et  désignons  les 
coordonnées  de  ce  centre  par  a et  p.  Soit  0 le  centre  (fig.  62) et  M 
un  point  quelconque  de  la  circonférence  ; menons  OR , MP,  per- 
pendiculaires à l’axe  kx , et  OQ  perpendiculaire  à MP , le  triangle 
OMQ  donnera  ÔQ’-l-Mè'=ÏÏB‘-  Or,  OQ  = AP  — AB  = <c— a, 
MQ  = MP  — OR  = y — p,  et  OM  R ; donc  on  aura,  pour  l’équa- 
tion du  cercle , , . 

(X_«>-|l(y_P)*  = R*, 

OU , en  développant  lés  carrés , ’ 

X*  — 2xr-fy*  — 2py-}-a*-f  p*  = R*.' • . 

Cette  équation  est,  comme  on  voit,  beaucoup  moins  simple  que 
la  première.  On  en  auridt  une  moins  simple  encore  si  les  axes 
n’étaient  point  rectangulaires. 

187.  Puisque  l’équation  d’une  ligne  peut  devenir  plus  ou  moins 
simple,  selon  les  axes  auxquels  elle  est  rapportée,  il  s’ensuit  qu’on 
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doit  avoir  le  plus  grand  soin , lorsqu’on  cherche  l’équation  d’imc 
courbe,  dont  on  donne  la  génération  ou  une  propriété  quelconque, 
de  faire  choix  d’un  système  d’axes  qui'  n’entratne  point  dans  des 
calculs  compliqués , et  qui  conduise  à l’équation  la  plus  propre  à 
manifester  la  forme  et  les  propriétés  de  la  courbe. 

D’un  autre  côté,  il  peut  se  faire  qu’on  connaisse  déjà  l’équation 
d’une  ligne  rapportée  à un  système  d’axes  déterminés , et  il  n’est 
pas  moins  important  de  savoii*  trouver  l’équation  qui  représente- > 
rait  cette  même  ligne  rapportée  à d’autres  axes.  Ce  problème  sera 
résolu  quand  on  connaîtra,  pour  un  point  quelconque,  les  valeurs 
des  anciennes  coordonnées  en  fonction  des  nouvelles;  car  alors, 
en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée , on  obtient 
une  relation  entre  les  nouvelles  coordonnées  de  chacun  des  points 
de  la  courbe  que  l’on  considère.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
transformation  des  coordonnées. 

Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées.  ^ 

r . * ^ 

188.  D’après  ce  qui  précède,  la  question  à résoudre  est  celles;!  : 
Exprimer  les  coordonnées  primitives  d’un  point  quelconque  en 
jonction  des  nouvelles.  , 

Supposons  d’abord  que  la  direction  des  axes  reste  la  même , et 
que  l’origine  seule  varie.  Soit  (fig,  63)  A'  la  nouvelle  origine,  et 
AV,  K'y\  les  nouveaux  axes  auxquels  on  veut  rapporter  les  points 
précédemment  rapportés  aux  axes  parallèles 'Ax,  Ay.  Si  on  prend 
un  point  quelconque  M,  situé  dans  l’angle  y'k'x',  et  que  l’on  mène 
l’ordonnée  MP  qui  coupe  K'x'  en  P',  on  a évidemment  , 

AP  = AB-i-BP,  MP  = A'B-l-MP'. 

AB  et  A'B  sont  les  coordonnas  de  la  nouvelle  origine  : elles  dé- 
terminent sa  position  par  rapport  aux  anciens  axes.  Faisons  donc 
AB  = a et  A'B  = b ; représentons  par  a? , y,  les  anciennes  coor- 
données du  point  M ; et  par  x',  y',  les  nouvelles.  Alors  on  aura 

[1]  x = a + x^,  y = 6 + y'. 

Ces  formules  serviront  à changer 'deux  axes  quelconques  en 
d’autres  qui  leur  soient  parallèles. 

189.  Passons  maintenant  au  cas  général,  dans  lequel  on  change 
en  même  temps  l’origine  et  la  direction  des  axes. 

Soient  Ax  et  Ay  ( fig.  64)  les  axes  primitif , qui  forment  entre 


15*  ^ ’ OEOXlÈliE  rAirrtB.  ’ • 

eu*  l’ai^  ykix  = ô ; et  so^t  AV,  Ay , les  nouveaux  axes.  Me- 
nez A'K  parallèle  à Aar,  et  AT  parallèle  à Ay.  Pour  déterminer  les 
derniers  axes,  il  suffit  de  connaître  les  coordonnées  AB,  AT,  de 
l’origine  A',  et  lés  angles  a:'A'E , y'A'B,  que  ces  axes  font  avec  la 
droite  A'E.  Je  désignerai  ces  deux  coordonnées  par  <i  et  6,  et  ces 
deux  angles  par  « et  a'. 

Soit  M un  point  quelconque  : menez  MP  parallèle  à Ay,  et  MQ 
parallèle  à A'y'.  ries  anciennes  coordonnées  du' point  M sont 
AP  5=  « , PM  = y ; les  nouvelles  sont  A'Q  = MQ  <='  y'. 

. Par  le  point  Q , menez  QS  parallèle  à Ay;  et  QT  parallèle  k Aar, 
on  aura  . . - ’ ■ r 

àî  = AP  = a4-A'S-)-QT,  ' 

> y=PM=6-(r-QS-fMT. 

“ Le  triangle  A’QS  donne , par  un  principe  cônriu  (65) , 
k'S  QS  _ A^Q 
sinÂ'Q^  sin  QA'S  ^ sinATQ' 


Mais  on  a 


donc 


d’où 


A'Q  = V, 

sinA'QS  = sinFA'à:'=:'sin(9 — a), 
sinQA'S  = sina, 

sin A'SQ  = sin(180P  — 6)  = sinO  ; - 

A'S  ^ QS  _ V , 

sin  a 


A'S 


sin(9— «) 

_ j;'sin(9 — tt) 
sine 


QS  = 


sin  9 
Vsina 


siné 


Semblablement , le  triangle  MQT  donne 

; QT  _ MT  _ ‘ MQ 
sinQMT  sin  MQT  sin  MTQ’ 


Or,  On  a 


donc 


d’où 


MQ  = y', 

sin  QMT  = sin  y' AT  = sin  (9^—  a') , 
sin  MQT  = sin  y'A'B  = sin  a',' 
sin  MTQ  = sin  (18(f  — è)  = sin  9 ; 
QT  ' _ MT 

sin  (9  — a')  sîïïôr 


Sin9 


^ y'ainÇO  — a') 
^ 8in6 


MT: 


y' sin  a 
sin9 
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MtântenEntH  n«  reste  plus  qn’à  renif^acer  MT, 

pftr  leurs  videurs , pour  obtenir  les  formules  cheroMes,  savoir  : •' 


W 


I *'shl(9  — «)  + y'sill(e— a'; 

JU  — ü •“!“  ' • . ^ V 

, Sins  ’ 


V 


y = 6-f 


x'  sin  g v'  sin  a 
sinO  ■ 


Elles  sont  rarement  employées  dans  toute  leur  généralité  f 
mais  nous  allons  en  déduire , comme  cas  particuliers , celfes  dont 
l’usage  est  le  plus  fréquent,  ‘ ‘ ; - i 

190.  Bout  passer  d’un  système  de  coordonnées  recianyolotres  à 
un  système  de  coordonnées  obliques , on  fait  dans  ces  formules 
8ï=90*;  et  elles  Se  réduisent  à celles-ci  : ' . ’ 


m 


* = « x' cos  a -f- y' cps  a',' 


y = 6+a;'8ina-j-y'6ina'.  , 


Î91.  Pour  passer  d’«n  Système  de  coorrfonwdw’ree/anyMfflfrei 
à de  nouvelles  coordonnées  rectangulaires , ' il  fout  foiré  de  plus 
a'==90*-|-a  dans  les  dernières  formules.  On  remarquera  que 

''  ‘ sina'=isin(90'-{-a)==sin(90*— a)t=cOsa,’ 


cos  a' =ï  a»  (90” -+- a) = — ços  (90?  — r- a)  = - 
et  par  suite  il  viendra  ■ : ■ • , • ' 


’Sma; 


•[41 


r a:  = a-j-<c'cosa-:::y'sina,  ^ . 
( y = è -j- a/ sin  a 4- y' cos  a. 


192.  Enfin , quand  on  veut  passer  d’un  système  d’axes  obliques 
à des  axes  rectangulaires,  il  faut;  dans  les  valeurs  générales,  faire 
a'=90'-(-a.  On  aura  ‘ ^ ' ■ ' * 

sin  a'  = sin  (90°  -|-  a)  = sin  (90°  — a)  ='cos*  a , , 

sin  (•  — ‘ a')  s:s  sin  (0  — 90°  — a)  «=  : — sin  [90° — (9  — a)J , 

= •-“00*  (9— a);; 

et  par  suite  les  formules  deviendront  " ‘ •, 

f ■ /A  iru%a /A  V*. 


laj 


*'sin(»— a)  — ycosf*  — a) 
" Soi  ’ 


' . , arsittV-f-y'eoaa 

■°=°+— r^ir — 
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193.  Outre  les  coordonnées  parallèles  à des  axes  qui  se  coupent , 
les  géomètres  en  emploient  encore  d’autres  qu’ils  nomment  coor-- 
données  polaires , et  que  nous  ferons  connaître  plus  tard. 

i t 

Remarques  sur  les  formules  de  la  traaslormation. 

194.  Pour  que  ces  formules  aient  toute  la  généralité  dont  elles 
sont  susceptibles , il  faut  donner  aux  diverses  coordonnées  les 
signes  qui  convieimeot  à leur  position , et  aux  angles  rpxtension 
nécessaire  pour  que  les  nouveaux  axes  puissent  prendre  toutes  les 
inclinaisons  possibles  à l’égard  des  axes  primitif. 

S’il  s’agit  des  tminules  [1]  qui  ont  été  déduites  dé  la  fig.  63 , il 
faudra  y supposer  x et  x'  positifs  dans  le  sens  kx',  h!x‘  et  néga- 
tifs dans  le  sens  contraire  ; et  de  même , y ei  y'  positife  dans  le 
sens  ky,  k'y\  et  négatifs  au-dessous.  Par  exemple,  pour  un 
point  situé  comme  l’est  le  point  N,  il  fauika  prendre  a:  =:AQ', 
a:'  = — A'Q',  y=  — QN,  y'  = — Q'N.  En  eflet,  ces  valeurs  vé- 
rifient les  formules  [1]  r car,  en  les  substituant,  il  vient 

AQ=a— A'Q'=AB  — BQ  = AQ,  ' . 

— QN  = 6 — Q'N  =A'B  — Q'N  = Q’Q  — Q-N = — QN. 

' ..  ■ 

Si  on  foisait  occuper  àu  point  N toutes  les  positions  possibles, 
on  obtiendrait  toujours  des  vérifications  analogues , en  ayant  Soin 
de  prendre  les  signes  comme  il  a été  prescrit. 

Il  faut  encore  remarquer  que  la  figure  suppose  la  nouvelle  ori-. 
gine  A'  située  dans  l’angle  yAx.’Si  on  veut  les  placer  dans  un 
autre  angle , dans  l’angle  x}^y^,  par  exemple , il  suffira  de  c<msi- 
dérer  les  coordonnées  a et  b comme  ayant  des  valeurs  négatives 
dans  les  formules  [1].  C’est  ce  qu’on  vérifierait  en  cherchant  di- 
rectement, pour  la  nouvelle  position  de  l’origine  A',  les  valeurs 
de  a;  et  de  y.  • / ’ , 

Quand  on  fera  usage  des  formules  [2],  ou  des  suivantes^  qui  en 
sont  déduites , on  devra  soigneusement  se  rappeler  : 

1°  Que  0 représente  l’angle  ykx , formé  par  les  portions  des  an- 
ciens axes  sur  lesquelles  sont  mesurées  les  coordonnées  positives  : 
on  peut  toujours  regarder  cet  angle  comme  moindre  que  180°. 

2”  Que  B et  a'  sont  les  angles  formés,  du  côté  des  x positifs,  par 
les  portions  AV,  k!y\,  des  nouveaux  axes , sur  lesquelles  se  comp- 
tent le  x'  et  les  y’  positifs  : ces  angl^  peuvent  croître  jusqu’à  360°. 
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Pour  les  évaluer  plus  facilement,  on  mène,  paivl’origine  A'  dans 
le  sens  des  x et  des  y positifs,  les  ‘droites  ATÎ , AT,  parallèles  à 
ces  coordonnées , puis  on  suppose  que  A'ar'  et  Ay,  d’abord  con- 
fondus avec  la  ligne  AT , s’en  Parlent,  en  se  rapprochant  de  AT, 
pour  venir  à leurs  positions  actuelles  ; et  ce  sont  les  arcs  décrits 
par  un  point  de  ces  lignes  qu’on  devra  prendre  pour  la  mesure  des 
angles  a et  a'. 

Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Les  deux  systèmes 
d’axes  étant  dans  les  positions  qu’indique  la  figure  65,  Supposons 
qu’on  ait  trouvé  ' ' ^ ‘ 

• . • £i 

AB  — 3',‘ A'B  = 2,  l’arc Xfi  = 87°,  X(i.v  = 210",  Xj*vg='3l5°; 


on  fera  , - , 

a = 3,  é=— 2,  6 = 87°,  « = 2l0°,  «'=315°,,.. 
et  les  formules  générales  deviendront  d’abord  • - 

_ , a;'8in'(87°  — 240°)-f  y'sin(87°  — 31$°)  . 

V .,  sin87° 


•y  = _2- 


x'  sin  240°  -|-  y'  sin  31 .5"  ' 

. sin  87° 


Mais,  d’après  la  Trigonométrie , ’ " 

sin  240°= — sin  (240 — 180)  = — sin  60°,  ... 

sin  315°= — sin(360° — 315°)=  — sin  45°,  J 

sin  (87°— 240°) = sin  ( — 153°) = — sin  ( 1 80°  — 1 53°)  = — sin  27°, 
sin  (87° — 315?)=sin( — 228°)=— sin  (180° — 228°)=  -f- sin  48°; 


donc  on  aura,  par  suite  de  ces  réductions. 


a?  = 3-}- 
r 

y = — 2 


ar'ffln  27° -f  - y'  sin  48° 
sin  87° 

a;'sin60°-|-y  sin45° 
sin  87* 


f 
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195.  Les  géomètres  de  l’antiquité  ont  dû  étudier  les  ligues 
courbes  dans  l’ordre  même  où  elles  se  sont  offertes  à leurs  re- 
cherches ; mais  ils  n’ont  point  tardé  à laisser  de  côté  celles  dont  la 
découverte  avait  été , en  quelque  sorte , fortuite , pour  donner 
une  attention  plus  particulière  à celles  qui  peuvent  se  trouver  par 
des  considérations  générales.  C’était  sans  doute  une  idée  simple 
et  féconde  de 'couper  les  surfaces  par  des  plans,  et  dp  rechercher 
ensuité  les  propriétés  des  lignes  résultant  de  ces  intersections  : 
aussi  s’est-elle  présentée  à eux;  et  comme  les  surfaces  courbes 
connues  par  les  éléments  de  géométrie  sont  celles  de  la  sphère , 
du  cylindre  et  du  cône,  c’est  eq  coupant  ces  corps  par  des  plané , 
qu’ils  ont  obtenu  les  lignes  vers  lesquelles  ils  ont  dirigé  leurs 
méditations.  La  séction  de  la  sphère  est  un  cercle , et  celle  du  cy- 
lindre se  retrouve  pàrmi  celles  du  cône  de  sorte  que  ces  lignes 
nouvelles  se  sont  réduites  aux  seules  sections  coniques , courbes 
fameuses , sur  lesquelles  AroLtONius  de  Perge  a laissé  un  beau  et 
savant  traité.  ' 

Aujourd’hui , l’on  doit  adopter  une  autre  marche  j et  puisque 
les  lignes  peuvent  être  représentées  par  des  équations , c’est  dans 
les  équations  qu’il  faut  les  chercher.  L’ordre  à suÛTe  dans  l’étude 
des  lignes  se  présenté  alors  de  Iui»méme. 

196.  Toutes  les, équations , entre  les  coordonnées  x et  y,  qui 
peuvent  être  ramenées  à la  forme' 

Ay"-|-(Ba;-|-C)y'"^'-i-  (Da:’-t-Ea;-|-F)ÿ’"“*4-  etc.=0, 

sont  appelées  algébriques  : toutes  les  autres  sont  des  équations 
transcendantes.  De  là  résulte  la  distinction  des  lignes  en  algébri- 
ques et  en  transcendantes,  suivant  que  leurs  équations  sont  elles- 
mêmes  algébriques  ou  transcendantes.  On  classe  ensuite  les  lignes 
algébriques  d’après  le  degré  de  leurs  équations  par  rapport  aux 
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coordonpées  x et  y.  Uwrdre  de  le  ligne  est  marqué  par  l’exposant 
de  ce  degré.  ' 

La  ligne  droite,  qui  divilie  l'angle  des  coordonnées ‘en  deux 
parties  égales  (181),  et  qui  a pour  équation  y = a:,  est  une  ligne 
du  premier  ordre , parce  qg,e  son  équation  est  du  premier 
degré.  La' courbe  du  n°  183,  Exemple  f,  laquelle  a pour  équa- 
tion tty  =:a?  est  du  second  lardre  ; celle  de  I’Exehple  II  est  du 
troisième. 

Newton  remarquant  que  le  premier  ordre  ne  renferme  que  des 
lignes  droites , ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure , appelait  cour- 
bes du  premier  genre  celles  qui  sont  données  par  des  équations 
du  deuxiètne  degré,  courbes  du  second  genre  cû\ks  dont  l’équation 
est  du  troisième,’  et  ainsi  de  suite.  Mais  ces  dénominations  n’ont  pas 
été  adoptées;  et  aujourd’hui , pour  la  facilité  de  l’expression , oA 
dit  indifféremment  ligne  ou  courbe  du  second  ordre , du  troisième 
ordre,  etc.  -"J 

• « v.i;  * !••  • 

197.  La  classification  des  iignes  en  différents  qfpdres  « suivant  le 
degré  des  équations , serait  défectueuse  s’il  pouvait  arriver  qu’en 
changeant  les  axes  des  epordonnées , le  degré  de  l’équation  chau- 
ge&t;  mais  il  n’en  est  point  ainsi.  En  effet,  étant  donnée,  entre 
X et  y,  l’équation  d’une  ligne  rapportée  à certains  axes,  pour  avoir 
l’équation  de  la  même  ligne,  rapportée  à de  nouveaux  axes,  il  faut 
remplacer,  dans  l’équation  donnée,  a:  et  y par  les  valeurs  trouvées 
n°  189  : or  ces  valeurs  sont  du  premier,  degré  par  rapport  à a;'  et 
à /,  donc  le  degré  de  l’équation  ne  saurait  s’élever  par  cette  sub- 
stitution. Par  cela  même  qu’il  ne  peut  point  s’élever,  il  ne  peut 
pas  non  plus  diminuer  : ear,  si  cela  était  possible,  il  faudrait  qu’en 
revenant  des  nouveaux  axes  aux«nciens  lé  degré  s’élevât. 

198.  L’éqpàlion  générale  d’un  certain  degré  comprend  non- 
seulement  les  lignes  dont  l’ordre  est  indiqué  par  ce  degré , mais 
encore  toutes  celles  d'un  ordre  inférieur.  Par  exemple , si  on  a 
l’équation  du  second  degré , 

• ' ’ V ' 

(y — ax — b)  {y  — a'x — é')  = 0, 

il  est  clair  qu’elle  sera  vérifiée,  soit  en  posant  y = ax-|-  6,  soit  en 
posant  y=:a'ar-}-è'.  Ces  deux  équations  représentent  deux  lignes 
du  premier  ordre':  ainsi,  à parler  exactement,  l’équation  proposée 
ne  représente  pas  une  ligne  du  second  ordre,  mais  bien  deux  lignes 
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du  premier  ; et  même  elle  n’en  représertterait  plus  qu’une  seule-, 
si  on  avait  a'=  aet  l/  = b.  ' / ' 

Semblablement , l’équation  du  troisième  . degré , - ' 

(y — næ — 6)  (ry  — sr’)  = 0 , 

représente  une  ligne  du  premier  ordre , laquelle  est  donnée  par 
l’équation  y=or +6;  et  une  ligne  du  ,second ‘ordre  , laquelle  est 
donnée  par  l’équation  cy  = ai^. 

199.  Une  droite  ne  peut  pas  rencontrer  une  ligne  de  l’ordre  m en 
plus  de  m points.  En  effet,  supposons  qu’on  prenne  cette  droite 
pour  l’àxe  des  X , et  que  ,U=0  soit  alors  l’équation  de  la  ligne 
dont  il  s’agit  : si  on  veut  connaître  en  quels  points  elle  est  coupée 
par  la  droKe , il  faut  faire  y = 0 dans  l’équation  U =^0  ; et  les  va- 
leurs correspondantes  de  x seront  les  abscisses  des  points  cher- 
chés. Or,  l’équation  U = 0 étant  du  degré^iw,  celle  qui  donne  x 
sera  au  plus  du  degré  m;  dpnc  x n’aura  pas  plus  de  m valeurs; 
donc  il  ne  peut  pas  y avoir  plus  de  m points  d’intersection.  Mais 
remarquez  que  le  nombre  de  ces  points  peut  être  moindre  ; car  il 
peut  se  faire  que  l’équation  en  x soit  d’un  degré  inférieur  à m : .et 
même  cette  équation  étant  de  degré  m , si  elle  a des  racines  égales 
ou  dés  racines  imaginaires,  le  nombre  des  points  d’intetsection 
sera  encore  moindre  que  ni. 

200.  Les  lignes  du  premier  ordre  ne  peuvent  donc  jamais 
être  rencontrées  par  une  droite  en  plus  d’un  point  ; et  comme 
il  est  évident  qu’aucune  ligne  courbe  ne  jouit  de  cette  propriété , 
on  en  conclut  sur-le-champ  que  les  lignex  du  premier  ordre  sont 
droites. 

201 . Il  peut  arriver  que  y soft  facteur  dans  tous  les  termes  de 
l’équation  U = 0.  Alors  elle  est  satisfaite  en  faisant  y =0,  quel  que 
soit  X , et  tous  les  points  de  l’axe  des  abscisses  se  trouvent  ainsi 
indiqués  comme  points  d’intersection.  Or,  si  on  met  le  facteur 
commun  en  évidence , l’équation  peut  s’écrire  ainsi  : * 

Vy  = 0; 

et  il  est  clair  qu’on  y satisfait  en  posant  soit  V — 0,  soit  y = 0. 
Cette  dernière  équatimi  représente  l’axe  des  x-,  mais  l’autre,  Y=0, 
qui  n’est  plus  que  du  degré  m — 1-,  ne  peut  pas  représenter  une 
ligne  du  degré  m.  ' 

Si  on  veut  maintenant  ne  plas  prendre  la  droite  donnée  pour  la 
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ligne  des  x,  et  employer  des  axes  quelconques,  il  faut  mettre  dans 
l’équation  Vy  = 0 les  valeurs  de  a;  et  de  y trouvées  n"  189.  On 
obtient  alors  une  équation  de  la  forme 

''  V'  (o  4"  ô®'  + cy')  = 0, 

dans  laquelle  V'  sera  du  degré  m — 1 en  x',  y'. 

De  ce  qui  précède  on  peut  tirer  cette  conclusion  ; Si  on  trouve 
sur  une  droite  plus  de  m points,  dont  les  coordonnées  satisfassent 
à une  équation  du  degré  m,  les  coordonnées  des  autres  points  doi- 
vent également  y satisfaire,  et  cette  équation  est  décomposable 
en  deux  autres,  dont  l'une  est  du  premier  degré,  et  l’autre  du 
degré  m—1. 

202.  On  ne  se  borne  pas  à distribuer  les  courbes  algébriques  en 
ordres,  d’après  le  degré  de  leurs  équations;  on  cherche  encore  les 
différents  genres  de  lignes  qu’un  même  ordre  peut  renfermer,  et 
même , s’il  y a lieu,  les  difiérentes  espèces  de  chaque  genre.  On 
classe  ensuite  toutes  ces  lignes  entre  elles  d’après  certains  carac- 
tères , faciles  à reconnaître , qui  les  distinguent  complètement  les 
unes  des  autres  ; puis  enfin  on  s’attache  à déterminer  la  forme  et 
les  propriétés  de  chacune  d’elles.  C’est  ce  que  nous  ferons  pour 
les  deux  premiers  degrés.  Dans  l’un  il  n’y  a que  des  lignes  dioites, 
ainsi  qu’on  l’a  déjà  dit  : l’autre  donnera  trois  genres  de  courbes 
bien  distinctes. 

L’énumération  des  lignes  du  troisième  ordre  a été  faite , d’abord 
par  Newton  , qui  en  avait  trouvé  soixante-douze  espèces  comprises 
sous  quatorze  divisions.  Mais  Stirling  a restitué  quatre  espèces 
qui  avaient  été  omises  par  ce  géomètre  ; et  même  Cra.uer  en  a 
ajouté  encore  deux  autres,  ce  qui  ferait  en  tout  soixante-dix-huit 
espèces.  Du  reste,  Cramer  maintient,  sous  la  dénomination  de 
genres , les  quatorzes  divisions  principales  de  Neiaton  : seulement 
il  les  place  dans  un  ordre  différent.  Voyez  Newton,  Enumeratio 
iinearum  tertii  ordinis;  Stirling,  lineœ  tertii  ordinis  Neutoniance; 
Cramer,  Introduction  à l’analyse  des  courbes  algébriques. 
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CHAPITRE  V. 

LIGNES  Dp  PREMIER  ORDRE. 


Construction  des  équations  du  premier  degré. 

i03.  On  sait  déjà  que  l’équation  du  premier  degré  ne  peut  don- 
ner que  des  lignes  droites  (200).  Je  vais  démontrer  ici  cette  propo- 
sition , sans  avoir  recours  à aucune  transformation  de  coordonnées. 
' Toutes  les  équations  du  premier  degré  sont  comprises  dans  la 
J forme  générale  Ay-|-  Bx  = C : construisons  d’abord  l’équation 
•plus  simple 

y = ax, 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  a est  une  quantité  positive. 

Si  on  donne  à x des  valeurs  positives , y sera  positif,  et  si  on 
dopne  à x des  valeurs  négatives,  y sera  négatif;  donc  tous  les 
joints  déterminés  par  l’équation  y =ax  sont  situés  dans  l’angle 
ykx  ( fig.  66)  et  dans  l’angle  opposé  y'kx'. 

Cette  équation  donne 

' ■ î=a. 

X 

Ainsi,  pour  tous  ces  points,  le  rapport  de  l’ordonnée  è l’abscisK 
est  égal  à la  constante  a ; par  conséquent , si  M et  sont  deux  de 
ces  points,  et  qu’on  mène  les  ordonnées  MP  et  M'P',  les  triangles 
àlPA,  M'P'A,  qu’on  formerait  eu  tirant  les  droites  MA,  M'A,  sont 
semblables  : donc  les  angles  MAP,  M'ÀP',  sont  égaux;  donc  les 
droites  AM,  ÂM',  se  confondent,  ainsi  que  toutes  celles  qui  se- 
raient menées  du  point  Â aux  différents  points  déterminés  par 
l’équation  y — ax.  Cela  veut  dire,  en  d’autres  termes,  que  tous 
ces  points  sont  une  ligne  droite  DAD',  menée  par  l'origine  et  par 
l’un  quelconque  d’entre  eux. 

Réciproquement,  tous  les  points  de  cette  droite  peuvent  être 
considérés  comme  déterminés  par  l’équation  y = ax.  En  effet, 
soit  M un  point,  déterminé  au  moyen  de  cette  équation,  par  le- 
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guçl  DAD'  ^ été  menée , et  soit  M'  gn  point  qijelcpnflue 

de  cette  droite  ; pi  on  abaisse  les  ordonnées  |(IPj,  MT',  les  (riaq,- 
gles  AMP,  AM  F,  seront  semblables  et  donneront 

)/p  ^ 

ÂF  “ AP' 

Mais  le  point  M étant  déterminé  au  moyen  de  l’équatiog  y = ax, 

...  .MP  „ .M'P'^ 

on  doit  avoir = a;  «onc  aussi  a;  et  par  conséquent, 

en  représentant  par  x et  y l^eÿ  poppdpngées  dû  pnlpt  pp  p 
y = ox.  De  là  on  epnclp^qgie  tpp(  ppjnt  dp  la  droite  pppt 
être  considéré  coqtpe  déteimiqé  par  l’équàpop  y = ax.  < . 

, Si  a est  une  qnandté  négadvp  tt  a > l’équation  à cops^nire  est , 

y = — o'x..  ! . i - 


Alors  les  valeurs  positives  de  q:  répondent  à des  valeurs  négatives 
de  y,  et  les  valeurs  négatives  de  x à des  valeurs  positives  de  y ; 
donc  tous  les  points  déterminés  par  cettè  équation  sont  situés  daiiS 
les  angles  yAx',  y'Ax.  On  peut  d’ailleurs  faire  lés  mêmes  raison- 
nements que  plus  haut,  et  on  arrive  aux  mêmes  conséquences  : 
c’est-à-dire  que  l’éq.  y='—a'x  représente  aussi  une  ligne  droite, 
telle  que  dkd'  (fig.  66).  Ainsi , quel  que  soit  a,  Péquation  y p=  ax 
représente  toujours  une  ligne  droite  qui  passe  par  l’origine. 

Pour  avoir  un  second  po^t  de  cette  ligne,  qn  fera  = 1 , ce 
qui  donne  y = a.  On  prendra  donc,  du  côté  Ax , une  abscisse  AF, 
qui  représentera  l’unité;  on  mènera  KFK'  parallèle  aux  ordon- 
nées , et  on  prendra  sur  cette  parallèle , au-dessus  ou  au-dessous 
du  point  F,  suivant  le  signe  de  a,  une  longueur  FG  égale  à a : la 
droite  DD',  tirée  par  l’origine  et  par  le  point  G , sera  la  ligne  de 
l’équation  y = ax. 

204.  Construisons  actuellement  l’équation  ' . ‘ 
y = ax  -|-  b, 

dans  laquelle  ^ous  supposerons , afin  de  mieux  fixer  les  idées , 
que  q et  à sont  posijtife.  On  ot^séFYiéf?  donne  à x,  dans 

cette  équation , les  piêmes  valeurs  que  dans  J’équation  y = ax, 
la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  y sera  constante  et 
égale  à b.  Donc  le  lieu  de  la  nouvelle  équation  est  une  droite  pa- 
rallèle à la  droite  DD'  ( fig.  67 ),  que  l’équation  y = ax  détermine  ; 
^et  qn  construira  cette  nouvelle  ligne  en  prenant  .\JJ  = à sur  Ay,  et 
vo'menant  BjË  parallèle  à AD.  _ . 


-;[( 
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S’il  reste  des  doutes  à cet  égard , on  peut  les  lever  en  prenant 
des  points  de  la  droite , dans  chacun  des  trois  angles  qu’elle  tra- 
verse , et  en  démontrant  que  pour  tous  ces  points  on  a y = ox-j-  ô. 
Si,  par  exemple,  on  considère  un  point  M situé  dans  l’angle  yÂj/, 
qu’on  mène  MP  parallèle  à Ay,  et  qu’on  prolonge  cette  parallèle 
jusqu’au  point  N où  elle  rencontre  DD',  on  aura 

MP=MN  — PN=ft— PN. 

L’abscisse  des  points  M et  N est  égale  à — AP;  donc  l’ordonnée 
correspondante  du  point  N , qui  est  situé  sur  la  ligne  DD',  sera 
égale  à — a X AP.  Cette  valeur  est  négative , parce  que  le  point  N 
est  au-dessous  de  x'x  : en  ne  prenant  que  la  valeur  absolue , on 
a PN  = a X AP,  et  par  suite 

MP  = 6— axAP, 

» 

valeur  égale  à celle  qu’on  déduit  de  l’équation  y = ox  4-  è en  y 
substituant  — AP  à la  place  de  x. 

Nous  venons  de  construire  l’équation  y = ox  -)-  é,  dans  la  sup- 
position que  a et  6 étaient  des  quantités  positives  ; mais  cette  équa- 
tion présente  trois  autres  variétés  relativement  aux  signes  de  ces 
constantes,  savoir; 

y=ox — 6,  y — — ax-\~b,  y==  — ax — b. 

On  peut  appliquer  à chacune  de  ces  équations  des  raisonnements 
semblables  à ceux  qu'on  a faits  pour  l’équation  y — ax-\-b,  et  on 
trouve  toujours  une  ligne  droite , mais  la  position  n’en  est  point  la 
même.  Voici  les  constructions  propres  à chacun  de  ces  trois  cas  : 

Si  l’équation  est  y = ox  — b,  on  construit,  comme  dans  le  pre- 
mier cas , la  droite  AD  (fig.  68),  représentée  par  l’équation  y = ox, 
on  prend  encore  sur  l’axe  des  y une  distance  AB  = b,  mais  du 
cdté  opposé  à Ay,  et  on  mène  encore  BE  parallèle  à AD. 

Si  on  a l’équation  y = — ax  b,  on  construit  la  droite  dA 
( fig.  69),  représentée  par  l’équation  y = — ax,  on  prend  AB  = è, 
du  cété  Ay,  et  on  mène  encore  BE  parallèle  à Ad. 

Enfin,  quand  on  considère  l’équation  y=  — ax  — b,  la  seule 
différence  avec  le  cas  précédent  consiste  en  ce  que  l’on  prend 
AB  = è (fig.  70)  au-dessous  de  l’origine , du  côté  Ay'. 

205.  Lorsque  A n’est  pas  nul,  on  peut  ramener  l’équation 
Ay  -f-  Bx= C à la  forme  y= ox  -)-  b,  et  cette  dernière  repré.sente 
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toujours  une  droite , ainsi  qu’on  vient  de  le  démontrer.  Quand 
A = 0,  l’équation  se  réduit  à 

Q 

Bx=C,.  ou 

et  il  est  clair  que  celle-ci  a pour  lieu  géométrique  une  droite  CF 
(fig.  71)  parallèle  à l’axe  des  y,  et  qui  rencontre  l’axe  des  as  à 

une  distance  AC  de  l’origine , égale  à g , du  côté  kx  ou  du  côté 

ko/,  seloa  que  cette  quantité  est  positive  ou  négative. 

206.  Concluons  maintenant  que,  dans  tous  les  cas,  l'éyuation 
du  premier  degré  a pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

207.  D’après  ce  qui  précède,  pour  construire  une  équation  du 
premier  degré,  il  faudrait  d’abord  la  mettre  sous  la  forme 
y = ax-\-  b,  construire  la  droite  représentée  par  l’équation  y=ax, 
prendre  sur  l’axe  des  y,  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’origine,  une 
distance  égale  à b,  et  mener  ensuite  une  parallèle  à cette  droite. 
Mais  il  e.st  plus  simple  de  déterminer  les  deux  points  où  la  droite 
cherchée  rencontre  les  axes,  ce  qui  se  fera  en  supposant  successi- 
vement a:  ==  0 et  y = 0,  dans  l’équation  de  cette  droite. 

Soit , par  exemple , l’équation 

3y  — 2a- -1-5=  0. 

Pour  trouver  le  point  où  la  droite  qu’elle  représente  vient  couper 
l’axe  des  ordonnées , on  remarque  que  pour  ce  point  l’abscisse  est 
zéro  ; c’est  pourquoi  on  fait  a;  = 0 dans  l’équation , et  on  trouve 
l’ordonnée  correspondante  y = — f.  Si  donc  on  prend  (fig.  72), 
du  côté  des  y négatifs,  la  distance  AB  égale  aux  | de  l’unité  de 
longueur,  le  point  B appartiendra  à la  droite  cherchée.  De  même , 
le  point  de  cette  droite  qui  est  sur  la  ligne  des  abscisses , ayant  une 
ordonnée  nulle,  jb  ferai  y = 0,  et  j’aurai  l’abscisse  correspondante 
a:  = |,  ce  qui  montre  qu’en  prenant,  dans  le  sens  des  x positifs, 
AC  = 5,  le  pointe  appartiendra  encore  à la  droite  cherchée.  Cette 
droite  est  donc  déterminée. 

208.  Jusqu’à  présent  on  a démontré  seulement  que  l’équation 
du  premier  degré  représente  toujours  une  ligne  droite.  Actuelle- 
ment, on  va  faire  voir  qu’il  n’y  a pas  de  ligne  droite  qui  ne  puisse 
être  donnée  par  une  équation  du  premier  degré. 

1”  D’après  ce  qui  a été  vu  n®  203,  pour  construire  la  droite  de 
l’éq.  y = ax,  on  fait  a;  = 1 , ce  qui  donne  y = a , on  prend  sur 
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Xar  ffig.  èè)\  dans  le  ^ns  des  'abscisses  positives , iine  distance 
pour  représenter  l’unité , qui  est  ici  tout  â tait  àrbilrairë,  ori  nién'e 
KFK'  parallèle  à l’axe  des  y,  on  prend  Sur  cette  parallèle,  et  dans  le 
sens  indiqué  par  le  siprhe  de  a,  la  distance  FG  égale  à a,  puis  enfin 
on  tire,  par  le  pbiht  G et  pAr  l’orf^ne,  lA  dPoHë  DD'  ; cette  droite 
èst  la  ligne  demandée.  Par  cette  construction  ; il  est  clair  qu’ëh 
donnant  des  valeurs  diftiérentes  à a,  le  point  G change  de  position, 
et  par  suite  la  droite  DD';  et  comime  a peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur,  le  point  G peut  prendre  tbûtes  les  positions 
possibles  sur  KK'  : par  conséquent  la  droite  DD'  peut  avoir  toutes 
les  positions  possibles  autour  de  l’origine  Â.  Donc  tontes  les  droites 
passant  par  V&rigtne  peuvent  être  données  par  une  équation  de  la 
fonney=n)i. 

a*  On  a éü  aussi  (204)  qu’après  avoir  cotfethiit  la  droite  DD' 
(flg.  67)  représentée  par  l’équation  q = il  faut^  pour  avoir  la 
droité  dé  l’équAtion  y = ax^b,  prendre  sur  l’axe  Av  une  ordon- 
née AB  = b,  aU-dessus  ou  au-dessous  de  l’origitlè , selon  que  b est 
positif  ou  négatif,  puis  mener  BE  parallèle  à DD'.  Il  ést  clair,  par 
cette  construction , qu’en  faisant  passer  b par  tous  les  états  de  gran- 
deur, positivementetnégativement,  le  point  B pourra  prendre  tôütes 
les  positions  possibles  sur  l’a-xe  y'y.  D’ailleurs , en  faisant  varier  le 
coefficient  a,  la  droite  DD'  à laquelle  BE  est  parallèle,  peut  pren- 
dre, à l’égard  dé  kx,  toutes  les  inclinaisons  possibles;  donc  toutes 
lès  droites  qui  rencontrent  Vaxe  des  ordonnées  peuvent  être  données 
par  une  équation  delà  forme  y = ax  b . 

3°  Enfin  toute  droite  CF  (fig.  7\ } parallèle  à l'axe  Ay,  est  repré- 
sentée par  une  ëqiiatioh  telle  quéa;  = c,  puisque  pour  tous  les 
points  de  celte  droite  l’abscisse  est  constante  : or,  l’équation  a;  ==  c 
est  un  cas  particulier  de  l’équation  Ay  -j-  Ba?  ^ C ; donc  enfin  ^ 
toute  ligne  droite,  quelle  que  soit  sa  position,  peut  être  donnée  par 
une  équation  du  premier  degré. 

Problèmes  sur  la  ligue  droite. 

209.  Problème  I (fig.  7^)-  Connaissant  l'angle  EC^c,  qu’une 
droite  CE  fait  avec  l’axe  des  abscisses,  et  l'ordonnée  KR,  à l’origine, 
trouver  l’équation  de  cette  droite. 

Comme  la  droite  doit  couper  l’axe  Ay,  elle  sera  donnée  par  une 
équation  de  la  (orme 

. y=ûx-\-b. 
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Dans  cette  équation , b est  l’ordonnée  du  point  B , où  la  droite 
coupe  l’axe  Aÿ  ; cette  ordonnée  est  positivé  ou  négative'  selon  là 
position  de  ce  jtoinl  j et  é’est  elle  qu’on  appelle  tiWonù'd*  à TM.* 
gtnè;  ainsi  cette  quantité  est  donnée  immédiatement  pâr  l’énoncé: 
Quant  au  coefflcieht  ài  il  dépënd  de  l’angle  que  fait  la  droite 
avec  l’axe  des  x.  Menpns,  par  l’origine,  AD  parallèle  à CK  : 
réhuation  de  cette  parallèle  sera  ait  (204);  et  si  MP  est  l*ôr- 

dbnnéed’un  point  quelconque  de  cette  ligne,  on  aura  jp  — n. 
Mais  le  triangle  AMP  donneX  66)  '■ 

MP  sin  DAa; . 

““  AP  ~ sin  AMP  ’ 

et,  en  désignant  par  o l’angle  donné  ECar,  et  par  6 l’angle  ykx  des 
coordonnées,  on  aura  DAa;  = o,  AMP  = DA^  = 9 — a ; do»e  la 

valeur  de  a devient  f* 

sin  a 

* sin(0 — b)’ 

et  par  suite  l’équation  de  la  droite  CE  sera 

sin  a 


.1; 


A' 


[1] 


y = 


■ X b. 


sin  (9 — «J 

210.  Nous  avons  supposé  implicitement  que  l’angle  donné  ECa; 
était  moindre  que  yS.x  ; mais  l’équation  à laquelle  nous  sommes 
parvenus  n’en  convient  pas  moins  au  cas  où  ECx  serait  plus  grand 
que  ykx.  En  effet , dans  ce  cas , la  parallèle  AD  est  située  comme 
le  représente  la  figure  74,  et  le  triangle  JL\P  donne 

MP  _ sin  MAP sin  Di^ sin  a 

ÂP  ■“  sin  AMP  ““  sin  DAy  “ sin  (a— 9)' 

Dans  l’équation  y = ax,  a est  toujours  le  rapport  de  l’ordonnée  à 
l’abscisse , et  ici  l’abscisse  du  point  M est — AP  ; donc  a = 

Donc,  en  observant  que  sin  (a — 9)  = — sin(9  — a),  on  aura 

sin  a sine 

* siu(o — 9)  sin  (9 — a)’ 

Ainsi  l’équation  [1]  est  toujours  celle  de  la  droite  CE. 

211.  11  est  très-important,  pour  ne  point  commettre  d’erreur 
quand  ou  applique  cette  équation  à des  cas  particuliers,  de  sè 
i-àppelei*;  1*  que  b est  une  quantité  positive  on  négative,  suivant 


GtïOgIt 
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que  la  droite  coupe  l’axe  des  ordonnées  en  dessus  ou  en  dessous 
de  l’origine  ; 2°  que  0 est  l’angle  ykx  des  coordonnées  positives , et 
non  l’angle  adjacent  3°  que  s est  l’angle  ECo;,  formé  du 
côté  des  abscisses  positives  par  la  partie  supérieure  de  la  droite , 
c’est-à-dire  par  la  partie  située  du  même  côté  que  les  ordonnées 
positives. 

212.  Si  l’angle  des  coordonnées  est  droit,  on  a 6 = 90°, 

sin  (6  — a) = cos«  ; donc  a = = tang  « ; donc  a représente  la 

tangente  de  l’angle  que  fait  la  droite  donnée  avec  l’axe  des  x. 

213.  Problème  II.  Étant  donnée  l’équation  d'une  droite, 

y = ax  + b, 

calculer  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l’axe  des  x. 

AD  (fig.  73)  étant  la  droite  de  l’équation  y = ax,  à laquelle  la 
droite  de  l’équation  donnée  est  parallèle  (204),  menez  l’oitlonnée 
MP  : si  on  désigne  par  s l’angle  demandé  ECx,  et  par  6 l’angle 
ykx,  on  trouvera , comme  plus  haut , à l’aide  du  triangle  AMP, 

sin  g 

sin  (6 — g) 

Pour  déduire  g de  cette  équation , on  chasse  le  dénominateur  et 
on  remplace  sin(9 — g)  par  sa  valeur  sin9  cosg — sing  cos6  : il 
vient  sin  g = a sinO  cos  g — a sing  cosO,  ou 


(1  -)-a  cos 9)  sing  = a sin6  cosg  ; 

et  de  la , en  observant  que  = tang  g,  on  tire 
^ cosg  " 


[2] 


tang  g : 


asin9 

l-facos9’ 


Tang  g étant  connue,  g lui-même  doit  être  regardé  comme  connu. 

214.  Problème  III.  Trouver  l’équation  d’une  droite  qui  passe  par 
deux  points  donnés. 

Soient  x',  y',  et  a/',  y",  les  coordonnées  de  ces  points.  La  ligne 
cherchée  devant  être  droite,  son  équation,  en  supposant  que  la 
droite  ne  soit  pas  parallèle  à l’axe  des  y,  sera  de  la  forme 
y=ax-\-b, 

a et  é étant  encore  inconnus. 

Pour  qu’elle  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sopt  af,  y', 
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U faut  que  son  équation  soit  satisfaite  quand  on  y met  x'  pour  x, 
et  y'  pour  y,  ce  qui  exige  qu’on  ait 

' y'=ar'+6. 

Au  moyen  de  cette  équation  on  peut  déjà  éliminer  l’une  des  deux 
quantités  inconnues.  En  la  retranchant  de  l’équation  y = ax-\- b, 
b sera  éliminé,  et  il  viendra 

y — ‘^  = a{x  — x'). 

Cette  équation  est  celle  d’une  droite  aHujettie  à passer  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x\  mais  o reste  encore  indéterminé, 
parce  qu’on  peut  mener  une  infinité  de  droites  par  un  point. 

Pour  que  la  droite  passe  par  le  second  point  donné , il  faut  que 
la  dernière  équation  soit  satisfaite  en  y remplaçant  x par  x",  et  y 
par  y',,  ce  qui  donne 


d’où  l’on  tire 


ÿ'—y'=a{a^'—x'). 


a 


_y"-y- 

x" — x''* 


En  substituant  au  lieu  de  a cette  valeur,  on  aura 
[3]  y — y'  = 


équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés.  Il  est 
d’ailleurs  facile  de  s’assurer  que  les  conditions  de  la  question  sont 
remplies  : car  x = x'  donne  y = y',  et  x = x"  donne  y = y^. 

215.  Cette  équation  donne  toutes  les  positions  particulières'  r 
qu’une  droite  peut  prendre  puisque  les  coordonnées  x',  y',  x",  y", 
sont  tout  à fait  arbitr^res.  On  va  même  voir  qu’elle  donne  les 
droites  parallèles  à l’axe  des  y,  quoiqu’on  soit  parti  de  l’équation 
y — ax  b,  qui  ne  convient  pas  à ces  droites. 

Si  y"=  y',  l’équation  [3]  se  réduit  à y=  donc  la  droite  est 
parallèle  à l’axe  des  x.  Cela  doit  être  en  effet,  car  elle  passe  par 
les  extrémités  des  deux  ordonnées  égales  MP  et  M'F  ( fig.  75). 

Si  x"  = x',  le  multiplicateur  de  x — x'  dans  le  second  membre 
devient  infini  ; mais  si  on  résout  l’équation  par  rapport  à x — x', 
on  aura 

et  si  maintenant  on  suppose  a!'  — x',  il  viendra  x = x',  ce  qui 
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mbntre  que  b droite  est  parallèle  à l’axe  des  y,  airièi  qiie  cela  doit 
être , puisqu’elle  passe  par  les  extrémités  de  deux  abscisses  égalés,' 
MQetM'Q'(fig.  76). 

Si  on  suppose  à la  fois  x"  = x'  et  y"=y',  l’éqiiation  [3]  devient 

Le  coefficient  de  x — x'  étant  indéterminé , la  droite  peut  prendrè 
toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  x\  et  y'.  C’est  en  effe^  ce  qui  doit  avoir  lieu  : car  les  deux 
points  donnés  n’éh  font  plus  qu’un  seul , et  par  un  point  on  peut 
faire  pà^er  une  infinité  de  droites. 

216.  Problème  ]Y.  Trouver  l'équation  à’ùne  droite  qui  passé  par 

uti  point  àonné,  et  soit  parallèle  à une  droite  donnée.  ''  , 

4*bür  là  droite  donnée  et  pour  la  parallèle,  prenons  les  équations 
y = ox  + è,  ; 

y = a' x-\-  V ■.  J 

a et  è sont  supposes  donnés,  mais  a'  et  V sont  inconnus. 

^ Pour  que  les  droites  soient  parallèles  on  doit  avoir  a' = a.  En 
effet , l’une  est  parallèle  à une  droite  qui  passe  par  l’origine  et 
dont  l’équation  est  y = ox  ( 204) , l’autre  est  parallèle  à une  droite 
dont  l’équation  est  y = a'x.  Or,  les  deux  dernières  lignes,  passant 
par  l’origine , doivent  se  confondre  en  une  seule  quand  les  deux 
prentièree  sdnt  parallèles  ; donc  on  doit  avoir  al  — a.  Par  suite 
l’équation  de  la  parallèle  à la  droite  donnée  devient 
y = ax-\-  b'. 

ici  b'  reste  encore  Indéterminé , parce  qu’il  y a une  infinité  de 
droites  qui  sont  parallèles  à une  ligne'donnéé.  Mais  si  on  veut  qüë 
cette  parallèle  passe  par  un  point  donnée  dont  les  côordonnéès 
Soient  x'  et  y',  il  faudra  qu’on  ait 

y'=ox'+  6', 

équation  qui  fait  connaître  b'.  En  la  retranchant  de  la  précédente, 
h'  sera  éliminé,  et  on  aura,  pour  la  parallèle  demandée, 
y — y'  = 0(x  — x'). 

217.  ProRlèMï  V.  Déterminer  te  point  d'intersectim  <te  deux 
droites  dont  on  cannait  les  équations. 

Soient  les  équations  des  deux  droites, 
y = ax  ^ b, 

. y = a'x  -}-  V. 
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Aiipb»»l  bù  ôès  dfôîtes  se  coü^peni , elles  (int  lés  riièioes  coordôii- 
nèfes , tel  iréfciprbqüemeht  les  coordonnées  de  ces  lignes  iie  sont 
égales  qu’au  poiftt  ôû  elles  se  rencontrent;  donc,  pbbt  ce  pbiHt,‘ 
ét  pbùr  cé  pbidt  sènlerlient , on  a ba;  -j-  6 tt'ir-f  6',  dé  fibrine 


■ bzï. 

■ a' — a 


En  mettant  cette  valeur  à la  place  de  X dans  réqnalibh  de  l’uiiè 
des  droites , on  trouve  i i > 

218.  Quand  a' = a,  ces  valent^  deviennent  infinies,  donc  alors 

il  n’y  a plus  d’intersection.  Nous  savons  en  effet  (216)  que  les 
dwiltés  sont  partfllèles  quand  ôti  a a'  2=  ri.  r 

- Quatid  ori  a i Ift  Ibis  a'  =ia  et  b'  = b,  lës  valerirS  de  a:  et  dë  y 
deviennent  g,  c’est-à-dire  indéterminés  donc  bn  éf*  cbnclüte 
què  tOttsles  points  dé  ruilë  des  dioitês  sont  comtmihs  à l autre. 
C’est  en  effet  ce  qui  arrive  : car  alors  ( les  équations  des  droites  de- 
venant identiques,  lés  deux  droites  ji’cn  font  plus  qu  fine  seule. 

219.  Problème  VÎ.  Trouver  la  distance 'de  deux  points  dont  on 

coünaîi  les  coordonnées.  _ , 1 * ' .. . i- 

Supposons  fi’àlibîii  lés  axés  rectangulaires  ( fig.  77  ),  fet  soient  5t 
et  N les  points  dont  il  s’agit.  Menez  les  ordonne'cs  MP,  NQ,  et  la 
parallèle  NR  îi  l’axe  dés  x : le  triante  rectangle  MNR  donnera 

' MN  = 

Désignons  par  x,  y,  W coordonnées  du  point  M,.  et  par  x , y , 
celles  dü  point  N ; ori  aura  NR  — ifc— x',  MR  = y-^j  ; et  par  suite, 
èh  n'oïnbiant  S la  distance  cherchèê,  il  Viéndra 

8 = v^(x— x')’-|-(y— y')’- 

En  plaçant  succéssivëirié’nt  les  points  M et  N dans  toutes  les  po- 
sitions où  là  cbriSinicfion  fiù  triangle  MNR  peut  offrir  qiiélqué 
chanèement  dans  la  figure,  et  en  ayant  égard  aux  convenüOTO 
^tàbliés  sur  les  signes  des  coordbniiées,  on  Hecofanfdtra  que  cetlô 

fonriülfe  né  Èouffre  aticubc  étception. 

Par  eicmplè,  si  lé  pbiril  N ésU  l’origine  (fig.  78),  oh  aûlà-* 
j;' = 0,  y' = Oi  ët  par  suite 
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C’est  l’expression  de  la  distance  d’un  point  quelconque  à l’origine 
des  coordonnées  ; et  il  est  aisé  de  s’en  convaincre , car  Ip  triangle 
rectangle  AMP  donne  AM  = V^AP*  + MP’  = v/î*+^. 

Prenons  pour  second  exemple  celui  où.  les  points  M et  N ont  la 
position  représentée  sur  la  figure  79.  Alors  les  abscisses  de  ces 
points  sont  — AP  et  — AQ;  ainsi  a;  = — AP  eta/=— AQ.  L’or- 
donnée du  point  M est  encore  MP,  mais  celle  du  point  N est  — Q\  ; 
donc  y = PM  et  2^= — QN.  Mettons , pour  x,  y,  a/,  y*,  ces  va- 
leurs dans  la  formule  générale , on  aura 

= v/r-AP-hAQ)»-H(PM-HQN)* 

•=  v'CAP  — AQ)*  + (PM  -I-  PR/ 

= : 

résultat  semblable  à celui  qu’on  tire  du  triangle  rectangle  M\R. 

220.  Actuellement , supposons  les  axes  obliques(fig.  80)  : menons 
encore  la  ligne  NR,  parallèle  à l’axe  des  x et  terminée  aux  ordon- 
nées MP,  NQ.  Le  triangle  MNR  ne  sera  plus  rectangle,  mais  une 
formule  connue  (66)  donnera 

M\  L v/nR*  -f  MR*  — 2NR  X MR  X cosMRIV. 

L'angle  MRX  est  le  supplément  de  l’angle  yAx;  en  désignant  donc 
ce  dernier  par  9 , ^t  conservant  les  mêmes  dénominations  que  dans 
le  numéro  précédent,  on  aura 

S = v^(x  — x')*  -I-  (y  —'y')’  -f  2(x  — x')(y  — y')  cos9. 

Si  on  suppose  9 = 90”,  on  a cos9  = 0,  et  par  suite 


S = y'Cx— x')*-|-,(y—  y')*  ; 

c’est  la  formule  déjà  trouvée  pour  le  cas  des  axes  rectangulaires. 

221.  Problème  Vil.  Étant  données  les  équations  de  deux  droi- 
tes, trouver  l’angle  de  ces  droites. 

Soient 


yz=ax-\-b,  y = o'x-(-ft', 

les  équations  des  deux  droites.  Par  l’origine  (fig.  81)  menons  AD, 
AD',  parallèles  à ces  droites.  L’angle  DAD'  est  égal  à l’angle  cher- 
ché : désignons-le  par  Y.  Les  angles  DAx , D'Ax , sont  égaux  à 
ceux  que  les  droites  données  font  avec  l’axe  Ax  : désignons-Ies 
par  a et  o'.  Cela  posé , on  a évidemment  V = a'  — a ; donc 

tanga' — tanga 


tang  V = tang  (a'  — a)  : 


1 -{-  tanga  tanga 
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Supposons  en  premier  lieu  que  les  axes  des  coordonnées  soient 
rectangulaires  : on  a (212)  tanga  = a,  tanga'=:=ti' ; donc 


tangV  = ^ 


Cette  formule  résout  la  question,  puisqu’elle  fait  connaître  la  tan- 
gente de  l’angle  demandé. 

Quand  les  droites  sont  parallèles,  l’angle  V est  nul , tang  V doit 
être  nul  aussi  ; donc  a' = a,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu  (216). 

Quand  elles  font  un  angle  droit,  tang  V doit  être  infinie , et  pour 
cela  il  faut  qu’on  ait 


aa'  + 1 = 0 , d’où 


0'  = — 

a 


Telle  est  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  deux  droites 
soient  perpendiculaires  l’une  sur  l’autre.  Si  la  première  droite  est 
perpendiculaire  aux  abscisses , a est  infini , et  pn  trouve  a'  = Q ; 
donc  la  seconde  droite  est  parallèle  aux  abscisses , ainsi  que  cela 
doit  être.  Pareillement,  si  la  première  est  parallèle  aux  abscisses, 
a est  nul , et  on  trouve  a'  = « , ce  qui  montre  que  l’autre  droite 
est  parallèle  aux  ordonnées. 

222.  En  second  lieu,  supposons  que  les  axes  des  coordonnées 

soient  obliques,  et  qu’ils  fassent  entre  eux  un  angle  6,  on  a (213) 

. O sin  6 , , a'  sin  0 _ , , . • 

tanga  = — i -,  tanga' = — -, -.  Remplaçons  donc 

l-|-ocos6  ® 1-j-a'cosÔ 

tang  a et  tang  a'  par  ces  valeurs  ; il  vient , toute  réduction  faite, 

^ (a'  — a)sinO 

® l-f-oa'-|-(a-}-a')cos9’ 

i 

Si  on  veut  que  les  deux  droites  données  soient  perpendiculaires 
entre  elles,  il  faut  égaler  le  dénominateur  à zéro,  ce  qui  donne 

1 -f-  aa'  -f-  (a  a')  cos  9 = 0 , d’où  a'  = — 

' I ' I > a-(-cos9 

Lorsque  9 = 90^,  cette  formule  se  réduit  à celle  qui  a été  donnée 

plus  haut,  a'=  — 

223.  Problème  VIII.  Mener , par  iin  point  donné , une  perpen- 
diculaire à une  droite  donnéè,  et  trouver  la  longueur  comprise  sur 
cette  perpendiculaire , entre  le  point  donné  et  la  droite  donnée. 

Soit  l’équation  de  la  droite  donnée , 
g = ax  b, 
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,ct  x',  y'  Içs  cpordonnée^  du  point  donné.  La  droite  cherchée  de- 
vant passer  par  ce  poipt  (?14),  sop  équation  ser^  de  la  forpip 
y — ^z=a!{x  — x'),  a’  étant  encore  inconnu.  Maïs  la  condition 
d’être  perpendiculaire  à la  droite  donpée  exige  qu’on  ait,  quand 

les  axes  wnt  rectang]alMjpes  (221^,  q'  = — donc  l’équatiçn  de 
la  perpendiculaire  sera 

I a ^ 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de  la  droite 
donnée  et  de  la  perpendiculaire,  il  faut  tirer  des  équations  de  ces 
lignes  les  valeuçs  de  x et  de  y (217).  Afin  de  faire  l’élimination 
avec  plus  de  facilité,  on  mettra  la  première  ,y  = ax  b , sous  la 
forme 


y — ^ = a{x — b-\-ax'  — yf. 

> ' 

En  la  combinant  avec  celle  de  la  perpendiculaire,  et  prenant  pour 
inconnues  les  différences  y — y',  x — af,  on  trouve 


X — xf  = 


a (y'  — gy'  — b) 


. y — y 


y' — asf  — b , 


valeurs  dont  il  est  facile  de  déduire  les  coordonnées  a;  et  y du  pied 
de  la  perpendiculaire. 

*Maintenant  si  on  désigne  parp  la  distance  compris  sty  la  p0f7 
pendiculaire , entre  le  point  donné  et  la  droite  donnée , l’expres- 
sion de  cette  distance  sera 


P = ^{x — sff  -f  (y  — y)’  ; 

et , en  mettant  pour  x — x'  et  y — y'  leurs  ^*1^“''’®  > ^®y*®**f 


P 


, y’  — aaf  — b 
~~  y/l+a’ 


Comme  la  valeur  de  p doit  être  essentiellement  positive,  on  pren- 
dra le  signe  supérieur  quand  le  numérateur  y — ox  — b aéra  po- 
sitif, et  le  signe  inférieur  quand  ce  numérateur  ^ra  négatif. 

Si  le  point  donné  est  situé  à l’origine,  il  faut  faire  a/  = 0,  et 
y'  = 0 : alors  la  valeur  dep  se  réduit  à celle-ci  : 

_ 

v'i  -|-a’ 

Si  le  point  est  placé  sur  la  droite  donnée,  les  coordonnées  x'  et 
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f/'  d^iveat  sstisiaire  à réqoatif^n  <d«  c^te  dl^it^.  Qq  ÿ dOHc 
^ = 00/  b,  et  par  suite  la  y^eur  i^eÿ  se  çédipf  à zéro,  fÎDSj  que 
cela  doit  ^re.  > . 

224.  Quand  les  coordonpées  sqnf  ol)liqups  a'  plus  égal  à 

— i,  mais  on  a a'=  (222),  et  l’équation  de  la  çer- 

ppodiculaire  jes^  . 


— 1 — acos6 
. a + co^e 


{x  — af). 


En  combinant  cette  équatioo  avec  celle  de  la  droite  donnée, 
mise  sous  la  forme  > ' ' 


y — ÿ = a{x  — af)-\-b-\-aa^—i/, 
on  trouve  ' ... 

^,__(c  + cos6)  (y'— aa;'— 6) 

' • 1 -j-a*  + 2acos*  ’ 

— (t  + acose)(ÿ'  — ag'  — 6).  ■ 

^ ^ l+a*  + 2acos6  ’ 

et,  pour  avoir  la  longueur^  de  la  perpendiculaire,  il  faut  prendre 
la  formule  * 

5 = v/(g  — g')*+(y  — y')’  + 2(g  — g')  (y  — 5^)0080, 


trouvée  n“  220,  et  y remplacer  x — 0/,  y — ÿ,  par  leurs  valeurs. 
Après  toutes  les  réductions , il  vient 

,{y'  — ax'  — 5)sin0 

p = ±-’-? 

' yl  -fa*-}- 2a  cos  6 

Que  les  axes  soient  rectangulaires  ou  qu’ils  soient  obliquas , 
l’expression  générale  de  la  perpendiculaire  p est  toujours  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coordonnées , x'  et  y',  du  point  d’où 
elle  est  abaissée.  Cette  remarque  peut  être  quelquefois  utile. 

225.  Exercices.  Comme  il  importe  beaucoup  de  se  rendre  fa- 
milières les  applications  qu’on  peut  faire  de  l’équation  de  la  ligj^ 
droite , et  des  questions  qui  viennent  d’être  traitées , je  placerai  ici 
les  énoncés  de  quelques  problèmes  à résoudre  et  de  quelques 
théorèmes  à démontrer. . 

I.  Problème.  Trouver  l’équation  d’ufle  droite  qui  divise  en  deux 
parties  égales  l’angle  de  deux  droites  rapportées  à des  coordon- 
nées rectangles , et  dont  les  équations  sont  données. 

II.  Théorème.  Démontrer  que  les  droites,  qui  divisent  les  trois 
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angles  d’un  triangle  en  deux  parties  égales,  se  coupent  en  un 

même  -point  ( centre  du  cerde  inscrit). 

111.  ‘THiOREMB.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
trois  cdtés  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point  (centre  du 
cercle  circonscrit). 

rv.  Théorème.  Les  droites  menées,  par  les  sommets  d’un  trian- 
gle, aux  milieux  des  côtés  opposés , se  coupent  en  un  même  point 
(centre  de  gravité). 

V.  XHÉORÈMit.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d’un 
triangle  sur  les  trois  côtés  se  coupent  en  un  môme  point. 

VI.  Théorème.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  centre  du  cercle 
circonscrit , le  centre  de  gravité  et  le  point  d’intersection  des  trois 
hauteurs  sont  toujours  en  ligne  droite  ; et  la  distance  des  deux 
derniers  points  est  double  de  celle  des  deux  premiers. 

VU.  Théorème.  Si  l’on  mène  à volonté  une  parallèle  à la  base 
d’un  triangle,  et  que,  par  les  points  où  cette  parallèle  coupe  les 
deux  autres  côtés , on  tire  des  droites  aux  sommets  des  deux  an- 
gles opposés,  elles  se  couperont  toujours  sur  im  point  de  la  droite 
qui  joint  le  milieu  de  la  base  au  sommet  du  triangle. 

VUI.  Problème.  Étant  donné  un  point  À (iig.  82)  dans  le  plan  de 
l’angle  yOx,  tirez  par  ce  point  deux  droites  quelconques  CF,  ED  ; 
menez  la  droite  CD  par  les  points  C et  D , où.CF  rencontre  0^  et 
où  ED  rencontre  Ox  ; menez  de  la  môme  manière  la  droite  FE 
par  les  points  où  les  mômes  lignes  CF  et  ED  rencmitrent  Ox  et  Oy  ; 
prolongez,  si  cela  est  nécessaire,  les  droites  CD  et  EF  jusqu’à  leur 
intersection  B ; puis  menez  par  ce  point  deux  sécantes  quelcon- 
ques qui  coupent  les  côtés  de  l’angle  en  G , H , I , K , d’où  résulte 
le  quadrilatère  IGHK  : il  faut  prouver  que  le  point  M , où  se  cou- 
pent les  diagonales  GK  et  IH,  est  situé  sur  laslroite  OA,  qui  joint 
le  point  donné  A au  sommet  de  l’angle  donné. 

IX.  Problème.  Un  point  A et  une  droite  BC  étant  donnés  (fig.  83), 
menez  par  ce  point  une  droite  quelconque  AP,  terminée  à la  ligne 
BC  ; faites  l’angle  PAM  égal  à un  angle  donné  ; puis  prenez  sur  le 
côté  AM  une  distance  telle  que  AM  soit  à AP  dans  un  rapport 
donné  : le  lieu  des  points  M,  ainsi  déterminés,  est  une  droite,  et 
c’est  ce  qu’il  s’agit  de  trouver. 

/ : 
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CHAPITRE  VI. 

LIGNES  DU  SECOND  ORDRE. 


Division  des  lignes  du  second  ordre  en  trois  genres. 

226.  L’Équation  générale  du  second  d^ré , entre  x et  y,  est 
[A]  Ay*  + + Cx*  + Dy  + Ea;  + F = 0. 

Quand  le  coefficient  A n’est  pas  nul,  elle  donnera,  en  la  résolvant 
par  rapport  à y, 

y=— 4AC)x«+2(BD-2AE)x+D*— ÎÂF; 

g P 

et  si,  pour  abréger,  on  pose  û = -^,  * = w = B’ — 4AC, 

P = BD  — 2AE , y = D* — 4AF,  on  aura  plus  simplement 
y = ax  b±  -{-Ipx  q. 

Les  deux  valeurs  de  y ont  une  partie  rationnelle  commune , 
exprimée  par  ox-j-*-  Or,  ax-\-b  est  l’ordonnée  d’une  ligne 
droite , dont  l’équation  est  y = ox  ^ : supposons  que  cette  ligne 
soit  construite,  et  que  ce  soit  HH'  (fig.  84).  Si  on  veut  avoir  les 
points  que  l’équation  [A]  détermine  pour  une  abscisse  quelcon- 
que AP,  on  mènera  d’abord  l’ordonnée  PQ  terminée  à la  droite 
HH',  et  on  portera  ensuite  dans  la  direction  de  PQ,  tant  en  dessu.s 
qu’en  dessous  de  la  droite  HH',  des  parties  QM,  QN,  égales  à la  va- 
leur correspondante  de  la  partie  irrationnelle  ^ y^nx’  ipx  -|-  y. 
II  est  clair,  en  effet,  qu’on  aura , par  cette  construction , 

PM  = PQ  -f-  QM  = ox  -j-  é -j-  i v^»x’  -)-  2/)x  -j-  y > 

P5i  = PQ  — QN  — ax-\-b  — ^ y'7ix*-|-2|)x-|-y. 

Si  on  imagine  que  cette  construction  soit  répétée  pour  toutes  les 

12 
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valeurs  de  æ qui  donnent  au  radical  des  valeurs  réelles,  on  obtien- 
dra tous  les  points  de  la  ligne  représentée  par  l’équation  [A]. 

227.  La  droite  HH',  donnée  par  l’équation  y = ax  b,  jouit  de 
la  propriété  de  partager  en  deux  parties  égales  les  lignes  menées 
parallèlement  à l’axe  des  y,  entre  deux  points  de  la  courbe  ; pour 
cette  raison , on  lui  a donné  le  nom  de  diamètre. 

Afin  d’abréger,  j’appellerai  ordonnée  comptée  à partir  du  dia- 
mètre la  quantité  qu’il  faut  porter  au-dessus  et  au-dessous  de  HH', 
et  je  la  représenterai  par  Y : de  sorte  qu’on  aura  toujOMrs 

\ = ~sfn^+lpx^. 

228.  Pour  connaître  l’étendue  et  les  limites  de  la  courbe,  il  faut 
chercher  l’étendue  et  les  limites  des  valeurs  de  x qui  rendent 
réelle , nulle  ou  imaginaire , l’ordonnée  Y comptée  à partir  du  dia.- 
mètre , ou  bien  qui  rendent  positive , nulle  ou  négative , la  quan- 
tité nx  -\-1px-]-q  placée  sous  le  radical.  Or,  on  démontre  en  Al- 
gèbre que,  dans  un  polynoipe  quelconque  tel  que 

/r"*  -f-  -|-  hx'^*  -)-  etc., 

on  peut  toujours  assigner  à x une  valeur  positive  et  ime  valeur 
négative,  telles  que  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  plus 
grandes  donnent  pour  ce  polynôme  des  valeurs  de  même  signe 
qug  le  premier  terme  ; et  on  démontre  aussi  qu’en  faisaql  croître  x 
jusqu’à  l’infini,  les  valeurs  du  polynôme  augmentent  elles-mêmes 
jusqu’à  l’infini.  Ainsi , à partir  de  certaines  valeurs  de  x,  positives 
et  négatives,  la  quantité  nx* -\-’2,px q prendra  des  valeurs  crois- 
santes jusqu’à  l’infini  et  de  même  signe  quenx*;  et  comme  le 
c.arré  x*  est  toujours  positif  par  lui-même,  ce  signe  sera  cqlui  de  », 
c’est-à-dire  de  B' — 4AC.  De  là  résultent  les  deux  conséquences 
suivantes  : 

Lorsque  B* — 4AC  est  négatif,  il  y a des  valeurs  de  x au  delà  des- 
quelles l’ordonnée  Y est  toujours  imaginaire,  soit  qu’on  prenne  x 
positivement , soit  qu’on  le  prenne  négativement.  D’ailleurs,  pour 
les  valeurs  de  x entre  lesquelles  Y reste  réelle , cette  ordonnée  ne 
saurait  être  infinie  ; donp  la  courbe,  que  l’équation  [A]  peut  repré- 
senter alors , est  limitée  dans  le  sens  des  abscisses  positives  et  né- 
gatives , tant  au-dessus  qu’au-dessous  du  diamètre.  Cetle  courbe 
porte  le  nom  d’EU.iPSE. 

Lorsque  B' — 4AC  est  positif,  il  y a des  valeurs  positives  et  né- 
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gatives  de  x au  delà  desquelles  l’ordonnée  Y est  toujours  réelle. 
D’ailleurs  cette  ordonnée  peut  croître  jusqu’à  l’infini  ; donc  la 
courbe  représentée  par  l’équation  [A]  est  infinie  dans  le  sens  des  x, 
tant  positifs  que  négatifs , tant  au-dessus  qu’au-dessous  du  diamè- 
tre : c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  qu’elle  s’étend  à l’infini  vers 
quatre  régions  différentes.  Elle  se  nomme  hyperbole. 

229.  Lorsque  B’ — 4AC=0,  le  polynôme  affecté  du  radical  perd 
son  premier  terme , et  on  a simplement 

Alors , si  <p  est  une  quantité  positive , on  peut  prendre  x positif 
aussi  grand  qu’on  voudra;  Y sera  réel  et  croîtra  jusqu’à  l'infini. 
Mais  si  on  prend  x négatif,  Y sera  imaginaire , ou  il  deviendra  tel 
quand  x aura  dépas.sé  une  certaine  grandeur  ; la  courbe  est  donc 
limitée  du  côté  des  x négatifs.  Ce  sera  le  contraire  si  jp  est  une 
quantité  négative.  Ainsi,  dans  ces  deu.\  cas,  la  courbe  est  indéfinie 
au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  mais  elle  n’est  illimitée  que 
d’un  seul  côté  de  l’origine  ; de  sorte  qu’elle  ne  s’étend  à l’infini  qqe 
dans  deux  sens  seulement.  On  la  nomme  parabole. 

Pour  le  moment,  nous  ne  considérons  pas  le  cas  où^j  serait  nul 
en  même  temps  que  B’ — 4AC,  parce  qu’alors  Y est  constant,  et 
que  l’équation  proposée  ne  peut  plus  représenter  une  ligne  courbe. 
Nous  reviendrons  sur  ce  cas  particulier. 

230.  Les  raisonnements  précédents  conduisent  à établir  trois 
genres  courbes  du  second  ordre.  Cette  énumération,  il  est  vrai, 
semble  exiger  que  l’équation  soit  du  second  degré  par  rapport  à y ; 
mais  nous  allons  montrer  qu’elle  comprend  les  autres  cas. 

231.  Le  coefficient  A étant  nul  et  C ne  l’étant  point,  l’équation 
[A]  sera  du  second  degré  en  æ ; et  si  on  la  résout  par  rapport  à 
cette  variable , on  aura 

^ ~ â î'-  â - à V^BV  + 2 (BE -2CD)  y 4CF. 

Si  B n’est  pas  nul,  B*y’ est  positif;  et  si  on  raisonne  comme 
plus  haut  (228),  en  mettant  partout  y à la  place  de  x,  on  verra  que 
la  courbe  doit  avoir  quatre  parties  indéfinies,  et  que,  par  cette 
raison,  il  est  permis  de  la  placer  dans  le  genre  des  hyperboles,  au- 
quel elle  appartient  encore  par  le  caractère  analytique  : car  la  quan- 
tité B*  — 4AC,  qui  se  réduit  ici  à B*,  est  essentiellement  positive. 
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Si  B = O , y n’est  plus  qu’au  premier  degré  sous  le  radical , et 
il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  représentée  par  l’équation  doit 
être  rangée  parmi  les  paraboles.  C’est  là  aussi  que  la  porte  le  ca- 
ractère analytique  : car  B*  — 4AC  est  égal  à zéro , à cause  des  hy^ 
pothèses  A = 0 , B = 0. 

232.  Il  peut  arriver  que  C soit  nul  en  même  temps  que  A.  Alors 
l’équation  [A]  devient 

ftry -(- Dy -f- Ea: -(- F = 0, 


et  ne  peut  plus  être  résolue  que  comme  équation  du  premier  de- 
gré. On  en  tire 


La  valeur  de  y montre  que , si  on  fait  a:  = ± » , on  a y = ; 

donc,  si  on  prend  (fig.  85)  sur  l’axe  Ay,  et  dans  le  sens  conve- 
nable, une  partie  AB  égale  à cette  quantité,  et  que  par  le  point  B 
on  mène  HH'  parallèle  à Ax , la  ligne  du  second  ordre  ira  ren- 
contrer cette  parallèle  à une  distance  infinie  du  point  B , tant  du 
côté  BH  que  du  côté  BH';  donc  elle  s’étend  indétiniment  dans  l’un 
et  l’autre  sens.  La  valeur  de  x montre  qu’en  faisant  y = ± oo , on 


- ; donc,  si  on  prend,  du  côté  convenable,  l’abscisse  AC 


égale  à cette  quantité,  et  que,  par  le  point  C,  l’on  mène  KK'  j-ia- 
rallèle  à Ay,  la  courbe  rencontrera  cette  parallèle  à l’infini , tant 
au-dessus  qu’au-dessous  ; donc  elle  s’étend  à l’infini  du  côté  CK 
et  du  côté  CK'.  La  courbe  a donc  quatre  parties  infinies  ; pour 
cette  raison  on  la  placera  parmi  les  hyperboles.  Remarquez  d’ail- 
leurs que  la  quantité  B* — 4AC  est  encore  positive  ; car  elle  se  ré- 
duit à B*,  et  B n’est  point  nul , sans  quoi  l’équation  proposée  ne 
serait  plus  du  second  degré. 

233.  Maintenant  on  doit  voir  bien  clairement  qu’il  n’y  a lieu  à 
distinguer  que  trois  genres  de  courbes  du  second  ordre. 


1°  Les  ELLIPSES,  qui  sont  des  courbes  limitées  dans  tous  les  sens, 


et  pour  lesquelles  on  a B’ — 4AC  <C  0 ; 

2°  Les  HYPERBOLES , qui  sont  des  courbes  composées  de  quatre 
parties  indéfinies,  et  pour  lesquelles  on  a toujours  B' — 4AC>0; 
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3°  Les  PARABOLES , qui  sont  des  courbes  composées  de  deux  par- 
ties indéfinies,  et  pour  lesquelles  on  a B*  — 4AC  =.  0. 

La  condition  B* — 4.\C  =0  est  celle  qui  doit  avoir  lieu  pour  que 
Ay’  + soit  un  carré  : ainsi , on  peut  dire  que  dans  les 

cas  où  r équation  du  second  degré  représente  une.  parabole,  les  trois  ' 
termes  du  second  degré  forment  un  carré.  La  réciproque  est  vraie. 

Maintenant  nous  allons  discuter  en  particulier  chacun  des  trois 
genres  de  courbes. 

Discussion  de  I’Ellipse.  IP — 4ÂC  < 0. 

234.  En  résolvant  l’équation  [A],  on  a trouvé  (226) 

y = ax-\-b±:^\/nx‘-\-2px-i-g, 

valeurs  dans  lesquelles  n désigne  B* — 4AC.  Dans  le  cas  que  nous 
discutons , cette  quantité  est  négative  ; c’est  pourquoi  nous  met- 
trons— 8’  au  lieu  de  »,  et  nous  pourrons  écrire  les  valeurs  de  y 
comme  il  suit  : i 

y = ax+b±±)^-{x‘-^-£x-^y 

Supposons  que  DH'  (fig.  86)  soit  le  diamètre  qui  a pour  équation 
y = ax-\-b,  et  cherchons  les  points  où  il  est  rencontré  par  la 
courbe.  Pour  ces  points,  l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre 
est  nulle  ; donc  les  abscisses  de  ces  points  sont  données  par  l’équa- 
tion 

[1]  x' — ^x  — - = 0. 

O»  q 

Beprésentons-en  les  racines  par  x'  et  x";  et  comme  ces  deux  ra- 
cines peuvent  être  réelles  et  inégales,  ou  réelles  et  égales,  ou  ima- 
ginaires, examinons  successivement  ces  trois  cas. 

235.  1"  cas.  sd  et  rr"  étant  des  quantités  réelles  et  inégales , il 
s’ensuit  que  la  courbe  a en  effet  deux  points  placés  sur  le  diamè- 
tre. Supposons,  pour  mieux  fixer  les  idées,  xt  et  x"  positifs , et  x! 
moindre  que  xf'  : si  on  veut  construire  les  points  placés  sur  le  dia- 
mètre, on  prendra  AB  = a;',  AB'  = a;",  on  mènera,  par  les  points 
B et  B',  les  droites  CD,  C'D',  parallèles  à l’axe  des  y,  et  les  inter- 
sections de  ces  lignes  avec  HH'  détermineront  les  points  H et  H', 
où  le  diamètre  rencontre  la  courbe. 
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Représentons,  coinine  on  en  est  déjà  convenu  (227),  par  Y l’or- 
donnée comptée  à partir  du  diamètre , nous  aurons 


Afin  de  saisir  plus  facilement  la  marche  de  cette  ordonnée , 
quand  on  fait  passer  O'  par  tous  les  états  de  gi-andedr,  décompo- 
sons en  facteurs  le  polynôme  placé  sous  le  radical.  Puisque  x'  ét 
j1'  sont  les  racines  de  l’équation  [1] , il  s’ensuit  que  le  polynôme 

æ’ — ^ est  le  produit  des  facteurs  x — x\  x — ai' \ par 
conséquent  on  a ' 

Y=-^^(x—x')  (x''—x). 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  de  A en  B,  l’abscisse  x fest  plus  petite 
que  ai  et  ai';  donc  le  facteur  x — æ'  est  négatif,  tandis  que  x" — x 
est  positif  ; donc  Y est  imaginaire  ; donc  il  n’existe  aucun  point  de 
la  courbe  entre  l’axe  Ay  et  la  parallèle  CD  menée  par  le  point  B. 

De  B en  B',  x est  plus  grand  que  ai  et  moindre  que  x".  Alors 
les  facteurs  x — x',  x" — x,  sont  positifs , et  par  suite  Y est  réel  ; 
donc  à chaque  abscisse  AP,  comprise  entre  ces  limites , il  corres- 
jjbnd  deux  points  de  l’ellipse. 

Au  delà  de  B',  jusqu’à  l’infini , x surpasse  ai'  ét  ai,  le  facteur 
X — x'  est  positif,  mais  le  facteur  ai' — x est  négatif;  donc  Y est 
imaginaire  ; donc  l’ellipse  n’a  aucun  point  au  delà  de  la  ligne  CD', 
menée  parallèlement  à Ay  par  le  point  B'. 

Du  côté  Xx',  l’abscisse  x est  négative.  Le  facteur  x — x'  sera  donc 
négatif,  tandis  que  ai' — x sera  positif  ; donc  Y sera  imaginaire , et 
l’ellipse  n’aura  aucun  point  du  côté  des  d;  négatifs; 

L’ellipse  est  donc  placée  tout  entière  entre  les  parallèles  CD , 
CD';  et  comme  les  valeurs  deic,  pour  lesquelles  Y est  réel,  sont 
comprises  entre  ai  et  x",  et  que  d’ailleurs  Y ne  peut  devenir  infini 
par  aucune  de  ces  valeurs , il  s’ensuit  que  l’ellipse  est  limitée  dans 
tous  les  sens,  ce  qu’on  savait  déjà  (228).  ’ 

Mais  on  peut  aussi  déterminer  d’une  manière  précise  les  limites 
de  l’ellipse  parallèlement  au  diamètre.  Remarquons  que  les  deux 
fheteurs  qüi  sont  sous  le  radical , étant  ajoutés  ensemble , donnent 
urto  somme  x"  — x'  qui  ne  change  point  quand  x Varie , et  que 
par  conséquent  le  produit  (a;  — x')  [X"—x)  sera  le  plus  grand 
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t>bssible,  quand  Ghàtjue  fkisteiir  âëra  égal  à la  moitié  de  oettesotiime,' 
d'Iest-à-dire  à ^ (x" — af).  Je  pose  donc  ‘ 

X — x'  = ^(x" — x'),  d’où  x=-x'-\-\{à^' — x')=7(x"-j-x'); 

oette  valeur  de  x sera  l’abscisse  pour  laquelle  Y est  maximum. 
Elle  répond  visiblement  au  milieu  £ de  BB'  ; car  on  a AE  = 
AB  -j-  BE  = x'  -f-  î {al'—.3l).  La  valeur  de  ce  maximum  est 


Y = ^ v/‘(x"-x')xi(x-"-x')= 


B (x"— X*) 

' 4A  ■ 


Pour  avoir  les  points  fcorrespondants  de  la  eoUrbe , on  mène  EO 
parallèle  aux  ordonnées , et  én  prend  sur  cette  ligne  < de  chaqud 

côté  clu  diamèifé , GiG  — Ôü'  = ■ les  points  G et  G'  se- 

^iV  — 


root  ceux  où  l’ellipse  s’éloigne  le  pluÉ  de  Hll'.fSi  on  tire  GK  et 
6%' parallèles  à HHVces  lignes  serviront  de  limites  à la  courbe; 
de  telle  sorte  que  les  quatrë  droiteè  GD,  G'iyÿ  6K.,  G'K.';  forment 
un  paMliélogrknine  Iqui  rënfeüme  toute  la  courbé , et  dont  les  côtés 

ont  leurt  milieux  sur  eette  eburbo  même  (*)'  I ' •< 

J 'Si  on  donne  au  diamètre  une  position  particulière;  si  on  prend 
pour  3,  A,  x'  et  des  valeurs  numériques,  et  si  'on  constrnit  la 

— I I - : ■ . . ■ , — 

’‘p)ënl^técrifëYSeüsbéltiefohae  lo  7 

et  alors  on  Vdit  itnntédlatement  qiiè  sa  Valeur  •màximum  répond  à x = -J.  ’ ' 

Celle  valeur  de  x équivaut  h 4-  : car  on  sait  que  dans  l'équalion  fl] 

la  somme  des  radheé  èst  égale  dti  coefflcient  du  sécond  termfe,  pris  avec  un 
signe  contraire.  < • ; • c > u ; 

Soit  pHs  EPi±rEP'=p  ! bit  dura  AP'±=!|l+’f.  Kn  subslilUaBl 

ces  abscisses  h la  élace  de  »,  on  aura  pbiir  Y la  inèbié  valeiit;  donc,  poilr 
ces  abscisses,  les  ordonnées  QM,  QN,  Q'M',  Q'.V,  complées»a  partir  du  dia- 
mètre , sont  égales.  Dé  Ih  oh  conclut  qüe  Ifes  triangles  OQ.M , OiyN',  sonl  égaux, 
et  par  suite  que  MON'  est  une  ligos  droite  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  O : c’est-à-dire  que  le  poibl  O est  le  milieu  de  lOlites  les  droites 
lü'ébëbt  ée  pbint  dàhs  fbHipsè.'Cette  propriété'  à Tait  donner  au  point  U 
le  nom  de  centre. 

L’égalité  des  mèihès  triangles  prouve  que  la  corde  MM’,  parallèle  à HH’, 
est  coupée  en  son  milieu  par  la  lighb  ÇÇ';  et  comme  il  en  est  de  même  de 
toutes  les  cordes  parallèles  à UH’,  il  l'ensuit  que  GG’  est  un  diamètre.  Ainsi» 
les  deux  diamètres  HH’  et  GG’  sonl  lellenienl  disposés,  que  cbaciin  d’eut 
passe  par  les  milieux  des  cordes  péraïUèles  à l’autre  : pour  cette  raison  on  les 
nomme  dtamétret  conjuguée. 
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courbe  par  points  suffisamment  rapprochés , on  trouve  qu’elle  a la 
forme  indiquée  flg.  86.  On  est  certain  d’ailleurs  qu’elle  doit  être 
partout  concave  vers  le  diamètre  ; car,  en  admettant  qu’elle  eût  une 
autre  forme  (fig.  87),  on  pourrait  tracer  une  ligne  droite,  telle 
que  RS,  qui  la  rencontrerait  en  plus  de  deux  points,  ce  qui  ne 
peut  pas  arriver  à une  ligne  de  second  ordre  (199). 

236.  2*  cas.  Lorsque  les  racines  ar'  et  x"  sont  réelles  et  égales , 
l’ordonnée  Y devient 


(x  — x') 


La  seule  abscisse  qui  puisse  rendre  Y réel  est  a;  = a:'  ; par  consé- 
quent l’ellipse  se  réduit  au  point  unique  dont  les  coordonnées 
sont  x = x’,y=  a£  -(-  h. 

237.  3*  cas.  Endn , quand  x’  et  x!'  sont  imaginaires , on  sait  que 
le  polynôme  1px-\-q,  qui  se  trouve  sous  le  radical , ne  peut 
jamais  changer  de  signe , quelque  valeur  qu’on  prenne  pour  x. 
D’un  autre  cêté , il  est  démontré  que  des  valeurs  de  x suffisam- 
ment grandes  doivent  donner  à ce  polynôme  des  valeiu^  de  même 
signe  que  le  premierterme.  Or,  ce  premier  terme  est  constamment 
négatif  ; donc  le  polynôme  le  sera  aussi  ; donc  Y est  imaginaire  ; 
donc  il  n’existe  aucun  point  dont  les  coordonnées  puissent  satis- 
faire à l’équation  [A].  On  dit  alors  que  l’équation  est  impossible,  ou 
bien  encore  qu’elle  représente  une  ellipse  imaginaire. 

238.  Le  cercle  est  un  cas  particulier  de  l’ellipse.  Pour  s’en  con- 
vaincre, il  suffit  de  remarquer  que  l’équation  de  la  circonférence 
est  du  second  degré  (1 86),  et  que  les  ellipses  sont  les  seules  courbes 
du  second  ordre  qui  soient  limitées  dans  tous  les  sens.  A la  vérité, 
l’équation  du  numéro  cité  suppose  que  les  coordonnées  sont  reo 
tangulalres  ; mais  nous  avons  vu  ( 197)  que  le  degré  d’une  équation 
entre  x et  y n’est  jamais  altéré  par  le  changement  des  axes. 


Discussion  de  I’Hïpeiibole.  B’ — 4 AC  > 0. 


239.  Puisque  la  quantité  n,  ou  B*  — 4AC,  est  positive  dans  le 
cas  des  hyperboles , remplaçons  n par  et  les  valeurs  générales 
de  y (226)  s’écriront  ainsi  : 

y = ax+b-±^^+^x+^.  , 

Posons  l’équation 
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désignons  par  x'  et  af  ses  deux  racines,  et  distinguons  trois  cas, 
comme  précédemment,  selon  qu’elles  sont  réelles  et  inégales, 
réelles  et  égales,  ou  bien  imaginaires. 

240.  1"  cas.  Les  racines  x'  et  x/'  étant  réelles  et  inégales,  la 
courbe  rencontre  le  diamètre  donné  par  l’équation  y = ax-\-ben 
deux  points  H et  H'(fig.  88)  qui  répondent  aux  abscisses  AB  =x’ 
et  AB'=  x".  (On  suppose  a/  et  ar"  positifs,  eta/-<ar".) 

Décomposant  en  facteurs  le  trinôme  qui  est  sous  le  radical,  nous 
aurons , pour  l’ordonnée  à partir  du  diamètre, 

^ “ À 

De  A en  B , x est  positif  et  moindre  que  chacune  des  racines  x' 
et  xf\  les  facteurs  a;  — x\  x — xf,  sont  négatifs,  et  T est  réel.  Pour 
découvrir  si , x augmentant , Y augmente  ou  diminue , rendons  ces 
facteurs  positifs , et  écrivons 

■ Y = ^ y/(a;'—  X)  (x"—  x). 


On  voit  que  x croissant  de  zéro  à x',  la  valeur  de  Y diminue  de- 

B ô 

puis  ^ ^x'a/'  jusqu’à  zéro.  Soit  donc  IF  = IF'=  ^ yja/xf\  la 


portion  d’hyperbole  comprise  entre  ky  et  BH  sera  terminée  aux 
points  F et  F',  et  aura  à peu  près  la  forme  FHF'. 

De  B à B',  X est>  x'  et<"  x"\  donc  Y est  imaginaire;  donc  il 
n’y  a pas  de  courbe  entre  les  parallèles  BH , B'H'. 

Au  delà  de  B',  x est  plus  grand  que  x"  et  a/  ; Y est  donc  réel. 
De  plus , il  est  évident  qu’en  faisant  croître  x,  les  deux  facteurs 
augmentent , et  n’ont  pas  d’autre  limite  que  l’infini.  Cela  détermine 
une  branche  de  courbe , SH'S',  qui  s’étend  à l’infini  dans  le  sens 
des  X positifs,  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre. 

A partir  de  l’origine  A,  du  côté  Ax',  x étant  négatif,  on  fera 
x= — a,  et  on  aura 


Y = ^V'(s  + ^')(3  + ^)- 


Chaque  valeur  positive  de  z déterminera  une  valeur  réelle  de  Y ; 
et  Z augmentant  indéfiniment , cette  ordonnée  augmentera  Jusqu’à 
l’infini.  On  aura  ainsi  deux  arcs  d’hyperbole,  FR  etF'R',  qui  s’é- 
tendront à l’infini  du  côté  des  x négatifs , en  s’écartant  de  plus  en 
plus  du  diamètre. 
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Si  on  düilhe  au  diamètre  une  {losition  particulière , ii  OH  ppeod 
pour  O,  A,  Æ-',  x",  des  valeurs  numériques,  et  si  on  construit  là 
courbe  par  points , on  lui  trouve  la  forme  indiquée  sur  là  figure. 

241 . 2*  im.  Quand  les  racines  x',  X",  sont  égales , les  valeui-s 

de  y sont  * ‘ 

y ox -{- é ^ (X  — a/). 

»!*■■■'  * 

Elles  déterminent  deux  droites  FO,  F'O  (figi  89)t  qui  se  coupent 
sur  le  diamètre,  au  point  O dont  l’abscisse  est  x'  : car,  en  faisant 
X = x',  l’ordonnée  de  chaque  droite  se  réduit  à y = ax'  + b. 

242.  3'  cas.  Lorsque  x'  et  x"  sont  imaginaires,  l’hyperbole  ne 

rencontre  pas  le  diamètre.  Le  trinôme  S*x*  2px  4"  g devant  res- 
ter toiijoùrs  positif,  chaque  valeur  de  x donne  donc  pour  Y une 
valeur  rééllè,  et  par  suite  deux  points  de  l’hyperbole,  situés  Luii, 
au-dessus  du  diamètre  et  l’autre  au-dessous.  La  courbe  eSt  encore 
composée  de  deux  branches  indéfinies , mais  séparées  par  le  dia- 
mètre ; chacune  de  ces  branches  est  convexe  vers  le  diamètre , et  a 
la  forme  repréfeerttée  (fig.  90).  ; - . ' 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  points  où  l’hyperbole 
àpproche  lepius  de  son  diamètre.  Pour  y parvenir.  On  met  d’abord* 
la  valeur  de  Y sous  cette  forme 


••I  Y: 


Ensuite.on  observe  que  la  quantité  doit  être  positive 

àulremént,  ën'égâlHHtàaéro  celle  qUi  est  sous  le  raHicàl,  on  trou- 
vérait  t>oUr  ’x  des  Valeurs  réelles , ce  qui  est  contre  l’hypothèse.* 
D’après  cette  observàttOrt , on  voit  que  Y Stera  minimufn  quand  lè 

carré  ^x  l'id , ce  qui  n’a  lieu  qu’en  faisant  x = 

Ainsi , lu  valeur  minimum  de  Y est  ' 


On  prendra  (iriflc  l’abscisse  AE  égale  à la  valeur  de  ü?;  on  nlèriera 
EO  parallèlfeàuk  ordOiihées,  puis  On  prèndrà,'dè  chàqUe’CÔlèdtt 
diamètre , les  distances  OG,  OG',  égaies  à la  valeur  de  Y : leSi^uid 
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G et  6'  seront  ceux  où  l’hyperbole  s’approche  le  plus  du  dia- 
mètre (*). 

243.  On  a vu  r231)  que  A étant  nul,  B et  C ne  l’étant  point, 
l’équation  [A]  donne  des  courbes  qui  doivent  être  rangées  pafnii 
les  hyperboles.  Suivant  ce  qui  a été  dit  alors , on  peut  résoudre  l’é- 
quation par  rajppoft  à x,  et  établir  une  discussion  semblalile  à la 
vArécédeiité , sans  autre  changement  que  celui  de  x cii  ÿ et  de  y 
Itiàis  puisque  le  carre  (le  y manque,  l’équation  [A]  n’est 
' plW5  q^ie  du  prè’mîér  degré  Hilàtivenient  à ÿ,  et  il  paraît  naturel 
dé  lé  résoudi-e  par  rapport  à cette  varlalilé.  Suivons  cette  nouvelle 
marche.  , ' , • ■ ■■'  >—> 

L^quàtioii  qu’il  s’a;ê"d  d®  fcdnstrüiré  est  ' ^ 

[A]  Bxy  Cx*  -|-  Dy  -j-  Ex  -|-  F = 0. 

On  peut  l’écrire  ainsi  : ( Bx  -f-  D)  y Cx‘  -|-  Ex  -|-  F = 0,  et  elle 
donne  . , , 

— Ci^— Fx_1f  • ■' 

Bx-t-D,  . . ■ . „ , , , , . ' 

Si  on  eftectue  la  division , en  désignant  jwr  rx-t-  s les  deux  pre- 
miers tenues  du  quotient,  et  par  t le  reste  de  la  division,  lequéi 
ne  contient  point  la  variable  x,  la  valeur  cl-d(.‘ssus  devient  ^ _ 

! Construisons  d’abord  la  droite  qui  a pour  équation  y = rx  -f- 
et  suplMSons  que  de  soit  UH'  (Bg.  91).  Il  est  (dair  quë,  pour  aveur 
les  points  de  la  coiurbe , il  faut  porter,  dans  la  direction  des  ordom 

née.'i  dé  cette  dtoitc  ,'lés  distances  réprésëntéés  par  ^ 


non 


....  Bx-I-D’ 

point  au-dessus  et  au-dessous , mais  seulemen  t au-dessus  lorsque 
cette  quantité  est  positive , (jt  seulement  au-dessous  lorsqu’elle  est 
négative.  En  effet  j il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  cette 
quantité  doit  être  ajoutée  à l’ordonnée  de  la  droite,  et  que  dans 
le  second  elle  doit  en  être  retranchée, . i 
bosons,  pour  abréger,  ,,  ,,  . î 


(*)  Par  des  raisonnemenU  semfilables  à ceux  dé  la  noie  page  i83,  on  dér 
montré  que , dans  lé‘s  lig.  és  el  00  ; lé  point  O ésl  un  centre , que  là  ligne  GG' 
est  Un  diàkiétrk',  ët  (jue  HH'  et  GG'  Sùtit  déni  Uiàimîu-ei  cën)iiÿnét:  ' ' 
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et  supposant  que  B,  D,  t,  soient  des  quantités  positives,  examinons 
quelle  marche  suivent  les  valeurs  de  V lorsqu’on  fait  passer  x par 
tous  les  états  de  grandeur. 

On  a V = g quand  a;  = 0 ; donc , en  prenant  sur  ky,  au-dessus 

de  HH',  une  partie  GC  égale  à cette  valeur,  le  point  C sera  à la 
courbe.  En  faisant  croître  x positivement  jusqu’à  l’infini , V reste 
positif,  mais  diminue  jusqu’à  zéro. \Cela  indique  qu’à  partir  du 
point  C la  courbe  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  droite  HH', 
sans  qu’on  puisse  assigner  de  limite  à ce  rapprochement.  On  ob- 
tient ainsi  un  arc  indéfini  tel  que  CR. 

Afin  de  ramener  la  substitution  des  valeurs  négatives  à celle  de 
valeurs  positives , faisons  x = — s ; il  vient 


Le  dénominateur  D — Bs  devient  nul  et  V est  infini  en  faisant 

s = g ; doçc  si  on  porte  cette  valeur  de  A en  K , du  côté  ka/,  et 

qu’on  mène  LKL'  parallèle  à Ay , la  droite  LKL'  ne  rencontrera 
pas  la  courbe,  ou  du  moins  ne  la  rencontrera  qu’à  l’infini.  Si  on 
donne  à s des  valeurs  croissantes  depuis  zéro  jusqu’à  AK,  V sera 
toujours  positif,  et  augnientera  depuis  GC  jusqu’à  l'infini  : cela 
détermine  un  nouvel  arc  hyperbolique  CR',  qui  est  comme  le 
prolongement  de  l’arc  CR , et  qui  se  rapproche  continuellement 
de  la  ligne  KL  à mesure  qu’il  s’éloigne  de  la  droite  HH',  sans 
qu’on  puisse  assigner  aucune  limite  à cæ  rapprochement. 

Si  on  donne  à z une  valeur  AE  > AK,  V sera  négatif  ; donc  le 
point  F,  qui  répond  à cette  abscisse,  sera  situé  au-dessous  de  la 
ligne  HH'.  En  faisant  décroître  z depuis  AE  jusqu’à  AK,  V aug- 
mente négativement  depuis  DF  jusqu’à  l’infini  ; et  en  faisant  croître 
Z depuis  AE  jusqu’à  l’infiiii,  V diminue  jusqu’à  zéro  tout  en  res- 
tant négatif.  Donc,  de  chaque  côté  du  point  F,  il  existe  deux  arcs 
hyperboliques  indéfinis,  FS'  et  FS,  dont  l’un  s’approche  indéfini- 
ment de  la  droite  KL',  et  l’autre  de  la  droite  GH'. 

Les  droites  HH'  et  LL',  qui  sont  données  par  les  équations 

y = rx-\-seix  = — g,  approchent  indéfiniment  de  l’hyperbole 

sans  jamais  la  rencontrer  : cette  propriété  remarquable  leur  a fait 
donner  le  nom  A' asymptotes.  La  partie  OH  est  asymptote  de  l’arc 
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CR,  et  la  partie  OH' est  asymptote  de  l’arc  FS.  Pareillement  les 
lignes  OL  et  OL'  sont  asymptotes  des  arcs  CR'  et  FS'. 

Il  a été  supposé , dans  ce  qui  précède , qu’en  faisant  la  divi- 
sion indiquée  dans  la  valeur  de  y déduite  de  l’équation  [B] , le 
reste  t n’était  pas  nul.  Supposons  maintenant  < = 0 ; alors  on  a 
— Cx*  — Ex  — F = (rx -|- s)  (Bx D).  Par  suite  l’équation  [B] 
peut  s’écrire  ainsi  (Bx  D)  y — {rx-\-  s)  (Bx  D)  = 0 , ou  en- 
core de  cette  manière  (Bx  -f-  O)  (y  — rx  — s)  = 0 ; et  il  est  évi- 
dent qu’on  y satisfera,  soit  en  posant 

Bx  -j-  D = 0 d’où  X = — g , 

soit  en  posant 

y — rx  — s = 0 d’où  y = rx-\-s. 

De  là  on  conclut  que , dans  le  cas  dont  il  s’agit,  l’équation  [B]  re- 
présente deux  droites , dont  l’une  est  parallèle  à l’axe  des  y. 

Il  résulte  de  la  discussion  qui  vient  d’étre  faite  que,  dans  le  cas 
où  l’équation  du  second  degré  manque  du  carré  y*,  sans  toutefois 
manquer  du  rectangle  xy , elle  représente  ou  une  hyperbole  qui 
a deux  asymptotes  dont  l’une  est  parallèle  à l’axe  des  y , ou  deux 
droites  dont  l’une  est  parallèle  à cet  axe. 

244.  Il  est  clair  que  si  l’équation  manque  du  carré  x*,  et  non  du 
carré  y’,  elle  donnera  une  hyperbole  avec  une  asymptote  parallèle 
à l’axe  des  x , ou  bien  deux  droites  dont  l’une  sera  parallèle  à cet 
axe. 

245.  Si  les  deux  carrés  manquent , l’équation  doit  donner  une 
hyperbole  qui  ait  deux  asymptotes  respectivement  parallèles  aux 
deux  axes , ou  bien  deux  droites  parallèles  à ces  axes.  C’est  en 
effet  ce  qu’on  déduirait  de  l’équation  Bxy  -j-  Dy  -)-  E,?’  -f-  F = 0 , 
en  lui  appliquant  les  raisonnements  du  n°  243. 

Asymptotes  de  l'hyperbole  en  général. 

246.  Lorsqu’une  branche  de  courbe  est  infinie , une  droite  qui 
en  approche  indéfiniment,  sans  jamais  la  rencontrer,  se  nomme 
asymptote.  D’après  cette  définition , les  asymptotes  sont  faciles  à 
déterminer.  Voici  comment  M.  Cauchy  a présenté  cette  recherche 
dans  ses  leçons  d’ Analyse. 

Soit  CR  (lig.  92)  une  branche  de  courbe , et  GH  son  asymptote , 
que  nous  supposons  n’étre  point  parallèle  à l’axe  Ay  ; et  soient 
.MP,  NP,  des  ordonnées  quelconques  de  ces  lignes,  C/Orrespondant 
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à une  même  at>scisse  AP.  Il  faudra  que  la  distance  MN  devienne 
très-petite  pour  de  très-grandes  valeurs  de  a;,  et  même  qu’elle  se 
réduise  à zéro  quand  on  fera  x infini  ; donc  si  l'équation  de  l’a- 
symptote est 

y = ex  -j-  d , 

il  faut  qu’on  puisse  tirer  de  l’équation  de  la  courbe  une  valeur 
de  y , dont  la  différence  avec  cx-\-d  devienne  nulle  quand  x est 
infini.  Cette  valeur  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

y = ex d -\-y , 


V étant  une  fonction  de  x , qui  devient  zéro  pour  x = -}-  oo  ou 
pour  x = — 00  , suivant  que  la  branche  de  courbe  est  infinie  vers 
les  X positifs  ou  vers  les  x négatifs.  De  cette  équation  on  tire 


._y  + v 


X 


d = y — ex — Y. 

d-l- V 


Or,  quand  x est  infini,  les  quantités  V et  — ^ — deviennent 
nulles  ; on  obtiendra  donc  c en  cherchant  ce  que  devient  alors  le 
rapport  -,  de  l’ordonnée  de  la  courbe  à son  abaisse;  et,  après 


X 


avoir  déterminé  c , on  obtiendra  d en  cherchant  ce  que  devient  la 
quantité  y — ex,  pour  la  mébie  valeur  x = infini.  Alors , c et  d 
étant  connus , l’équation  de  l’asymptote  sera  y = ex-\-d. 

Si  on  peut  déterminer  de  cette  manière  plusieurs  systèmes  de 
valeurs  réelles  et  finies  pour  c et  d , c’est  qu’il  existera  dans  la 
courbe  plusieurs  branches  infinies  qui  auront  des  asymptotes  non 
parallèles  aux  ordonnées.  En  faisant  x = -}-<» , on  obtient  les 
asymptotes  des  branches  qui  sont  infinies  du  cêté  des  x positifs  ; 
et  en  faisant  x = — oo  , on  obtient  les  asymptotes  des  branches 
qui  sont  infinies  dans  le  sens  des  x négatifs. 

247.  Pour  ne  laisser  échapper  aucune  asymptote,  il  faut  encore 
chercher  celles  qui  sont  parallèles  aux  ordonnées  ; et  à cet  effet  il 
suffira  de  remarquer  qu’elles  résultent  des  valeurs  non  infinies 
de  X,  qui  rendent  infinies  l’ordonnée  de  la  courbe. 

Au  reste,  en  changeant  partout,  dans  ce  qui  vient  d’être  dit, 
X en  y et  y en  X,  on  aurait  toutes  les  asymptotes  non  parallèles 
aux  abscisses  ; de  sorte  qu’on  retrouverait  toutes  celles  qui  sont 
déjà  connues , plus  celles  qui  sont  parallèles  aux  ordonnées , Ips 
seules  qui  restent  encore  à découvrir. 
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24^.  4ppliqDpps  à l’hjqierbole  les  règles  prépédentes.  Pour  cette 
courbe , les  valeurs  générales  de  y spnt  (23Q) 


y = flX  + 6 ± ^ -|-  ipx  + q. 

Supposons  qu’il  s’agisse  de  l’hyperbole  représentée  fig.  88  : selon 
qu’on  fait  croître  x jusqu’à  + « ou  jusqu’à  — «o , la  première 
valeur  de  y détermine  l’arc  H'S  ou  l’arc  HR , et  la  seconde  valeur 
de  y détermine  l’arc  H'S'  ou  l’arc  HR'. 

Pour  avoir  l’asymptote  du  premipr  arc , H'S,  il  faut  prendre  d’a- 
bord le  rapport  de  y à a; , et  chercher  la  valeur  de  ce  rapport  cor- 
respondante è a:  = + 00  . Or , on  a 

X X ' 2k  y ' X ' 

W 0 

et , si  on  fait  a:  = -j-  -»  , il  vient  c = limite  de  - = a ^ . 

îV  X/V. 

Après  avoir  trouvé  c , il  faut , pour  avoir  d , chercher  la  limite 
de  y — ex.  On  a 

y — ca;  = oa:-f-è-f^  v'aV-f  2pa: -f  y ~ 

N 

= h + '^{\/S‘x‘  + 2px-\-q  — Sx); 

mais  on  ne  voit  pas  ce  que  devient  cette  quantité  lorsque  x aug- 
mente positivement  jusqu’à  l’infini  : car  la  partie  positive  et  la 
partie  négative  de  la  parenthèse  deviennent  infinies  en  même 
temps.  Pour  éluder  cette  difficulté , nous  aurons  recours  à une 
transformation  connue,  de  laquelle  il  résulte 

gj.  _ I -I-  y — Sx)  {sj&x'  -j-  2pa:  -|-  g ^x) 

2Â  (y''o*a;* 2pa; -f- g -|- 8ar) 

2px  -f-  g 


:6-l- 


2A  {yj^x^.\-2px  -\-q  -t-  Sx) 


2p-\- 


X 


2A 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  facilement  qu’en  faisant  a-  = -|-  oo , 


il  vient  d = limite  de  y — c.x  = è -f- 


JL 

2AS' 
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Remplaçons,  dans  l’équation  y = cx-\-d,c  eXd  par  leurs  va- 
leurs, on  aura,  pour  l’asymptote  de  l’arc  H'S, 


[1]  + + 

Si  on  veut  l’asymptote  de  l’arc  HR',  on  remarquera  que  cet  arc 
est  donné  par  la  seconde  valeur  de  y,  en  y faisant  croître  x jus- 
qu’à — oe . Dans  ce  cas,  on  a 


Changeons  a;  en — z,  et  on  fera  ensuite  « = -j-  o# . Il  vient 


donc , pour  2 = oo , c a la  même  valeur  que  dans  l’autre  cas , 
savoir  c = limite  de  - =a  4- 
On  trouve  pareillement 


y — ca;  = or  + à — ^ (v/S’x« -f  2pa;  + y — -1- a-) 

= &— ^(v'û’^  + 2pa; -1-9-1- aar) 

= <'-^(t/S’-’-2ps-!-9-S2); 


et,  en  opérant  la  même  transformation  qu’à  la  page  précédente, 
puis  faisant  de  nouveau  2=-f-oo , on  a aussi  la  même  valeur  de  d que 


pour  le  premier  arc , savoir  ; d ■. 


: limite  de  « — cx  = b -V- 

' 2A8 


11  suit  de  là  que  les  deux  arcs  H'S  et  HR'  ont  leurs  asymptotes 
sur  une  même  ligne  droite , laquelle  est  donnée  par  l’équation  [1]. 

En  raisonnant  tout  à fait  de  la  même  manière,  on  trouve  que 
les  deux  autres  arcs , HR  et  H'S',  ont  aussi  leurs  asymptotes  sur  une 
même  droite , qui  a pour  équation 


[2] 
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Les  équations  [1]  et  [2]  peuvent  s'écrire  dg  cette  manière 
y = ax+6-f^(8o;+|),' 
y = oa:  + 6-i  (Sx+f), 


193 


}t^  - ■ y.  • , 

ou  bieu  encore  ; en  les  réunissant  en  une  seule , de  cette  manière 


[3] 


y = ax-{-b± 


•à(»*+f> 


et  cette  forme  montre  mieux  comment  les  asymptotes  peuvent  se 
déduire  immédiatement  des  valeurs  générales  qui  expriment  l’or- 
donnée de  l’hyperbole.  En  effet,  si,  dans  ces  valeurs , on  ne  con- 
serve sous  le  radical  que  les  termes  variables  -|-  2px,  si  on  com- 

fl* 

plète  le  carré  S*x*  -f-  ipx  4-  ~ , et  si  on  extrait  la  racine  de  ce  carré, 

on  aura  précisément  l’équation  [3].  • , 

249.  Les  deux  asymptotes  se  coupent  sur  le  diamètre  de  l’hy- 
perbole : car  les  ordonnées  de  ces  trois  drojtes  deviennent  égales 
quand  on  pose 

’to +1  = 0, "'d’où  a:=  — - 

Cette  valeur  est  la  même  qui  rend  T minimum  (242)  dans  le  cas 
de  la  bg.  90  ; les  asymptotes  passent  dcmc  alors  par  le  point  0.  Si 
on  remonte  au  n°  240,  auquel  se  rapporte  la  Qg.  88,  et  qu’on  mène 
l’ordonnée  OE  du  milieu  de  HH',  on  aura  . ' 

AE  = AH+iBB'  = «'  + i(a/'— ar')  = i(a:'++').  . 

Mais  a:'  et  a/'  sont  racines  de  l’équation  a:*+^a;+^  = 0;  donc 

la  somme  x'  +a/'  est  égale  au  coefRcient  de  x,  pris  avec  un  signe 
contraire  ; donc 

' AE=i(a/+a/')=-|.  „ ; 

Cette  valeur  prouve  que , dans  le  cas  du  n*  240,  les  asymptotes  de 
l’hyperbole  passent  par  le  milieu  O de  HH'. 

Connaissant  ainsi  le  point  où  les  asymptotes  coupent  le  diamètre, 
pour  achever  de  les  déterminer  on  fera  x=  0 dans  leurs  équations, 
ce  qui  donne 


13 
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On  preadr»  donc  sur  l’axe  des  ÿ (fig.  et  60),  «urdeesus  et  au- 
dessous  du  diamètre , les  distances  IT,  IX',  égales  à ^ ; et  en  me- 

nant  les  droites  OT,  OT',  on  aura  les  asymptotes. 

250.  Lorsque , dans  l’équation  généi^e  du  second  degré , le 
coefficient  de  y*  n’est  pas  nul , les  valeurs  de  y ne  contiennent  point 
a?  en  diviseur  ; elles  ne  peuvent  donc  devenir  infinies  que  par  une 
valeur  infinie  de  x ; par  conséquent,  il  n’existe  point  alors  d’asym- 
ptote parallèle  aux  ordonnées  ( 247). 

Si  A =0,  alors  l’équation  est  * 

ftry -|- Car* -f- Dÿ -f- Ix -j- F = 0 ; 
et  l’on  en  tire , comme  dans  le  n°  243 , une  valeur  de  y de  la  forme 

La  méthode  générale  fera  bien  trouver  une  asymptote  non  paral- 
lèle aux  y,  représentée  par  l’équation  y =s  rx  s ; mais  d y a une 
autre  asymptote  qui  est  parallèle  aux  y,  et  qu’on  obtient  en  éber- 
chant , comme  il  a été  prescrit  n°  247,  s’il  y a quelque  valeur  finie 

de  X qui  rende  y infini . Or , la  valeur  finie  x = — g jouit  de  cette 

propriété;  par  conséquent  il  existe  une  asymptote  parallèle  aux  y, 
laquelle  uprécisément  cette  valeur  pour  atsscisse.  des  réâultats  sont 
conformes  à ceux  du  n*  243. 

On  aurait  pu  aussi  obtenir  cette  dernière  asymptote  par  ta  mé^ 
thode  générale , en  changeant  dans  tous  les  calcula  x en  y et  y en  x. 
De  plus  amples  explications  ne  sont  pas  nécessaires. 

UUcuKioB  de  la  Pmabou!.  V — 4AC=C. 

251.  Lorsque  B*— ^4AC  = 0,  on  a,  pour  l’ordonnée  comptée  à 
partir  du  diamètre , . 

- Y=3:i  y/2px -fy. 

AIobs  , si^  et  y sont  positifs , chaque  valeur  positive  de  x donne 
pour^Y  une  valeur  réelle;  et  x augmentant  depuis  zéro  jusqu’à 

l’infini,  Y augmente  depuis  ^ jusqu’à  l’infini.  On  conchit  de  là 
que  si  on  prend  sur  l’axe  Ay  (fig.  93),  au-dessus  et  au-dessous  du 
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diamètre.  If =0^03  la  parabole  passera  attX  poidïs  F et  f, 

et  aura  du  cdté  des  x positif  deux  arcs  infinis  tels  que  FS  et  F'S'. 
Pour  avoir  les  points  situés  du  côté  des  x négatifs,  on  lait  æ; = — 
ce  qui  donne 

.1= H*  - 2y==àv/2J' 

On  voit  que  z augmentant  depuis  zéro  jusqu’à  T est  réel  et  di- 
minue jusqu’à  zéro  : nuûs  s devenant  plus  grand,  ¥ est  imaginaire. 
On  prendra  donc  AB  = ^,  du  côté  Ax',  et  on  mènera,  parallèle- 
ment à Ay,  la  droite  BC  qui  coupe  le  diamètre  en  C ; la  parabole 
sera  terminée,  du  dôté  des  x négatifs,  par  .un  arc  tel  que  FCF'.  La 
parabole  n’a  donc  qu’une  seule  branche  SCS',  composée  de  deux 
parties,  qui  sont  indéfinies  dans  le  sens  des  abscisses  positivas, 
qui  s’écartent  de  plus  en  plus  du  diamètre , et  qui  d’ailleurs  sont 
concaves  vers  ce  Àamètre,  puisqu’une  droite  ne  saurait  rencon- 
trer la  courbe  en  plus  de  deux  points. 

Quand],  P étant  positif,  g est  nul,  la  parabole  pr^.la  pdsi« 
tion  RIR';  et  quand,  p étant  positif,  g est  négatif,  elle  prendla 
position  TDT'. 

252.  Lorsque  p est  négatif,  la  courbe  prend  une  position  in- 
verse , c’est-à-dire  qu’elle  s’étend  à l’infini  dans  le  sens  des  ir  né» 
gatifs.  La  figure  94  indique  comment  elle  se  trouve  placée  , a^on 
que  g est  positif,  nul  ou  négatif. 

253.  Enfin,  lorsquep  = 0^  on  a , 

Ÿ 3^ 

2A". 

ce  qui  donné  deux  droites  parallèles  au  diamètre , et  ^^ement 
éloignées  de  ce  diamètre,  pourvu  toutefois  que  g soit  positif.  Ces 
droites  se  réduisent  au  seul  diamètre,  si  9 = o.  Elles  sont  .imagi- 
naires, ou,  en  d'autres  termes,  l’équation  est  impossible  si  g est 
négatif. 

254.  Si  A est  zéro,  et  qué  B soit  zéro  en  même  temps,  l’équa- 
tion générale  [A]  devient  celle-ci  : 

Car*  -|-  Dy  -f-  Ea^  -f-  F = 0, 
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qui  est  encore  comprise  dans  le  cas  des  parabcdes  (331).  Si  on  la 

résout  par  rapport  à x,  on  a 

± ^ v/-4CDy  + P-4CF. 


E i.A  “ 

: — on  a 1 équa- 


^ 2C  ' 

En  ne  prenant  que  la  partie  rationnelle  x ■ 

tion  d’un  diamètre  qui  est  parallèle  à l’axe  des  y.  Rien  n’empéche 
d’ailleurs  d’appliquer  ici  les  raisonnements  précédents , en  y rem- 
plaçant partout  X par  y et  y par  x. 

On  peut  aussi  résoudre  l’équation  par  rapport  à y ; il  vient 


valeur  qu’il  serait  facile  de  discuter. 

''  355.  Comme  la  parabole  s’étend  à l’infini , on  peut  demander 
si  elle  a des  asymptotes.  D’abord , elle  n’en  a point  de  parallèle 
aux  adonnées  ; car,  pour  cette  courbe , on  a , 

■ y = ox-f-ô±:^v/2i>x-hy,  . ' 

et  il  est  évident  qu’aucune  valeur  finie  de  x ne  peut  rendre  infinies 
ces  valeurs  de  y,  ce  qui  devrait  arriver  s’il  y avait  des  asymptotes 
parallèles  aux  ordonnées  (247). 

En  second  lieu , pour  découvrir  s’il  existe  des  asymptotes  non 
parallèles  aux  ordonnées,  appliquons  la  méthode  générale  du 
n*  246.  Or,  on  a ' 

£• 

2ÀV  a;  ^ X*’ 

et  en  faisant  x = ± œ , il  vient  limite  de  - = o.  Cette  valeur 

V X 

doit  être  le  coefficient  de  x dans  l’équation  de  l’asymptote , et 
elle  prouve'que  si  la  parabole  a en  efiet  des  asymptotes , elles  sont 
parallèles  au  diamètre. 

Maintenant , on  a 


- = a - db 

X ' X 


y — ox  = 5 ± ^V^2px -t- y; 

donc  limite  de  y — ox  = ± « . Cette  limite  est  l’ordonnée  du 
point  où  l’asymptote  rencontre  l’axe  des  y.  Ainsi , pour  avoir  les 
asymptotes  de  la  parabole , il  faudrait  mener  des  parallèles  au 
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diamètre , infiniment  éloignées  de  l’origine , ce  qui  revient  à dire 
que  cette  courbe  n’a  point  d’asymptotes. 

Application  des  dUcuuions  précédentes  à des  exemples  numériques. 

256.  Exemples  dans  lesquels  on  a B’ — 4AC<  0.  ■ - 

Exemple I(fig.  95).  — Ay-\-Ax — 6 = 0. 

En  comparant  cette  équation  à l’équation  générale  [Â],  on  trouve 
B* — 4AC  = — 4 ; donc , si  elle  représente  une  courbe , ce  ne  peut 
être  qu’une  ellipse  (233).  Mais  il  pourrait  se  faire  qu’elle  ne  re- 
présentât qu’un  point  (236),  ou  môme  qu’elle  fût  impossible  (237). 
Pour  savoir  quel  cas  a lieu , on  la  résout  par  rapport  à y,  ce  qui 
donne 

y = \x-\-  2à:V — — 3x-f-  10; 

puis  on  pose 

— 3^ — 3x-f-10=0,  d’où  x = 2 et  x = — 5. 

Ces  racines  étant  réelles  et  inégales,  on  en  conclut  (235)  que  la 
courbe  est  réellement  une  ellipse  qui  a pour  diamètre  la  droite  de 
l’équation  y = ^ x -|-  2 , et  qui  coupe  ce  diamètre  en  deux  points 
dont  les  abscisses  sont  + 2 et  — 5. 

En  faisant  x = 0 dans  l’équation  du  diamètre,  il  vient  y = 2; 
et  en  faisant  y = 0,  on  a x= — 8.  Je  prends  donc„sur  les  axes, 
AI  = 2 et  AI'  = 8,  et  je  mène , par  les  points  I et  I',  une  droite  qui 
sera  le  diamètre.  De  plus,  je  prends  AB  = 2 et  AB' = 5,  je  mène, 
parallèlement  à l’axe  Ay,  des  droites  qui  coupent  ce  diamètre  aux 
points  H et  H'  ; et  ces  points  sont  ceux  où.  la  courbe  elle-même 
rencontre  ce  diamètre. 

La  quantité  qui  est  sous  le  radical  peut  se  décomposer  en 
— (x — 2)(x  5)  ou  (2 — x)  (x  -|-  5).  En  nommant  donc  toujours  T 

l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre,  on  a , • , / 

Y^=  ^(2  — x)  (x-t-5). 

De  A jusqu’à  B,  l’abscisse  x est.^)ositive  et  moindre  que  2, 
donc  Y est  réel.  L’abscisse  x = 0 donne  Y = v^lO,  et  x = 2 
donne  Y = 0.  Donc , si  on  prend  IF  = IF’=  v^IO,  l’ellipse  aura  un 
arc  tel  que  FHF'.  Au  delà  du  point  B,  l’abscisse  x est  plus  grande 
que  2,  et  Y devient  imaginaire  ; par  conséquent  la  courbe  ne  s’é- 
tend pas  au  delà  de  la  ligne  BH.' 
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Pour  avoir  les  points  placés  du' côté  dés  x négatifs,  on  fera 
x = — Z.  Alors 

Y = >/(2+3){5-5); 

• et  il  est  clair  que  dans  l’intervalle  AF,  z étant  moindre  que  5,  T 
est  réel , mais  qu’au  delà  de  B',  z étant  plus  grand  que  5,  T est 
imaginaire.  De  là  résulte  un  second  arc  tel  que  FH'F,  qui  ne  s’é- 
tend pas  au  delà  de  la  droite  B'H',  et  qui  adi^e  la  courbe. 

S’il  était  utile  de  déterminer  les  points  où  elle  coupe  l’axe  A^, 
on  ferait  ^ = 0 dans  l’équation  proposée;  alors  il  viendrait 
— 6==0 , d’où  l’on  tire  les  abscisses  des  points  cherchés. 
Pour  connaître  les  limites  de  l’ellipse  parallèlement  au  dia- 
mètre UH',  on  remarquera  (235)  que  la  somme  des  facteurs  qui 
entrent  dans  l’expression  de  Y,  étant  égale  à 7,  le  maximum  de 
cette  expression  est 

Y=v'i^=?. 

et  que  la  valeur  correspondante  de  x est  donnée  en  posant 
2 — a;  =5,  d’où  x = — §. 

Cette  abscisse  est  celle  du  milieu  £ de  BB'  ; de  sorte  qu’on  aura 
les  limites  cherchées , en  portant  sur  la  ligne  EO,  parallèle  aux 
ordonnées,  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  les  distance 
OG  = OG'  = et  en  menant  ensuite  les  droites  GK  et  QIL'  paral- 
lèles au  diaxnètre.  Si  on  résout  l’équation  de  la  courbe  par  rap- 
port à X,  on  trouvera  un  autre  diamètre  et  d’autres  limites. 

Exemple  II  (6g.  96).  y* -j- 2xy -j- Ôx* — 4x=0. 

De  celle  équation  on  tire 

y = — x±2^xt— x*  = — x±2^x(t  — X). 

Sous  le  radical,  x*  a le  signe — ; et  Si  on  posex — x*=0,  on 
trouve  X = 0 et  X = 1 ; donc  l’équation  représente  une  ellipse. 
Le  diamètre  a pour  équation  y = — x ; donc  il  divise  l’angle  xAy' 
en  deux  parties  égales.  Les  abscisses  x = 0 et  AB = 1 déterminent 
lés  points  A et  H,  où  Tellipse  coupe  le  diamètre. 

De  x=Oàx  = l,le  radical  est  réel  ; au  delà  du  point  B , il  est 
imaginaire  ; pouV  les  abscisses  négatives , il  est  aussi  imaginaire. 
Donc  l’ellipse  est  comprise  entre  les  parallèles  Ay  et  BH. 

En  faisant  y = 0 dans  l'équation , on  trouve  x = 0 et  x = f , 
valeurs  qui  donnent  les  points  où  la  courbe  rencontre  l’axe  des  x. 
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La  valeur  de  'x  tpii  r«id  le  radical  maximwm  est  x ^ ; et  ce 
maximum  est  S Xj  = 1,  ce  qui' détermine  les  limites  de  la 
courbe  dp  chaque  câlé  du  diamètre. 

Exemple  ni  (fig.  97).  ÿf — 2xy-l-6«* — 2y — 28x  + 46  = 0.  • 

» . » } 

De  là  on  tire  y = x -f-  l i ^ — 5x*  + 30x  — 45  ; 

et  en  posant  — 5x*  -1-  30x  — 45  =?  0,  on  trouve  deux  t racines 
égales  à 3-  Comme  d’ailleurs  le  coefHcient  de  x*  est  négatif , on  con- 
clut que  l’équation  proposée  représente  un  point  seulement  (236). 

Et  en  effet,  les  valeurs  de  y pouvant  s’écrire  ainsi  ; • ' 

- ! y=x-j-ldi(x  — 3)  v' — 5, 

il  est  évident  qu’elles  ne  peuvent  être  rédles  que  par  la  seule 
abscisse  x s=  S , à laquelle  correspond  y = 4. 

Dans  ee  cas,  réquad<m  proposée  est  la  smnme  de  deux  cam^; 
en  effet,  il 'est  clair  d’abord  qu’elle  reviait  à celle-ci  : ' 

[y— X— 1 — (X— 3)  [y—x— H- (x— 3) = 0 ; 

ou  bien , en  remarquant  que  le  premier  membre  est  le  produit  de 
la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence,  ' ' . 

(y  — X — l)*-l-6(x— 3)*=0.  ' ' ^ ■ 

fc  ■ , « 

Sous  cette  forme , on  voit  bien  qu’on  n’y  peut  satisfaire  qu’en 
égalant  à zéro,  en  même  temps , chacun  des  deux  carrés,  ce  qui 
donne  x = 3 et  y = 4,  comme  plus  haut. 

Exemple rv.  y*  — Sxy-j-îx* — 2y-}-3=0.  '’ 

Ici  on  a y = x-J- 1 dr  — x*-|-2x— 2;  ^ " 

puis  on  pose — x*-|-2x — 2=:0,  d’où  x=  1 ± y'— 1 ; et  eomme 
oes  racines  sont  imaginaires , on  conclut  que  l’équatîDn  proposée 
est  impossible  (237).  Popf  mettre  ce  résultat  en  évidence  dans 
l’équation  même , on  remarque  d’abord  que 

--x*-H2xr-2==--(x--l--V^)  («—1 4V^)  = —{x—lf—i , 
et  que  par  suite  la  proposée  revient  à 

[y-a>-l-V— (X— 1)*— l]  [y— X— 1-l-v/— (X— 1)*— l]  = Q, 
ou  à (y  — X— l)*-]-(x — 1)*-|-1==0;  •; 

équation  évidemment  impossilde  : eu-  la  somme  des  treis  carrés. 
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dont  l’un  est  une  quantité  constante^  ne  peut  jamais  être  nulle, 
quelque  valeur  réelle  qu’on  donne  kx.  ‘ / 

Exkmple  V(fig.  98).  + 4y-|-2ar=0. 

• On  suppose  que  les  axes  sont  rectangulaires.  Si  on  ajoute  4 aux 
termes  y*— 4y,  on  aura  le  carré  de  (y— 2);  et  si  on  ajoute  1 àa;*-f-2a;, 
on  aura  le  carré  de  (x-|-l)  ; donc  si  on  ajoute  4 -f- 1 ou  5 aux  deux 
membres  de  l’équation on  aura  , * , < > 

’ (y— 2)*+>+l)»=5. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  l’expression  du  cai^ 
de  la  distance  d’un  point  quelconque  M de  la  courbe,  au  point  O 
dont  les  coordonnées  sont  a; = — 1 et  y = 2 ( 219),  Cette  distance 
est  donc  égale  à y/S  pour  tous  les  points  de  là  courbe  ; par  ccœsé- 
quent  cette  courbe  est  une  circonférence  de  cercle  qui  a le  point  O 
pour  centre  et  y/6  pour  rayon.  La  distance  AO  sera  le  rayon  de 
cette  circonférence,  car  le  triangle  rectangle  AOE  donne  . . , , , 

^ AO  = v^ÂÊ*-f  ED’=  v^n^'=  v/5.  r V ' 

11  est  important  de  remarquer  que  toutes  les  fois  qu’une  équa- 
tion du  second  degré  doit  être  construite  sur  des  axes  rectangu- 
laires, si  elle  ne  contient  pas  le  rectangle  xy,  et  que  les  carrés 
et  y*  aient  le  même  coefficient,  cette  équation  peut  être  traitée 
comme  la  précédente,  et  représentera  un  cercle  ou  un  point,  ou 
bien  Sera  impossible,  selon  que  le  second  membre,  après  qu’on  a 
complété  les  carrés,  est  positif,  nul  du  négatif.  ^ i:- 
257.  <ions  fesywe/s  on  o B*— 4AC>0./ f. 3 : - 

Exemple!  (flg.  99).  y*-|-a;y>:-2x‘— 2y  — 2ic-|-3  = 0. 

Cette  équation  donne  y = — — 2. 

On  construit  d’abord  le  diamètre  dont  l'équation  est  y== — , 
et  on  pose  ensuite  « 

fa:*-}- a;— 2 = 0,  d’où  a:=— 

et  comme  ces  racines  sont  réelles  et  inégales , et  que  d’ailleurs  le 
coefficient  de  a?  est  positif  sous  le  radical , on  est  sûr  que  l’équation 
proposée  est  une  hyperbole  qui  coupe  le  diamètre  (240). 

En  prènant  AE=|,  du  côté  des  x négatifs,  et  portant,  de  cha- 
que côté  du  point  E , une  distance  égale  à ^ y/76,  on  a les  deux 
points  B et  B',  qui  ont  pour  abscisses  les  valeurs  pr^édentes  de  x ; 
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et  en  menant  par  ces  points  des  parallèles  à l’axe  ky,  on  déter- 
mine les  intersections  H et  H'  de  l’hyperbole  avec  le  diamètre. 

La  première  valeur  de  x est  positive , et  la  seconde  est  négative  ; 
je  les  désignerai  l’une  par  x'  et  l’autre  par  — x".  Alors  on  aura , 
pour  l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre , 

Y = y/î  X — 2=  5 x — 1=  | y/ (x — x') . ' 

De  A en  B,  X est  positif  et  moindre  que  x',  donc  Y est  imaginaire. 
Au  delà  du  point  B,  x augmentant  depuis  x'  jusqu’à  l’infini , Y est 
réel  et  augmente  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini , ce  qui  détermine  la 
branche  d’hyperbole  RIIR'. 

Soit  x = — Z,  on  a 

î =•§  y/(s -|- a/)  (s  — x"). 

Lorsque  z est  compris  entre  zéro  et  x",  Y est  imaginaire.  Mais  si  z 
augmente  depuis  z = xf'  jusqu’à  2 = « , Y sera  réel  et  augmen- 
tera lui-méme  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini , ce  qui  donnera  la  se- 
conde branche  SH'S'.  • 

Pour  avoir  les  asymptotes  de  cette  hyperbole , il  faut , suivant  la 
règle  donnée  à la  fin  du  n'  248,  prendre  le  binôme  f a;  ^ , dont 
le  carré  reproduit  les  deux  premiers  termes  f x*  -\-'x,  qui  se  trou- 
vent sous  le  radical  dans  les  valeurs  de  y,  et  les  équations  des 
deux  asymptotes  seront 

y = — ^X-f  l±(|x-j-^). 

Ces  droites  se  coupent  sur  le  diamètre  au  point  O,  pour  lequel  on 
a X = — §.  Afin  d'obtenir  un  second  point  de  chacune  d’efles , on 
fait  x=0,  et  la  partie  | x-j-^,  qui  est  précédée  du  signe  ±,  se  réduit 
à On  prendra  donc , de  chaque  côté  du  diamètre  IT  = IT'= f , 
on  mènera  la  droite  KK'  par  les  points  O et  ‘t,  et  la  droite  LL' 
par  les  points  O et  T ; et  ces  lignes  seront  les  asymptotes  de 
• l’hyperbole.  ' 

Exemple  II  (ftg.  100).  y*  — 2xy 2y  — Sx — H = 0.  • ’ 

De  là  on  tire  y = x -j- 1 ± -|-  4x  -j-  5* 

Si  on  pose  x*-(-  4x  -|-  5 =»0,  on  trouve  des  racines  imaginaires  ; 
d’ailleurs  x*  a le  signe  -|-  sDus  le  radical  ; donc  l'équation  repré- 
sente une  hyperbole  qui  no  rencontre  point  le  diamètre  (242). 
Soit  HH'  le  diamètre.  L’ordonnée,  à partir  de  ce  diamètre,  est 

Y=v/a!*  + ^ + 5 = V^(»  + 2)*+l»  . . :i 
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et  on  voit  qu’elle  est  minimum  lorsque  2,  ce  qui  donne 

Y = 1.  On  prend  donc'AE  = 2,  on  mène  l’ordonnée  EO  du  dia- 
mètre , sur  laquelle  on  porte  00  = 0£  = 1 ;<  et  les  points  G et  E 
seront  ceux  de  l’hyperbole  qui  approchent  le  plus  du  diamètre  ; 
de  sorte  que  si  on  tire  EK  et  GK'  parallèles  à HH',  la  courbe  sera 
tout  entière  hors  de  ces  pardlèles.  , , 

La  quantité  Y va  en  croissant  de  x= — 2 à «=0,  et  de  x = 0 
à X = + CO . Elle  croit  encore  dex  = — 2àx  = — «.  Ainsi , à 
pRTÜr  des  points  E et  6^  les  deux  branches  de  l’hyperbole  s’éloi- 
gnent de  plus  en  plus  du  diamètre,  à droite  et  à gauche.' 

Si  on  fait  x = 0,  on  a Y = y/5,  ce  qui  donne  lès  points  F et  F* 
où  la  courbe  coupe  l'axe  des  y ; et  si  on  fait  y = 0 dans  l’équation 
proposée  il  vient  x= — 2,  ce  qui  donne,  pour  l’intersection  de 
la  courbe  avec  l’axe  des  x , le  point  unique  £ , déjà  trouvé. 

Quant  aux  asymptotes , elles  ont  pour  équations  y = x 1 ^ 
(x  -jr  2) , ou  bien 

y = 2x-}-3  et  y = — 1. 

La  première  détermine  la  droite  UU',  qui  rencontre  les  deux  axes; 
et  fa  seconde  donne  une  parallèle  W'  à l’axe  des  x.  On  pouvait 
d’RÜleurs  prévoir,  à l’inspection  de  l’équation  proposée,  que  l’hy- 
perbole avait  une  asymptote  parallèle  à l’axe  des  x , puisque  le 
carré  de  cette  variable  n’entre  pas  dans  l’équation  (244). 

Exemple  ni.  V — 2xy  — 2y-j-4x=0.  , 

On  trouve  y = x 1 ± y'x* — 2x  -f- 1 ; 

et  si  on  pose  x*^ — ,2x  -1- 1 = 0,  on  obtient  deux  racines  égales  à 1 . 
Donc , au  lieu  d’une  hyperbole , on  a deux  droites  qui  se  coupent 
(241),  et  dont  les  équations  sont 

y = 2x"  et  y=  2. 

L’équtiioo  proposée  peut  donc  se  décomposer  en  facteurs  ra- 
tionnels , et  s’écrire  ainsi  : 

(y  — 2x)  (y  — 2)  = 0: 

■ . ' * •< 

sous  cette  forme,  on  voit  bien  pourquoi  elle  représente  deux 

lignes  droites.  . ' ■ ' 

Exemple  IV  (fig.  101).  x* — 2yx  — 2x-4-4y  — 1=0. 

Comme  le  carré  V manque , cette  équation  se  rapporte  au  cas 
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traité  n°  243.  Si  on  en  tire  d’abord  la  valeur  de  y , et  qu'on  effec- 
tue la  division , on  trouve 

' — 2±  — 1 1 

%x  — A + •• 

Construisons  la  droite  HH'  qui  a pour  équation  y = et  faisons 

V = . J ■ . • 

A x = 0 répond  V=‘^;  donc  il  faut  prendre  au-dësSUB  di  la 
droite  HH'  la  distance  AC  = Si  on  fait  augmenter  x depuis 
zéro  jusqu’à  2 , V augmente  positivement  jusqu’à  l’infini  ; donc 
si  on  prend  AB  = 2 et  qu’on  mène , pàr  le  point  B , la  parallèle 
LL'  à l’axe  des  ÿ,  la  courbe  aura  un  arc  indéfini , tel  que  GR, 
dont  OL  est  asymptote.  ‘ 

Quand  x est  plus  grand  que  2,  écrivons  V de  cette  manière  : 

! * 

Y ‘ ^ 

- 2tx  — 4)-  , 

^ 

On  voit  que,  si  on  fait  décroître  l’abscisse  jusqu'à  x = 2,  V aug- 
mente jusqu’à — ec;  et,  si  on  fait  augmenter  x jusqu’à  l’infini, 
V diminue  jusqu’à  zéro  ; donc  la  courbe  a une  branche  telle  que 
TT  dont  OL'  et  OH  sont  asymptotes. 

Faisonsx= — 2,  on  a 

— . : . . 

2(2  + 5) 

• J 

Cette  quantité  reste  positive  et  diminue  depuis  ,Y  = ^ jusqu’à 
^ = 0,  lorsque  2 augmente  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini  ; de  là  ré- 
sulte l’arc  indéfini  qui  est  le  prolongement  de  CR  et  qui  a 
pour  asymptote  OH'. 

Exemple  V (fig.  102).  x*+8xy  + 2y  + 2x  + |=ï:Ô. 


* Cette  équation  donne 


— X*— îx — -J  , 

3x  + 2 ~ 


et  cette  valeur  indiqué  une  droite  telle  que  BC , qui  rencontre  les 
deux  axes.  Mais  l’^uation  proposée  détermine  aussi  une  droite 
DE  parallèle  à l’axe  des  ÿ : en  effet,  de  ce  que  la  division  a pu  se 
faire  exactement , il  s’ensuit  que  3x  + 2 est  un  facteur  de  l’équa- 
tion ; donc  elle  est  satisfaite  en  posant  3x  + 2 = 0,oux  = — J, 
ce  qui  donne  une  parallèle  aux  ordonnées. 
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Exemple  VI  ( fig.  I03 ). . xy  -f  2y  + 3a;  — 2 = 0. 


De  là  on  tii‘e 


V = 


— 3a;-f  2 
a;  + 2 


= -34 


8 

a:  4-2’ 


et  une  discussion  facile  à faire  détermine  une  hyperbole,  telle  que 
l’indique  la  figure,  avec  ses  deux  asymptotes  HH',  KK',  qui.  sont 
parallèles  aux  axes,  et  qui  ont  pour  équations  y = — 3,  x= — 2. 

258.  Exemples  dans  iesquels  on  a B* — 4AC  = 0. 

Rimplk  I(fig.  104).  y*4*2ay  4"^’  + ^y  + 3^  + 3 = ®- 

Cette  équation  donne  y = — a?  — 2 ± ^/a;  4- 1 > 

et  comme  le  radical  renferme  la  première  puissance  de  x,  sans  le 
carré  x',  on  doit  avoir  une  parabole  (251).  Le  diamètre  est  donné 
par  l’équation  y = — x — 2 : il  rencontre  les  axes  en  deux  points 
I,  r,  aux  distances  AI  = 2 , Al' = 2. 

En  faisant  croître  x positivement  de  zéro  à l’infini , le  radical 
\jx-\-l  est  réel  et  augmente  ândéfiniment  à partir  de  l’unité. 
Ainsi  sont  déterminé^  les  arcs  FS  et  F'S',  qui  coupent  l’axe  des 
y aux  points  F et  F',  construits  en  prenant  EF  = IF'  = 1. 

Si  X croit  négativement  jusqu’à  l’unité , \Jx-\- 1 diminue  jus- 
qu’à zéro  ; donc,  en  prenant  AB  = 1 et  menant  BC  parallèle  à Ay, 
cette  parallèle  coupera  le  diamètre  au  point  C , où  Viennent  se 
réunir  les  deux  arcs  de  la  parabole.  Ils  ne  vont  pas  au  delà  de  BC  : 
car  les.  abscisses  négatives  >■  1 rendent  le  radical  imaginaire. 

La  parabole  ne  rencontre  point  l’axe  des  x : car  en  faisant 
y = 0 dans  l’équation  proposée , il  vient  x*  -j-  3x  -f-  3 = 0 , d’où 
l’on  tire  des  valeurs  imaginaires  x = — 2^  V — *• 

Exemple  H (fig.  105).  y*-j-2xy4-a;*— ^4y  — 3x-f-4=0. 


De  là  on  tire  y = — x -|-  2 di  sJ — x : 


alors  la  parabole  et  son  diamètre  sont  placés  comme  on  le  voit 
dans  la  figure. 


Exemple  III  (fig.  106).  x* — 3x4-2y-}-I=0- 

On  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à y ; mais  on  peut 
aussi  la  traiter  comme  les  exemples  précédents,  en  changeant 
dans  les  raisonnements  x en  y et  y en  x.  On  trouvera  le  diamètre 
HH'  et  la  parabole  SCS'. 
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JExemplk  IV.  y'—%xy -}-a:*  + 2y  — 2aî  — 3 = 0. 

On  trouTe  y = x — l±v^4=o:  — 1±2, 
c’est-à-dire  ’ y = x’-\-\  et  y = a;  — 3. 

Ces  valeurs  déterminent  deux  droites  parallèles.  Dans  ce  cas,  l'é- 
quatidh  proposée  a pour  premier  membre  le  produit  des  deux 
facteurs  (y  — x — 1)  et  (y  — a; -1-3). 

Exemple  V.  y*  — 2xy-|-a:*  — 2y -1- 2x-}-l  =0.  ' 

Cette  équation  donnant  pour  y deux  valeurs  égales  à a;  -1-  1,  son 
premier  membre  est  le  carré  de  (y — x — 1) , et  elle  ne  détermine 
qu’une  seule  droite , laquelle  a pour  équation  y = x -1-  1 . 

Exemple  VI.  y’  -(-  2xy  -f-x*-f-y-)-x-|-l=0. 

Ici  on  a y = — x — ^±  y/— 

et  comme  ces  valeurs  sont  iibaginaires,  on  conclut  que  l’équation 
est  impossible.  Et  en  effet,  elle  revient  à(y-|-x-|-4)*-l-|=0, 
et,  sous  cette  forme,  on  voit  sur-le-champ  pourquoi  elle  est  im- 
possible. 


CHAPITRE  VII. 

/ 

RÉDUCTION  DE  L’ÉQUATION  GÉNÉRALE  DD  SECOND  DEGRÉ  • 
A DBS  FORMES  PLUS  SIMPLES. 


Évanouissement  des  termes  du  premier  degré. 

259.  Pour  reconnaître  avec  plus  de  facilité  les  propriétés  des 
courbes  du  second  degré,  il  convient  de  réduire  leur  équation  à 
la  plus  grande  simplicité  ; et  le  procédé  qu’on  emploie  pour  opérer 
cette  réduction  mérite  d’étre  soigneusement  remarqué.  Il  consiste 
à changer  le  système  des  coordonnées  sans  sup])oser  d’abord  au- 
cune valeur  particulière  aux  quantités  qui  servent  à fixer  la  posi- 
tion des  nouveaux  axes.  Par, là,  on  introduit  dans  l’équation 
tran.sformée  des  quantités  indéterminées,  dont  on  dispose  ensuite 
pour  annuler  quelques-uns  des  termes  de  cette  équation. 
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La  transformation  la  plus  générale  serait  de  changer  à la  (iois 
l’origine  et  la  direction  des  axes  : mais  il  revient  tout  à fait  *au 
même  d’effectuer  ces  changements  l’un  après  l’aiitre.  De  cette  ma- 
nière , on  déméle  mieux  l’influence  propre  à chacun  d’eux , et  le 
calcul  est  moins  compliqué. 

260.  Soit  donc  l’équation  générale  ' . 

[A]  'Ay*--f-BÆry Ca:^-)-Dy-4-  E®-i-F=0  ; 

prenons  d’aubes  axes , parallèles  aux  axes  actuels , mais  passant 
par  une  origine  quelconque.  A cet  effet , il  faudra  faire  dans  [A] 

I > 

x=x'^a,  y=y'-\-b, 

a et  è étant  les  coordonnées  de  cette  origine , et  a:',  y'  les  nou- 
velles coordonnées  variables.  Par  cette  substitution  Téquation  se 
transforme  en  celle-ci  : ' 

[B]  AV'*-t-Bor'y’-l-Ca;'*-f  Dy-f-EV-l-F'=0, 
dans  laquelle,  pour  abréger,  on  à fait 

D'  = 2A6-f  Ba-j-D,  E'  = 2Ca-|-Bô-f-E, 

F' = A6* -1- Baè -1- Ca’ -I- D6 -I- Eo F. 

Remarquons  la  composition  de  la  transformée  [B].  l'Les  coef- 
ficients des  termes  du  2*  degré  n’ont  pas  changé.  2°  Les  coefficients 
D'  et  E'  de  y'  et  de  x'  s’obtiennent  en  formant  le  polynôme  dérivé 
relatif  à y et  le  polynôme  dérivé  relatif  à du  premier  membre 
de  l’équation  primitive  [A],  et  en  remplaçant  dans  ces  polynômes 
X et  y par  les  coordonnées  a et  è de  la  nouvelle  origine.  S*  Enfin, 
la  partie  constante  F'  se  trouve  en  substituant  a et  6 à la  place  de 
X et  de  y dans  le  premier  menabre  de  l’équation  [A]. 

Revenons  maintenant  à l’équation  [B],  et  profitons  de  l’indéter- 
mination de  a et  è pour  faire  disparaître  les  termes  du  premier 
degré.  En  conséquence  nous  poserons 

[1]  2A6-l-Bo-f  D = 0,  2Co-f-B6-|-E  = 0; 

et  nous  tirerons  de  ces  équations  les  valeurs  de  a et  6,  savoir  : 

_2AE— BD  2CD-BE 

®~B*— 4AC’  B*— 4AC' 

Dans  le  cas  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  le  dén<Hninateur 
B* — 4AC  n’est  pas  nul  (233)  ; ces  valeurs  ne  sont  donc  ni  infinies 
ni  indéterminées  ; de  sorte  qu’en  plaçant  l’origine  au  point  qu’elles 
déterminent , l’équation  [B]  perd  véritablement  les  termes  en  x' 
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et  en  Ce  point  est  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété;  car  les 
équations  [1]  n’admettent  pas  deux  solutions. 

Pour  les  paraboles  cette  simpli&cation  est  impossible  : car  alors 
B* — 4A.C  =^0,  et  les  valeurs  de  a et  de  6 sont  infinies. 

Mais  si,  de  plus,  un  des  numérateurs,  2iVE — BD,  par  exemple, 
est  nul  en  même  temps  que  B’  — 4AC,  ces  deux  suppositions  ren- 
dent aussi  nul  l’autre  numérateur,  et  les  valeurs  de  a et  de  6 de- 
viennent indéterminées.  Alors  on  sait  que  les  équations  [1]  ren- 
trent l’une  dans  l’autre  : ou , ce  qui  est  la  même  chose,  les  droites 
qu’elles  représentent  n’en  font  plus  qu’une  seule  ; et  par  consé- 
quent il  existe  une  infinité  d’origines,  toutes  situées  sur  cette 
droite,  avec  lesquelles  on  peut  faire  évanouir  les  termes  du  premier 
degré.  Alors  aussi  l’équation  [A]  ne  représente  plus  une  courbe. 
En  effet , les  valeurs  générales  de  y qui  s’en  déduisent  sont  : 

y=  ~ +.  2(BD  - 2\E)x  D»-  4AF; 

et,  par  la  double  hypothèse  B*  — ■4AC  = 0 et  2AE  — BD  = 0, 
elles  se  diangent  en  celles-ci  : 


Or,  ces  valeurs  ne  représentent  plus  que  deux  droites  parallèles , 
lesquelles  peuvent,  dans  certains  cas , se  réduire  à une  i^ule,  oy 
même  devenir  imaginaires. 

Donc  les  ellipses  et  les  hyperboles  sont  les  seules  courbes  du 
second  ordre  dont  l’équation  puisse  ramener  à la  forme 

[C]  Ay’*-t-Bx'y'-f-C®’*-l-F'=0.  “ 

261 . On  pourrait  penser  qu’en  changeant  à la  fois  l’origine  et 
la  direction  des  axes , il  sera  possible  de  faire  disparaître  les 
termes  du  1"  degré , dans  des  cas  où  le  seul  changement  d’ori- 
gine ne  suffirait  pas.  11  est  facile  de  se  détromper  à cet  égard.  Sup- 
posons qu’une  telle  transformation  ait  en  effet  opéré  cette  simpli- 
fication, et  qu’elle  ait  donné  l’équation  [C].  Remplaçons  les  derniers 
axes  par  d’autres  qui  aient  même  origine  qu’eux , mais  qui  soient 
parallèles  aux  coordonnées  primitives  x et  y.  Les  valeurs  qu’il 
faudra  substituer  dans  la  dernière  équation  [C]  seront  de  la 
formé  = y"  = ’m'£'  et  il  est  évident  qu’on 

ne  reproduira  aucun  terme  du  l"  degré.  De  là  je  conclus  que  si 
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on  était  passé  tout  d’abord  de  la  première  origine  à ta  seconde , 
sans  altérer  la  direction  des  premiers  axes,  les  termes  du  1*' degré 
auraient  également  disparu;  de  sorte  que  la  direction  des  axes  n’a 

aucune  influence  sur  l’évanouissement  de  ces  termes. 

• . . ^ 

Êvadaouiuement  du  rectangle. 

' • } 

262.  Dans  ce  qui  précède , les  coordonnées  de  l’équation  [A] 
avaient  une  direction  quelconque.  On  suppose,  dans  ce  qui  suit, 
qu’elles  sont  rectangulaires.  Si  elles  ne  l’étaient  pas , on  pourrait 
les  rendre  telles  par  une  simple  transformation  d’axes. 

Cela  posé,  cherchons  à faire  disparaître  le  produit  des  coordon- 
nées en  choisissant  de  nouveaux  axes  qui  soient  aussi  rectangu- 
laires. Il  est  inutile  de  changer  l’origine  : car  si,  en  la  plaçant  en 
un  certain  point,  ce  produit  disparaît,  cette  simplification  aurait 
encore  lieu  pour  toute  autre  origine , attendu  qu’en  y transpor- 
tant les  nouveaux  axes  parallèlement  à eux-mémes , les  termes  du 
second  degré  ne  changent  pas  (260) , et  que  par  conséquent  le 
produit  ne  saurait  reparaître.  Prenons  donc  les  formules  [4]  du 
n"  191  qui  servent  à passer  des  axes  rectangulaires  à d’autres  axes 
rectangulaires,  et  faisons-y  a = 0,  6 = 0:  on  aura 

a;  = a/coso — y'sina,  y=a/sina-j-y'co8a; 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  tÀ],  on  la  change  en  une 
autre  telle  que 

[D]  My’>-|-ILc'y'-|-Na/*-HRy'-fSx'-t-F  = 0, 

dans  laquelle  M,  K,  N,  R,  S,  contiennent  l’indéterminée  a. 

Pour  que  le  terme  afiecté  du  rectangle  a/y’  puisse  disparaître,  il 
faut  que  l’équation  K =0  détermine  pour  « une  valeur  réelle.  Or, 
si  on  développe  les  calculs  autant  que  cela  est  nécessaire  pour 
avoir  K , on  trouve 

R = 2(A — G)  sin  acosa  -fB(cos’a — sin’a). 

Ainsi , pour  connaître  > , l’équation  à résoudre  est 

2 (A  — C)  sin  a cos  a B (cos*  a — sin*  a)  = 0. 

Dans  la  trigonométrie  (29),  on  a trouvé  2 sin  a cos  a = sin  2a, 
cos*  a — sin*  B = cos  2a.  Par  suite , K = 0 devient 

(A  — G)  sin  2a  -1-  B cos  2a=  0, 
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d’où 


sin  2« 
cos  2a 


= tang2a  = 


—B 

A— C’  , 


Comme  la  tangente  peut  pnendre  tous  les  états  de  grandeur  entre 
— 00  et  + il  s’ensuit  que  l’arc  2o  est  toujours  réel.  Cet  arc 
peut  avoir  quatre  valeur^  : en  effet,  a doit  être  compris  entre  0 et  » 
360°  (194)  ; donc  2a  est  compris  entre  0 et  360°  X2,  et  si  nous  dé- 
signons par  2a'  l’arc  moindre  que  180°,  qui  répond  à la  tangente 
ci-dessus , il  y aura  entre  0 et  360°  X 2 quatre  arcs  qui  auront 
cette  même  tangente  (16).  Ces  quatre  arcs  sont  2a',  2a' -j- 180°, 
2a'-j-2. 180°,  2a'-|-3. 180°;  donc  a aura  aussi  quatre  valeurs, 
savoir  : 

y,  a' -1-90°,  a'-f-2.90°,  a' -1-3.90°. 

Les  deux  premières  déterminent  deux  droites  à angle  droit , et 
les  dernières  en  déterminent  les  prolongements.  Il  est  clair  que 
si  on  prend  une  de  ces  droites  pour  l’axe  des  x\  l’autre  sera  celui 
des  y'.  N’oublions  pas  que  l’origine  n’a  pas  été  changée,  et  qu’elle 
était  située  d’une  manière  quelconque  : alors  on  pourra  conclure  * 
qu’il  existe , autour  de  chaque  origine , un  système  d’axes  rectan- 
gulaires propre  à faire  disparaître  le  rectangle  ^y',  ou  à réduire 
l’équation  du  second  ordre  à la  forme 

[E]  My'*-|-Nx'»  + Ry'-l-Sx'-f  F = 0; 


et  en  général  il  n’en  existe  qu’un  seul. 

263.  U faut  cependant  reBjarquer  ici  le  cas  où  l’on  a en  même 
temps  B = 0 et  A = C.  AiorS^É^tion  [A]  peut  s’écrire  ainsi  ^ 

, , . D Te'  , F ^ 


et  on  voit  qu’elle  représente  un  cercle  (n°  256),  Exemple  V.  Alors 
aussi  tang2a  est  indéterminée , ou  plutôt  le  coefBcient  K est  nul 
de  lui-même  ; et  cela  prouve  qu’on  peut  prendre  deux  axes  quel- 
conques à angles  droits,  sans  ramener  dans  l’équation  le  rectangle 
des  coordonnées.  Cette  conclusion  s’accorde  avec  le  n°  1 86,  où  l’on 
voit  que  l’équation  générale  du  cercle,  rapportée  à des  axes  rectan- 
gulaires, ne  contient  point  le  rectangle  xy. 

264.  Selon  que  l’équation  primitive  [A]  représente  une  ellipse^ 
une  hyperbole  ou  une  parabole , la  quantité  B* — 4AC  est  négative,  • 
positive  ou  nulle.  Or,  la  quantité  analogue , tirée  de  l’équation  [E], 
est  — 4MN  ; donc  les  coefficients  M et  N doivent  être  de  même 

14 
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signe  dans  le  cas  de  l’ellipse , et  de  signe  différent  dans  le  cas  de 
l’hyperbole.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  un  de  ces  coefficients  doit 
être  nul  : d’ailleurs , ils  ne  peuvent  pas  |’étre  tous  deux  ; autrement 
l’équation  [E]  cesserait  d’être  du  2'  degré. 

‘ v 

Réduction  de  l’équation  générale. 


265.  Si  on  ne  considère  que  les  ellipses  et  les  hyperboles , on 
peut  faire  disparalfre  d’abord  les  termes  du  premier  degré,  en  dé- 
plaçant l’origine  (260),  et  ensuite  le  rectangle  des  variables  en  choi- 
sissant de  nouveaux  axes  rectangulîdres , conune  on  vient  de  l’ex- 
pliquer ; ou  bien , si  on  le  préfère , on  peut  changer  d’abord  la 
direction  des  axes , et  ensuite  l’origine.  Par  cette  double  opération, 
l’équation  de  la  courbe  sera  réduite  à la  forme 
[F]  My*  + Na:*  = P,  • 


en  désignant  par  a;  et  y les  dernières  coordonnées. 

Dans  le  cas  de  l’ellipse,  M et  N sont  de  même  signe;  et  eiî 
N P 

faisant  ^ = m*,  ^ = p,  l’équation  peut  s’écrire  ainsi  : 


y’  -)-  -P- 

Dans  le  cas  de  l’hyperbole , M est  de  signe  contraire  à N.  Alors 
.N  P 

on  fait  = — m',  = p,  et  l’équation  s’écrit  ainsi  : 


y»  — 

266.  Ces  formes  d’équation|^4^HKennent  pas  aux  paraboles  ; 
car  l’équation  de  ces  courbes  ne^^t  jamais  perdre  les  deux 
termes  du  1"  degré  (260).  Mais  on  peut  en  faire  disparaître  le 
rectangle,  et  même  alors  l’un  des  carrés  disparait  aussi  (264). 
Supposons  que  ce  soit  a/*  : l’équation  des  paraboles  sera 

[G]  My'*-t-Ry'-fSa/-fF=0. 


Prenons  de  nouveaux  axes,  parallèles  à ceux  des  x'  et  des  y',  et 
. rapportons-y  la  courbe.  Pour  cela,  on  fera  dans  l’équation  [6] 
ar'  = .r"-f-a,  y'  = y"-j-è: 


il  ne  reparaîtra  point  de  rectangle  od'y”,  et  nous  introduirons  ainsi 
^ 'fieux  indéterminées  a et  5,  à l’aide  desquelles  on  pourra  faire 
disparaître  deux  nouveaux  termes.  La  substitution  donne 


[H]  My"»  -f  S.t" -f  (2M6  -f-  R)  y"  -|-  M5’ -f  R6  -f-  S«  -f  F =0, 


* 
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équation  dans  laquelle  la  partie  affectée  de  y",  et  celle  qui  est 
indépendante  des  variables,'  sont  les  seules  où  entrent  les  indéter* 
min^s  a et  b.  On  fera  disparaître  ces  deux  parties  en  posant 

2M6-1-R  = 0,  M6*-|-R6  + Sa-f  F = 0, 

d’où 

_R  _Mù»— Rù  — F 

*=2T’  “ = S • 

b n’est  pas  infini , car  M n’est  pas  nul  ; et  a n’est  pas  infini  non 
plus , car  il  est  permis  de  supposer  que  S n’est  pas  zéro.  En  effet , 
si  S était  zéro , l’équation  [G]  lie  contiendrait  plus  x\  et , en  la 
résolvant  paf  rapport  à y',  on  trouverait  deux  valeurs  constantes  ; 
donc  l’équation  donnée  ne  représenterait  plus  une  ligne  courbe , 
et  pour  cette  raison  on  rejette  le  cas  particulier  où  S est  nul. 

Maintenant,  il  est  clair  qu’en  plaçant  l’origine  au  point  qui  a 
pour  coordonnées  lés  valeurs  précédentes  de  « et  ù,  la  dernière 
transformée  [H]  se  réduit  à cette  équation 


[1]  M»/*-f-Sx"=0, 

S 

. ou  bien , en  supprimant  les  accents  et  faisant  — 2p,  à 

y*  = 2pa:, 

qui  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l’équation  des  paraboles. 

267.  En  résumé , on  conclut  qu’en  choisissant  convenablement 
l’origine  et  la  direction  des  axes,  les  ellipses,  les  hyperboles  et  les 
paraboles  peuvent  être  représentées  par  les  équations 

[a]  y’  + »î*a;*=p,  [6]  y*  — [c]  y’=2pa:; 

et  que  ces  formes  d’équations  ne  subsistent  que  pour  un  seul  sy- 
stème d’axes  rectangulaires  (le  cas  du  cercle  excepté). 

a Du  ceulre  et  des  axes. 


268.  Ces  équations  mettent  en  évidence  quelques  propriétés 
' qui  méritent  de  fixer  l’attention.  D’abord,  de  ce  que  [«]  et  [ù]  ne 
contiennent  pas  les  termes  du  1"  degré , on  conclut  que  l’origine 
est  un  centre.  Mais  il  faut  reprendre  les  choses  de  plus  haut. 

On  appelle  ventre  d'une  courbe  un  point  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  toute  droite  qui  passe  par  ce  point,  et  qui  est  tenvlnée 
à la  courbe.  De  cette  définition  découle  le  théorème  suivant-.: 


Digitized  by  Google 


212 


DEUXIÈME  PARTIE. 


Quand  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au  centre  d’une  ligne 
du  second  ordre,  les  tonnes  du  1”  degré,  n’entrent  point  dans 
l’équation  de  cette  ligne;  et  réciproquement,  lorsque  les  termes 
du  1"  degré  n’entrent  pas  dans  l’équation  d’une  ligne  du  second 
ordre,  l’origine  est  le  centre  de  cette  courbe. 

Pour  le  démontrer , reprenons  l’équation  générale 

[A]  Ay*-t-ftry-j-Cx*-t-Dy-l-Ea;-|-F=0; 

supposons  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation  ait  un 
centre,  et  que  ce  centre  soit  pris  pour  origine  des  coordonnées. 
Toute  droite  menée  par  ce  point  a pour  équation  y = ax\  et,  pour 
obtenir  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  la 
courbe,  il  faut  faire  y~ax  dans  l’équation  [A],  On  a ainsi 
(Ao*  Bo  -|-  C)  X*  + (Da  -|-  E)  a:  + F = 0 , 

équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  cherchées.  Or,  MN 
(fig.  107)  étant  la  partie  de  la  droite  conaprise  dans  la  courbe,  on 
doit  avoir  AN  = AM  ; donc  si  on  mène  les  ordonnées  MP,  NQ,  les 
triangles  AMP,  ANQ , seront  égaux  ; donc  AQ  = AP  ; c’est-à-dire 
que  l’équation  qui  donne  ces  abscisses  a ses  racines  égales  et  de  si- 
gnes contraires  ; donc  on  doit  avoir  Da  -j-  E = 0.  Cette  égalité  doit 
exister  quel  que  soit  a;  donc  on  a séparément  D = 0,  E=^0  : donc 
les  termes  du  1"  degré  ne  doivent  pus  entrer  dans  l’équation  [A]. 

Réciproquement,  lorsqu’on  aD=0,E=0,  l’équation  quidonnca; 
a ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  d’où  l’on  conclut 
que  les  triangles  APM , AQN , sont  égaux , et  par  suite  que  toute 
corde  MN , menée  par  l’origine , y est  divisée  en  deux  parties 
égales  ; c’est-à-dire  que  l’origine  est  un  centre. 

Pour  qu’une  courbe  du  second  ordre  ait  un  centre,  il  faut  donc 
qu’on  puisse  transporter  les  axes,  parallèlement  à eux-mêmes,  à 
une  origine  qui  fasse  évanouir  les  termes  du  1"  degré;  et  alors 
cette  origine  sera  le  centre.  Or,  cette  transformation  est  impossi- 
ble pour  les  paraboles , et  elle  ne  l’est  que  d’une  seule  manière 
pour  les  ellipses  et  les  hyperboles  (260)  ; donc  les  ellipses  et  les 
hyperboles  ont  un  centre  qui  est  unique , mais  les  paraboles  n’en 
ont  pas. 

269.  Suivant  la  définition  (227) , un  diamètre  est  une  droite  qui 
divise  en  parties  égales  une  suite  de  cordes  parallèles.  De  là  il  suit 
que  si  une  des  coordonnées , y , par  exemple , n’entre  qu’au  carré 
dans  l’équation  d’une  courbe  du  second  ordre,  l’axe  auquel  l’autre 
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coordonnée  x est  p<irallèle  est  un  diamètre.  11  est  visible,  en  effet, 
que , pour  chaque  abscisse , les  valeurs  de  y seront  égales  et  de 
signes  contraires  : donc  l’axe  des  x .divise  en  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à la  ligne  des  y ; donc  il  est  un  diamètre. 

Quand  un  diamètre  est  perpendiculaire  à la  direction  des  cordes 
qu’il  coupe  par  moitiés,  c’est  un  axe  de  la  courbe.  La  partie  com- 
prise dans  la  courbe  est  la  longueur  de  cet  axe.  Les  points  où  il  la 
rencontre  se  nomment  sommets. 

La  ligne  sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses  x,  dans  les  équa- 
tions [o] , [6] , [c] , est  donc  un  diamètre,  et  même  un  axe  de  la 
courbe.  Pareillement,  la  ligne  des  y est  aussi  un  axe  de  l’ellipse  et 
de  l’hyperbole  données  par  les  deux  premières  : mais  elle  n’en  est 
pas  un  pour  la  parabole  donnée  par  la  troisième,  parce  que  x y est 
au  1"  degré.  On  verra  plus  tard  que  les  axes  dont  nous  parlons 
ici  sont  les  seuls  qui  existent  dans  les  courbes  du  second  ordre.  .• 

Développements  des  calculs  qui  mènent  aux  transformées  [F]  et  [I]. 

270.  L’objet  de  ce  chapitre  était  de  découvrir  la  forme  des  équa- 
tions les  plus  simples  qui  représentent  les  courbes  du  second  or- 
dre. 11  était  donc  bien  plus  important  de  reconnaître  la  possibilité 
des  transformations  que  de  les  effectuer  ; et  c’est  pourquoi  j’ai  né- 
gligé les  détails  de  calcul  qui  m’auraient  écarté  du  but  vers  lequel 
je  tendais.  Je  vais  réparer  ici  cette  omission  volontaire. 

Supposons  d’abord  que  l’équation 

[\]  -)-  Yixy  -)-  Ca:*  -|-  Dy  -{-  Ex  -(-  F = 0 

représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole , et  développons  les  cal- 
culs nécessaires  pour  la  réduire  à la  forme  [F] , My’  -j-  Nx’  = P, 
en  prenant  des  axes  rectangulaires.  La  question  se  résout  en  opé- 
rant , ainsi  qu’on  l’a  dit  (265) , deux  transformations  d’axes. 

Première  transformation  (260).  On  fait  disparaître  les  termes 
du  1"  degré,  ce  qui  revient  à trans{?orter  l’origine  au  centre , et 
on  obtient  une  transformée  telle  que 

[C]  Ay’  -j-  Bxy  -f-  Cx*  -|-  F'  = 0. 

Les  cctefficients  A , B , C , sont  les  mômes  que  dans  [A]  ; les  coor- 
données du  centre  sont  déterminées  par  les  équations 

[I]  2A5 -f- Bu -|- D ^ 0 , 2Cfl -f- Bè -|- E ^ 0 ; 


D _ C.ooaI( 
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et  OD  a 

F' = A6’ Büi -I- Ca’ + D6  + ïla  + F. 

On  peut  simplifier  cette  valeur  de  F'  ; en  effet,  si  on  multiplie  les 
éq.  [I]  respectivement  par  b et  par  a,  et  qu’on  ajoute,  il  vient 
2A6*  + 2Baft  +2Co*  + D*  + Ea=0, 

d’où  Aft»  + B«ù  -f  Ca‘ = — ; donc 

p,_p,  [ D6  + Ea 

En  réunissant  ici  les  valeurs  de  a et  ù (260)  à celle  de  F',  on  aura 
les  éléments  de  la  première  transformation^  savoir  : 

2AE  — BD  , 2CD  — BE  „ , Dft  + Ea 

“-imsc’  — ï~~’ 

Seconde  transformation.  Avant  de  procéder  à cette  transforma- 
tion il  faudrait  rendre  les  coordonnées  rectangulaires  si  elles  ne 
l’étaient  pas.  Mais  je  supposerai  qu’elles  le  soient  déjà  dans  l’équa- 
tion [C] , et  je  cherche  immédiatement  de  nouveaux  axes  rectan- 
gulaires qui  fessent  dispiaraltre  le  produit  xy , de  telle  sorte  que 
l’équation  résultante  prenne  la  forme  demandée 

[F]  My’-l-Na:>  = P. 

Pour  y parvenir,  dans  [C]  on  remplacer;  par  xcos®  — ysina, 
y par  xsina-j-ycoso  ; et  on  détermine  a d’après  la  condition  que 
le  multiplicateur  de  xy  soit  égal  à zéro.  On  a trouvé  (262) 

g 

tang2a  = ^^-^; 


et  par  suite  on  obtient  facilement  (25) 


cos2a  = ■ 


y/1 -j- tang*2a  ( 
sin  2a  = cos  2a  tang  2a  = ■ 


Dans  ces  valeurs , le  radical  porte  avec  lui  le  signe  ± ,'parce  qu’on 
peut  choisir  chacun  des  nouveaux  axes  pour  celui  des  x ; mais  , 
pour  écarter  toute  ambiguïté , je  donnerai  partout  au  radical  le 
signe  -}-,  ce  qui  revient  à prendre  sin  2a  de  signe  contraire  à B. 

Maintenant  il  faut  calculer  les  coefficients  M , N , P.  La  substi- 
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tutioo  immédiate  des  formules  x cos  a — ysin»,  a:  siin-f*^  txisa, 
dans  l’écpiatioD  [C],  donne 

M = Acos’a  — B sinacos«-f'Csin*a, 

N = A sin’a-^-BsinBCOsa-l-Ccos’a, 

P=— F. 

£d  faisant  la  somme  M -f-  N et  la  différence  M — N,  on  trouve 
M-t-N  = Â + C, 

M — N = (A.  — C)(cos*«  — sm’«)  — 2B  sin  a cos^«  = 

(A-  C) cos2«-B  sin  2«  = = >/B*+(A-C)‘;  , 

VB?-}-  (A — C)’ 

et  alors  on  obtient  facilement  les  valeurs  de  M et  de  N.  En  y joi- 
gnant celles  de  tang  2a  et  de  P,  on  aura  tous  les  éléments  de  la  se- 
conde transformation , savoir  : 

tang2a=^^,  M=^(A-f-C)-f  i 

N = i(A-|-C)-iVB*-f(A-C)*,  P=-F. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  sin2«  est  de  signe  contraire  à B. 

271.  Supposons  maintenant  que  l’équation  [A]  représente  une 
parabole,  et,  sans  cesser  de  prendre  des  coordonnées  rectangu- 
laires, ramenons-la  à la  forme  [I],  My*  -f-  Sa;  = 0.  Dans  ce  cas,  on 
fait  d’abord  évanouir  le  rectangle  en  changeant  la  direction  des 
axes,  et  ensuite  on  déplace  l’origine. 

Première  transformation.  Elle  conduit  (26B)  à l’équation 
[G]  My*-f-Ry-}-Sa;-l-F  = 0. 

Les  axes  primitifs  sont  supposés  rectangulaires  ; les  nouveaux  le 
sont  aussi , et  l’angle  a qui  détermine  leur  situation  est  donné  par 
la  même  formule  que  dans  le  n°  270.  On  a aussi,  pour  M et  N,  les 
mômes  formules;  mais  comme,  dans  la  parabole,  on  a B’=  4AC, 
elles  reçoivent  de  grandes  simplifications. 

D'abord  v'B*-f-(A — C)’  = ±(A-f  C).  Relativement  au  signe  ±, 
observons  qu’on  peut  toujours  rendre  A positif  dans  l’équation  [A], 
et  qu’alors,  en  vertu  de  la  relation  B*=  4AC,  C est  aussi  posi- 
tif ; donc , si  on  continue  de  prendre  le  radical  positivement , on 
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aura  v^B*-f-(A — A -|-  C.  En  conséquence , fl  viendra 


tang  2a  = 


— B 
A— C’ 


eos2a 


1_A— C 
~k^' 


M = A + C,  N = 


sin2a  = 

0. 


— B 
A+C’ 


On  voit,  ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre,  que  l’évanouissement  du 
rectangle  fait  disparaître  un  des  carrés  (264). 

Il  faut  de  plus  calculer  R et  S.  Or,  quand  on  remplace  dans  [AJ 
X par  xcosa  — y sin«,  et  y par  xsino  -|-  y cos  a,  on  trouve 


Mais 

et 


R = Dcosa — Esina,  S = Dsina-t-Ecosa. 

. /I — cos 2a  ! c 

(31)  sma  = Y/— 2— =VÂ+C’ 


sin2a —B 


par  conséquent  on  aura 

— 2CE  — BD  2CD  — BE 

~ 2 v'C  (A  + C)’  2y'C  (A  + C)  ‘ 

J’ai  pris  sin  a positivement , parce  qu’il  est  permis  de  choisir  le 
côté  desÆ  positifs  de  manière  qu’on  aita  ■<  ISO”.  Quant  à cosa, 
il  est  de  signe  contraire  à B. 

Seconde  transformation.  Il  reste  encore  à déplacer  l’origine. 
Mettons  a"4-aety  + éàla  place  de  or  et  de  y dans  [G],  puis  éga- 
lons à zéro"  le  multiplicateur  de  y et  la  partie  constante , on  a 

2M6-1-R=:0,  M6*-|-R6-1-Sa-|-F  = 0, 

..  . A —R  R’— 4MF 

*=-2M’  “ = ~4MS~- 


Les  coefficients  de  y’  et  de  x restent  les  mêmes  que  dans  [G],  de 
sorte  qu’on  a,  pour  dernière  transformation, 

[Il  My*-fSa:  = 0. 


- 1 


Digitized  by  Google 


ëÊOUËTRIE  ANAtYTIQÜE  A DEUX  DIMENSIONS.  217 


CHAPITRE  VIII. 


Formes  diverses  de  l’équation  du  cercle. 

272.  Si,  dans  Féquation  [o]  du  n”  267,  on  suppose  m=  1 etp=R*, 
on  a 

[1]  y*  + x*=R*, 

équation  déjà  trouvée  n°  186 , et  qui  exprime  que , dans  le  cas  par- 
ticulier  dont  il  s’agit,  la  courbe  a tous  ses  points  à une  distance  de 
l’origine , constante  et  égale  à R ; cette  courbe  est  donc  une  cir- 
conférence de  cercle.  Par  là  on  apprendrait , si  on  ne  le  savait 
d^à  (238),  que  cette  ligne  est  un  cas  particulier  de  l’ellipse. 

273.  L’équation  la  plus  générale  du  cercle,  tant  que  les  coor- 
données sont  rectangulaires , est  (186) 

[2]  (a._a)*-|-(y_p)*=R*. 

Elle  redonne  l’équation  [1]  en  faisant  a = 0,  p = 0. 

Si  on  veut  placer  l’origine  à l’extrémité  d’un  diamètre,  et  pren- 
dre ce  diamètre  pour  axe  des  x (fig.  108),  il  faut  faire  a=R,  p =0  ; 
l’équation  [2]  devient  (j-  — R)*  -|-  y’  = R’,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose , 

[3]  y*=2ILr  — X*. 

Si  on  fait  seulement  P = 0,  le  centre  sera  sur  l’axe  des  a;  (fig.  109), 
mais  la  circonférence  ne  passera  plus  à l’origine;  et  si  on  fait 
seulement  a = 0,  le  centre  sera  sur  la  ligne  des  y (fig.  1 10).  Dans 
ces  deux  positions , les  équations  du  cercle  seront 

[4]  y»-K(x-«)‘=R*, 

[5]  a;»-|-(y-P)*=R*. 

274.  En  coordonnées  obliques,  l’équation  du  cercle  est  peu  em- 
ployée. On  l’obtient  immédiatement  en  exprimant  que  la  distance 
du  centre  à un  point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  au  rayon. 
Cette  distance  est  donnée  par  la  formule  du  n°  220 , de  sorte  que. 
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si  on  désigne  par  ô l’angle  des  axes,  par  a et  p les  coordonnées  du 
centre  dn  cercle,  et  par  r le  rayon , on  aura 

[6]  — o)(y— p)cos6  = ;^. 

275.  L’équation  [2]  étant  développée , en  donne  une  de  la  forme 

a:‘+y*  + ac  + 6y  + c = 0, 

qui  ne  contient  point  le  rectangle  xy,  et  où  les  coefficients  des 
carrés  a?  et  y’  sont  égaux.  Quand  ces  conditions  sont  remplies 
(les  axes  étant  toujours  rectangulaires),  l’équation  ne  peut  pas 
représenter  d’autre  courbe  qu’une  circonférence.  En  effet , après 
l’aveir  divisée  par  le  coefficient  de  y*  si  ce  coefficient  n’est  pas 
déjà  égal  à l’unité , on  lui  donne  la  forme  précédente , puis , en 
complétant  les  carrés , on  lui  donne  celle-ci 

or,  cctfe  équation  représente  évidemment  un  cercle,  dont  le 
centre  a pour  coordonnées  — ^ a,  — et  dont  le  rayon  &st  égal 
— c.  Toutefois,  cette  équation  ne  représente  vérita- 
blement un  cercle  que  lorsque  la  quantité  ^ o*-|-  i ô*— c est  posi- 
tive : car,  si  elle  est  nulle,  le  cercle  se  réduit  à son  centre , et  si 
elle  est  négative  l’équation  est  impossible.  Ces  détails  ont  déjà  été 
donnés  n“  256,  Exemple  V. 

276.  Étant  donnée  une  équation  du  second  degré,  entre  coor- 
données obliques  dont  l’inclinaison  est  connue , on  peut  demander 
comment  on  jugera  qu’elle  représente  un  cercle.  Pour  répondre  à 
cette  équation , on  développe  l’équation  [6],  et  on  l’écrit  ainsi  : 

+y*”l"2j"y  cos  9 — 2 (<*-|-  P cosO)a: — 2 (p  -f-  acos6)y 
-|-  a*  -|-  P*  2ap  cos  9 — r*  = 0. 

Alors  on  voit  sur-le-champ  qu’après  avoir  divisé  l’équation  pro- 
posée par  le  multiplicateur  de  y',  il  faudra  que  celui  de  a?  soit  égal 
à l’unité , et  celui  de  xy  égal  au  double  du  cosinus  de  l’angle  des 
axes. 

Je  dis  de  plus  que  toute  équation  qui  remplit  ces  conditions  ne 
peut  pas  représenter  d’autre  ligne  qu’une  circonférence.  En  effet, 
supposons  que  cette  équation  soit 

[7]  a?*-(-y*-{-2a;y  cos9-|-ax-|-5y-|-c  = 0, 

et,  afin  de  la  rendre  identique  avec  celle  du  cercle,  posons 

a-j-pCOs9= — ÿ,  p-)-aCOS6=  — 5,  a’-|-p*-|-2apcOS9 — f*=C. 

X X 
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De  ces  égalités  on  tire  > 

ôcosô — a g acosô-^é , — 2a/>cos6 

* îsin’ô  ’ 2sin*9  ’ V 4sin’ô 
donc  ces  valeurs  étant  mises  à la  place  des  a,  r,  rendront  l’équa- 

tion [6]  identique  avec  l’équation  [7]  ; donc  cette  dernière  ne  peut 
pas  représenter  d’autre  ligne  qu’une  circonférence , dont  le  centre 
et  le  rayon  seront  donnés  par  les  formules  ci-dessus. 

Pour  construire  le  centre , il  n’est  pas  nécessaire  de  calculer  a 
et  p.  Soit  O ce  centre  (fig.  111)  dont  les  coordonnées  sont 
AB = OC  = a et  AC  = OB  = P ; abaissez  OD  perpendiculaire  à Ax, 
et  OE  perpendiculaire  à h.y^  Les  triangles  rectangles  BOD,  COE 
donnent  BD  =p  cos6,  CE  ==  a cosé  ; donc  ’ 

L 

AD  = a -f  P cos8  =r — -,  AE=P -}- «cos8=  — 2* 

Ainsi,  en  prenant  avec  des  signes  contraires,  dans  l’équation  [7], 
les  moitiés  des  coefficients  de  x et  de  y,  on  aura  les  longueurs  AD 
et  A£  ; et  par  suite , en  élevant  les  perpendiculaires  DO  et  EO,  on 
connaîtra  le  centre  O. 

Si  la  valeur  de  r est  nulle,  l’équation  [6]  exprimant  que  le  carré 
d’une  distance  entre  deux  points  est  égal  à zéro,  on  en  conclut 
que  le  cercle  se  réduit  à son  centre.  Si  r est  imaginaire,  l’équation 
est  impossible.  On  peut  encore  rendre  ces  conséquences  évidentes 
en  écrivant  l’équation  [6]  d’abord  sous  cette  forme 

[(x  — a)*  -t-  (y  — P)*]  (oos’^  e -f-  sin*4  6 ) 

-f-2(x—  a)(y — p)(cos*48  — anH®)  = »^; 
puis,  sous  la  suivante  : 

[(X  — «)  -I-  (y  — P)?  cos’i  ô -I-  [(X— a)  -T-  (y— P)]’  sin*4  9 = r*. 
Comme  le  premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés, .on  voit 
que  si  r est  imaginaire  l’équation  est  impossible;  et  si  r est  zéro, 
elle  ne  peut  être  satisfaite  qu’en  égalant  chaque  carré  à zéro , ce 
qui  conduit  à x = a , y = p. 

Théorèqies  relatifs  au  cerpl«. 

277.  Je  vais  faire  voir  ici  comment  on  peut  démontrer  par  le 
calcul  les  théorèmes  sur  le  cercle , établis  dans  la  Géométrie. 

Reprenons  l’équation  du  cercle , 

y»-|-x*  = R*. 
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Elle  donne  y = ± y/R» — x*;  donc  il  y a^fig.  112)  deux  orddnnées 
^ales  et  opposées,  MP  et  PN,  pour  chaque  abscisse  AP.  Or,  MN 
étant  perpendiculaire  à AB , si  on  applique  la  partie  inférieure  du 
cercle  sur  la  partie  supérieure,  en  la  faisant  tourner  autour  du 
diamètre  BC , le  point  N tombera  sur  le  point  M ; et  pareillement, 
tous  les  autres  points  de  la  partie  BNC  se  placeront  sur  la  partie 
supérieure  BMC.  De  là  on  conclut 

1*  Que  tout  diamètre  divise  le  cercle  et  la  circonférence  en  deux 
parties  égales;  , 

2“  Que  le  diamètre,  perpendiculaire  à une  corde,  divise  aussi 
cette  corde  et  l'arc  sous-tendu,  chacun  en  deux  parties  égales. 

278.  Il  est  évident,  sur  la  figure,  queCP=R-j-a:etBP=R — x, 
donc 

CPxBP=(R  + a;)(R— a;)=R*  — ^ 

Mais , par  l’équation  du  cercle , on  a MP*  = y»  = R»  — a?; 
donc  MP*  = CP  X BP.  Donc,  l’ordonnée  perpendiculaire  au  dia- 
mètre est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  de  ce 
diamètre. 

279.  Si  on  mène  la  corde  CM , et  qu’on  désigne  par  a:  et  y les 
coordonnées  du  point  M,  on  aura 

CH*=y»  + (x  + R)‘=  y*  + x'-lr  2Ra:  + R‘. 

Or,  l’équation  du  cercle  donne  -(-  y’ = R*  ; donc 

CM*  = 2R«  + 2Rx  = 2R  (R  + X). 

Mais  on  a BC  = 2R,  CP  = R + a:  ; donc  CM*  = BC  X CP  ; c’est-à- 
dire  que  la  corde  CM  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre BC  et  le  segment  CP. 

280.  Si , par  le  point  C pour  lequel  y = 0etar  = — R,  et  par  le 
point  M dont  nous  continuerons  de  désigner  les  coordonnées  par  x 
et  y,  on  mène  une  droite  CM,  et  qu’on  représente  par  a la  tan- 
gente de  l’angle  MCai,  on  aura 


Si , par  le  même  point  M,  et  par  le  point  B pour  lequel  y = O 
et  a;  = -f-  R , on  mène  la  droite  MB , et  qu’on  représente  par  a'  la 
tangente  de  l’angle  MBa:,  on  aura  pareillement 
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En  multipliant  a par  a'  et  remarquant  que  y’= R’ — a:*,  il  vient 


oa  ; 


1 


donc  oa' -j-  1 = 0;  donc  (221  ) les  droites  CM  et  MB  sont  perpen- 
diculaires l’une  sur  l’autre,  ou,  en  d’autres  termes,  tout  angle 
inscrit  dans  un  demi-cercle  est  droit.  , 

281 . En  général , les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  sont 
égaux.  Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axe  des  x (fig.  113)  la 
corde  DE  qui  sous-tend  le  segment,  et  pour  axe  des  y le  diamètre 
perpendiculaire  ; alors  le  cercle  sera  donné  par  l’équation  [5]  du 
n°  273  ; et  en  désignant  par  ^ l’élévation  du  centre  au-dessus  de  pE 
et  par  c la  demi-çorde  AD , l’équation  du  cercle  sera 


Si  on  joint  un  point  quelconque  M de  l’arc  DME  avec  les 
points  E et  D,  et  si  on  nomme  encore  x,  y,  les  coordonnées  du 
point  M , et  «,  a',  les  tangentes  des  angles  MEr,  MDx,  il  est  facile 
de  voir  qu’on  aura 


a- 


, ’v+c' 

ci — a 


X — c 


Mais  tangDME=  ^^^,(2gl);  remplaçons  donc  a et  «'  par  leurs 
valeurs,  et  il  viendra 

, _y(x-|-c)  — y(x  — c)_  2cy 


tangDME  ; 


X* — c*-|-y* 


Comme  le  point  M appartient  au  cercle , on  a , entre  x et  y, 


(y-P)’  + ^ = c‘+P*: 


de  là  on  tire  x*  — c*  -|-  y* = 2py  ; et  par  suite 
tangDME  = |. 

P 

Cette  valeur  est  constante , c’est-à-dire  qu’elle  ne  varie  pas  quand 
le  point  M change  de  position  sur  la  circonférence.  De  plus,  le 
triangle  rectangle  AOD  donne 

tangAOD  = ^ = £; 

donc  tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle  sont 
égaux  à la  moitié  de  l'angle  au  centre,  qui  s'appuie  sur  le  même  are 
que  le  segment. 


t 
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282.  Démontrons  maintenant  les  théorèmes  relatifs  aux  lignes 
droites  qui  se  coupent  dans  le  cercle , et  hors  du  cercle.  Soit  A 
(fig.  114)  un  point  quelconque,  pris  dans  le  plan  d’un  cercle.  Ayant 
mené  Kx  par  le  point  A et  par  le  centre  O,  puis  ky  perpendicu- 
laire sur  kx,  prenons  les  abscisses  et  les  ordonnées  sur  ces  deux 
lignes.  En  désignant  le  rayon  par  R,  et  la  distance  AO  par  a,  l’é- 
quation du  cercle  sera  ( 273) 

(a;-«)*-|-y*=R*. 

L’équation  <l’une  droite  quelconque,  passant  par  le  point  A, 
sera  de  la  forme 

et  si  on  veut  avoir  l’équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  M 
et  N,  où  cette  droite  rencohtre  le  cercle,  il  faut  mettre  cette  valeur 
de  y dans  l’équation  du  cercle,  ce  qui  donne 


(«~a)*-f-8V=R*, 


ou , en  effectuant  le  carré , transposant  R*,  et  divisant  ensuite  par 
le  coefficient  de 


H 


2a 


a?  + 


a*  — R* 
1+S* 


0. 


Nommons  a/, 
tre , on  aura 


y’,  et  xf',  y"  les  coordonnées  des  points  de  rencon- 
iSP  = a:'*-l-y'*,  ÂN*  = ««  + y^; 


or,  ces  points  étant  sur  la  droite , on  a 

y'  = 5x',  / = 5a:"; 

donc 

^^*  = (1-^-8»)  a;'*  et  Âî?  = (t -l-S’Jx"’ ; 
et,  en  multipUant  AM* par  ÂK*,  il  vient 

A5PxÂN*=(l  + «*)*ie’*^r 

Maintenant , remarquons  que  xf  et  x"  sont  les  deux  racines  de 
l’équation  [a] , et  que  dans  toute  équation  du  second  degré  le 
produit  des  racines  est  égal  au  dernier  terme  : nous  conclurons 

tjue  x'x"  = Yipr- 

ÂM’xÂN*=(a*  — R*)*. 
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De  1^,  suivant  que  a est  > R ou  •<  R , on  üre  - 

\MxAN  = a*— R*,  ou  AMXAN  = R*  — a». 

Dans  le  premier  cas,  le  point  est  extérieur  au  cercle,  et  dans 
le  second  il  est  intérieur,  ülais , ni  dans  l’un , ni  dans  l’autre , le 
produit  AM  X AN  ne  contient  S ; et  cela  prouvé  qu’il  reste  le 
même,  quelle  que  soit  la  position  de  la  sécante  : donc,  si  on  mène 
une  seconde  sécante  qui  coupe  le  cercle  en  M'  et  N',  on  aura 
AM  X AN  = AM'  X AN'.  Or , cette  égalité  donne 

AM;AM':;  AN'iAN; 

donc,  si  par  un  point  A*,  extérieur  ou  intérieur,  on  mène  deux 
droites  qui  coupent  le  cercle,  les  distances  comprises  entre  le  point  A 
et  le  cercle,  sur  l’une  des  droites,  sont  réciproquement  proportion- 
nelles  aux  distances  analogues  comprises  sur  l’autre  droite. 

Cet  énoncé  comprend  évidemment  les  deux  théorèmes  suivants, 
démontrés  en  Géométrie  : 

Quand  deux  cordes  se  coupent  dans  le  cercle,  les  parties  de 
l’une  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  parties  de  l’autre. 

Si,  par  un  point  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  deux  sécantes 
quelconques  à la  circonférence,  les  èécantes  entières  sont  récipro- 
quement proportionnelles  à leurs  parties  extérieures. 

A quoi  l’on  peut  ajouter  ce  troisième  théorème  : Si,  par  un 
point  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  une  sécante  et  une  tangente 
à ce  cercle,  la  tangente  sera  moyenne  proportionnelle  entre  la  sé- 
cante entière  et  sa  partie  extérieure. 

Ce  dernier  n’est  en  effet  qu’un  cas  particulier  du  précédent,  et 
il  s’en  déduit  en  supposant  que  l'une  des  sécantes  tourne  autour 
du  point  A jusqu’à  ce  que , les  deux  points  d’intersection  M'  et  N' 
se  confondant  en  un  seul , la  droite  devienne  tangente.  Alors  la  sé- 
cante entière  et  sa  partie  extérieure  ne  font  plus  qu’une  seule  et 
même  distance , égale  à la  tangente. 

283.  Cherchons  encore  les  conditions  relatives  à l’intersection  et 
au  contact  des  cercles.  Pour  y parvenir  de  la  manière  la  plus  fa- 
cile, prenons  pour  axe  des  a;  ( lig.  1 15  ) la  droite  .\x  qui  passe  par 
les  centres  A et  R , et  plaçons  l’origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires au  centre  A.  En  désignant  par  a la  distance  AB , et  les  deux 
rayons  par  R et  R',  les  équations  des  cercles  seront 
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Les  coordonnées  de  chaque  point  comnnun  aux  deux  circonfé- 
rences doivent  satisfaire  à ces  deux  équations  ; et  réciproquement, 
deux  coordonnées  qui  satisfont  à ces  équations  appartiennent  à un 
point  commun  aux  deux  circonférences.  Si  donc  on  considère  x 
et  y comme  deux  inconnues,  et  qu’on  cherche  toutes  les  solutions 
des  deux  équations,  celles  qui  seront  réelles  feront  connaître  les 
intersections  des  deux  cercles. 

Pour  résoudre  les  équations , on  effectue  le  carré  (x — a)*  et  on 
retranche  la  seconde  de  la  première  : il  vient  2ax  — a*=  R*  — R'*, 
d’où  l’on  tire 

a‘-f-R*  — R* 

X=  !--r . 

2a 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation , on  obtient 
les  valeurs  correspondantes  de  y,  savoir  : 

t 

y =±  ^ t/4a*R‘-(«>-|-R*-R'*)*. 

On  ne  trouve  que  deux  solutions,  et  de  là  ce  théorème  connu  : 
Detix  circonférences  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  com- 
muns, à moins  qu'elles  ne  se  confondent. 

Les  deux  points  d’intersection  ayant  une  même  abscisse  AP, 
mais  deux  ordonnées  MP  et  NP,  égales  et  opposées  , on  conclut 
encore  cet  autre  théorème  ; Quand  deux  circonférences  se  cou- 
pent, ta  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à la  corde  qui  joint 
tes  points  d’intersection,  et  la  divise  en  deux  parties  égales. 

Pour  qu’il  y ait  en  effet  intersection , il  fout  que  la  quantité 
soumise  au  radical , dans  les  valeurs  de  y , soit  positive.  Afin  de 
reconnaître  dans  quel  cas  cette  condition  est  remplie,  remarquons 
d’abord  que  cette  quantité  est  une  différence  de  carrés , et  que 
par  suite  y peut  s’écrire  ainsi  : 

y = ± J-  v'(2aR  -1-  a»  -f  R‘  — R'*)  (2aR  — a*  — R*  -I-  R'*)- 

Chaque  facteur  est  lui-méme  une  différence  de  carrés , et  peut 
aussi  se  décomposer  en  deux  autres  ; de  là  résulte 

y = rt— y’fa-j-R-j-  R’)  (a  R — R')  (R  -|-  R'  — a)  (a  -f-  R'  — R). 

Il  est  toujours  permis  de  placer  l’origine  au  centre  du  plus  grand 
cercle , et  de  prendre  les  abscisses  positives  du  même  côté  que  le 
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centre  de  l’autre  cercle  ; c’est  pourquoi  nous  supposerons  « posi- 
tif, et  R plus  grand  que  R'  ou  au  moins  égal.  Alors  les  deux  pre- 
miers facteurs  sont  positifs^  et,  pour  que  y soit  réel,  il  faut  que 
les  deux  autres  facteurs  soient  tous  deux  positifs , ou  tous  deux 
négatifs.  On  devrait  .donc  avoir  en  même  temps 

' ^ a<R  + R''et  R<a-j-R', 

ou  bien 

,a>R  + R'  et  R>a+R': 

mais  les  deux  dernières  conditions  sont  incompatibles  ; car  il  ré- 
sulte de  l’une  que  a serait  >>  R , et  de  l’autre , que  R serait  >>  a , 
ce  qui  implique  contradiction.  Ainsi  les  conditions  relatives  à l’in- 
tersection des  cercles  sont  a < R -f*R'  et  R < « -f  R'  : c’est-à-dire 
que  la  distance  des  centres  doit  être  moindre  que  la  somme  des 
rayons,  ef  que  le  plus  grand  rayon  doit  être  moindre  que  la  somme 
faite  de  la'distance  des  centres  et  du  plus  petit  rayon. 

Pour  qui’il  y ait  contact,  il  faut  que  les  deux  valeurs  de  y se  ré- 
duisent à une  seule,  ce' qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  si  la  quantité 
placée  sous  le  radical  n’est  pas  nulle  : mais  les  deux  premiers  fac- 
teurs ne  peuvent  pas  être  nuis  ; il  faut  donc  que  ce  soit  le  troi- 
sième ou  le  quatrième.  Ainsi  on  doit  avoir  ^ 

R^R'_:a  = 0 d’où  a = R-}-R', 

ou  bien 

a-f-R'  — R=0  d’où  « = R — R'. 

Donc , pour  que  deux  cercles  se  touchent,  il  faut  que  la  distance 
des  centres  soit  égale  à la  somme  des  rayons , çu  bien  à leur  diffé~ 
rence.  Dans  l’un  et  Vautre  cas,  le  contact  a lieu  sur  la  ligne  des 
centres;  et  il  est  évident  d’ailleurs  que'dans  le  premier  cas  il  est 
extérieur,  et  que  dans  le  second  il  est  intérieur. 

Enfin  y est  imaginaire , et  il  .n’y  a plus  de  point  commun  aux 
deux  circonférences,  quand  on  a a >•  R-}- R',  ou  bien  quand  on 
a R >•  a -f-  R'  : car , dans  l’une  de  ces  hypothèses , il  n’y  a que  le 
troisième  facteur  qid  soit  négatif,  et  dans  l’autre , il  n’y  a que  le 
quatrième  facteur  qui  le  soit.  Donc,  pour  que  deux  circonférences 
n’aient  aucun  point  commun , il  faut  que  la  distance  des  centres 
soit  plus  grande  que  la  somme  des  rayons,  ou  que  le  plus  grand 
rayon  surpasse  la  somme  faite  de  ta  distance  des  centres  et  du  plus 
petit  rayon. 

15 
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Si  on  avait  en  même  temps  R''=  R et  « = 0,  les  valeurs  de  æ et 
de  y se  présenteraient  sous  ia  forme  g,  qui  est  le  symbole  de  l’in- 
détermination. Et  en  effet,  les  deux  cercles  âymit  même  centre  et 
même  rayon,  leurs  circoDférencés  ont  tous  leurs  points  communs. 

On  pourrait  s«  servir  du'çaloul  poür  démontrer  beaucoup  d’au^ 
très  théorèmes  relatifs  au ‘cercle  ; mais  il  nous  suffit  d’avoir  re- 
trouvé ceux  qui  sont  établis  dans  les  Éléments  de  Géométrie , et 
dont  l’usage  est  le  plus  fréquent. 

De  la  tangente  au  cercle  et  de  la  normale. 

♦ / ' 

, 284.  En  Géométrie  on  définit  la  tangente  au  cercle  une  droite 
qui  n’a  qu’un  point  commun  avec  la  circonférence.  D suit  de  cette 
définition  que  si,  par  deux  points  M et  M'  (fig.  116),  pris  sur  la 
circonférence,  on  mène  une  sécante  indéfinie  MS,  et  qu’on  la  fasse 
tourner  autour  du  point  M jusqu’à  ce  que  le  point  ML'  se  réunisse 
au  point  M,  alors  la  droite  deviendra  tangente  t càr  elle  n’aura 
qu’un  point  commun  avec  la  drconférence.  Cette  conridération 
fournit  un  moyen  facile  de  déterminer  la  tangente  en  un  point 
donné  sur  la  circonférence.  ' > ' . 

Soit  S lè  point  où  l’axe  des  x est  rencontré  par  la  sécante  qui 
passe  par  les  points  M et  M'  :'èn  désignant  par  âf  et  y',  ar"  et  y",  les 
coordonnées  des  points  M et  M',  on  aura  (214) 

tangMSa;  = ' 

N • 

Comme  ces  deux  points  sont  sur  le  cercle,  leurs  coordonnées  doi- 
vent satisfaire  à l’équation  de  cette  courbe  ; dmic,  si  l’équation  du 
cercle  est 

[1]  ^ . y'  + fc‘  = R*, 

oh  aura 

y'*-l-;^  = R*,  y"‘-l-x"*  = R‘. 

En  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  il  vient 

— a?"*  = 0. 

Cette  équation  peut 'se  mettre  sous  cette  forme 

(y' — y")  (»/ + y")  + (•»■' — ^')  = O- 
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Alors  elle  donné 


+ 

«'-y'-  y'  + 7/’ 


et  par  suite 


tangMSx  = 


TT?*  • 

J • • 


Lorsque  le  point  M' se  réunit  au  point  M,  on  a sé'=x'  et  i’=\f  : 
alors  la  sécante  MS  prend  la  position  de  la  tangente  MT  ; donc , si 
^s  l’expression  ci-dessus  pn  suppose  xf'=x'  et  y'  = y',  on 
aura  la  tangente  de  l’angle  MTj;  , formé  avec  l’axe  des  x par  là 
tangente  au  point  M.  Ainsi , en  nommant  a la  tangente  dp  cet  an- 
gle, on  a 


L’équation  de  la  droite  MT  est  y — y' — a{x  — x')  : rempla- 
çons-y  a par  sa  valeur,  et  il  viendra,  pour  l’équation  de  la  tan- 
gente au  point  M , 

’ * 
y — y'  = — -,{x  — x'). 

En  chassant  le'  dénominateur  y',  ellectuant  la  'multiplication 
par  â/,  transposant  les  termes  convenabiem^t  ; et  reniarquant 
que  y”-|-x’*  = R*,  on  obtient  cette  équation,  qui  est  plus  simple. 


[<]  yy'-f-a:a;'  = R’. 

285.  11  est  facile  de  s’assurer  a postfriori  que  la  droite  donnée 
par  cette  équation  est  en  effet  tangente  au  cercle,  en  démontrant 
qu’elle  est  tout  entière  hors  du  cercle , excepté  dan$  le  seul  poimt 
qu’elle  a de  commun  avec  lui.  Cela  se  voit  très-simplement  au 
moyen  des  équations  ' ' 

yy'  + xx'  — R’,  y'*  + x'*  = R*, 

dont  l’une  appartient  à la  tangente,  et  dont  l’autre  signifie  que  le 
point  de  tangence  est  sur  la  circonférence  du  cercle.  Si  de  la  se- 
conde on  retranche  le  double  de  la  première , il  vient 


y"*  — 2yy'  -j-  a;'*  — 2xX^  = — R’  ; 
et  en  ajoutant  aux  deux  membres  on  a 

(y — ÿ')’ + + y’ — R** 

Le  premier  membre  étant  la  somme  de  deux  carrés , il  s* ensuit 
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que,  pour  aucun  point  de  la  tangente,  la  quantité  y*  -j-  a::* — R’  ne 
saurait  être  négative  : or , est  le  carré  de  la  distance  de 

l’origine , qui  est  le  centre  du  cercle , à un  point  quelconque  de  la 
tangente  ; donc  cette  distance  n’est  pas  moindre  que  le  rayon.  Elle 
ne  devient  égale  au  rayon  que  lorsqu’on  fait  a;  = a/  et  y = y'  ; 
donc  tous  les  points  de  la  tangente'  le  point  de  tangence  excepté, 
sont  situés  hors  du  cercle. 

286.  Supposons  maintenant  qu’on  veuille  l’équation  de  la  tan- 
gente qui  passe  par  un  point  donné  hors  du  cercle.  Désignons 
par  a/',  y",  les  coordonnées  de  ce  point,  et  par  a/,  y',  celles  du 
point  de  contact  qui  'est  inconnu  ; quand  on  connaîtra  x'  et  y',  on 
aura,  pour  l’équation  de  la  tangente, 

yy'  + a?x'  = R*; 

et  comme  la  tangente  doit  passer  au  point  donné , cette  équation 
doit  être  satisfaite  en  y mettant  x'\  y",  au  lieu  de  a;  et  de  y , ce  qui 
donne 

[«]  y"y'+a;"x'=R*. 

On  a de  plus,  pour  exprimer  que  le  point  de  contact  est  sur  la  cir- 
conférence , 

[p]  y’‘-f-a/*=R’. 

Ces  deux  équations  serviront  à déterminer  a:',  y'.  De  [a]  on  tire 
. R'— a/V 

y"  • 

En  substituant  cette  valeur  dans  [^],  on  trouve  l’équation 

a;»(x"*-}-y*^  — 2RW -f  R*  (R*— y^  = 0 , 

laquelle  étant  résolue  par  rapport  à x\  donne 

. RV±  Rv"  y"*— R* . 

’ 

et,  en  remplaçant  x'  par  ces  valeurs,  on  obtient  les  valeurs  corres- 
pondantes de  /,  

, RY=pRa:'Va^'’  + y"*— R* 

y-  • 

Quand  le  point  donné  est  extérieur  par  rapport  au  cercle,  on  a 
a/'*-f-y"*>R*;  donc  alors  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  sont  réelles, 
et  il  y a deux  tangentes.  Quand  le  point  donné  est  sur  la  circonfé  - 
rence,  on  a ar"’-|-y"’=R*,  les  valeurs  de  x’  se  réduisent  à une 
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seule,  de  même  que  celles  de  y',  et  il  n’y  a plus  qu’une  seule  tan- 
gente. Enfin,  quand  le  point  est  intérieur,  on  a les 

valeurs  de  x'  et  de  y'  sont  imaginaires,  et  on  ne  peut  plus  mener 
de  tangente  au  cercle.  ^ 

287.  La  construction  des  valeurs  de  ai'  et  y'  est  assez  compliquée 
et  ne  présente  rien  de  remarquable.  Mais  si  on  reprend  les  deux 
équations  [a]  et  [p] 

y'y-fa/V=R*,  y^-fx^isR», 


et  qu’on  regarde , dans  chacune  d’elles  successivement , les  coor- 
données x'  et  y'  comme  indéterminées , on  aura  les  équations  de 
deux  lieux  géométriques  qui  contiennent  les  points  de  tangence. 

La  seconde  équation  est  celle  du  cercle  proposé  lui -même.  La 
première  est  celle  d’une  ligne  droite  facile  à construire  ; car  si  on 
suppose  alternativement  y'=0et;^=0,  on  aura  les  distances  . 
de  l’origine  «uix  points  où  cette  droite  rencontre  les  axes , savoir 


(fig.  117); 


R* 


Ces  expressions  se  construisent  assez  simplement  par  des  troisièmes 
proportionnelles.  Les  points  T et  T'  sont  donc  déterminés  ; et  par 
suite  la  droite  TT,  dont  les  rencontres  avec  la  circonférence  don- 
nent les  points  de  contact  M et  M',  l’est  aussi. 

288.  En  général,  lorsqu’un  problème  conduit  à deux  équations, 
entre  les  coordonnées  x et  y d’un  point  inconnu , chacune  de  ces 
équations,  prise  isolément,  donne  un  lieu  géométrique  sur  lequel 
ce  point  est  placé  ; par  conséquent,  en  construisant  les  deux  lieux 
géométriques,  on  a deux  lignes  dont  les  intersections  déterminent 
les  points  qui  satisfont  au  problème. 

Mais  rarement  ces  lignes  sont  faciles  à ccmstruire,  et  alors  on  en 
cherche  d’autres  qui  remplissent  cette  condition.  Or,  si  on  ajoute 
les  deux  équations,  ou  qu’on  les  retranche  l’une  de  l’autre,  ou 
qu’on  les  combine  de  toute  autre  manière,  on  en  déduira  une  nou- 
velle équation  qui  devra  se  vérifier  par  les  mêmes  valeurs  de  x 
et  y que  les  deux  premières  ; par  conséquent  le  lieu  géométrique 
de  cette  équation  devra  contenir  aussi  le  point  cherché.  Tout  l’ar- 
tifice consiste  donc  à opérer  des  combinaisons  propres  à donner 
des  lignes  faciles  à construire  ; et  ce  sont  ordinairement  des  droites 
et  des  cercles  qu’on  tâche  d’obtenir. 
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289.  La  conatniction  donnée  plus  haut  (S87)  pour  obtenir  les 
points  de  contact,  toute  siinple'qu’elle  est,  ne  l’est  pas  encore  au- 
tant que  celle  qui  est  connue  par  la  Géonouétrie.  Mais  cette  dernière 
se  déduit  aisément  des  considérations  générales  qu’on  vient  d’ex-  ’ 
poser.  Reprenons  encore  les  équations 

, - - + = 
dans  lesquelles  et'  et  ÿ sont  les  coordonnées  inconnues  du  point  de 
contact.  Si  on  retranche  la  première  de  la  seconde,  il  vient 

y^—  y"y'  + 0. 

En  complétant  les  carrés , cette  équation  peut  s'écrire  ainsi 

(y  - i y")*+ i ^'?= i r + K'»  ; 

et  en  la  comparant  alors  avec  l’équation  générale  du  cercle  (273), 
on  reconnaît  qu’elle  représente  elle-même  Une  circonférence  dont 
le  centre  a pour  coordonnées  \3^',  et  dont  le  rayon  est 
Or,  si  on  suppose  que  N soit  le  point  donné  par 
lequel  on  doit  mener  les  tangentes , si  on  joint  AN , et  si  on 
prend  le  milieu  O de  AN , il  est  clair  que  od'  et  y"  étant  les 
coordonnées  du  point  N,’  celles  du  point  O seront  \ed\  et  que 
AO  = v^Jÿ"*-|- ja/'*;  donc  le  nouveau  6eMe , dont  la  circonfé- 
rence contient  les  points  cherchés,  doit  être  décrit  sur  AN  comme 
diamètre  : c’est  la  construction  conmle. 

Les  résultats  de  cette  construction  s’accordent  parfaitement  avec 
les  conclusions  tirées  des  valeurs  de  x'  et  de  y*.  Il  est  évident , en 
effet , que  dans  tous  les  cas  où  le  point  N est  hors  du  cercle  donné, 
la  circonférence  dédrite  sur  AN  doit  couper  la  première  en  deux 
points  ; que  ces  deux  points  se  réduisent  à un  seul , qui  est  le 
point  N lui-même , quand  le  point  N est  sur  cette  circonférence 
(fig.  118);  et  qu’il  n’y  a plus  d’intersection  possible  quand  le 
point  N est  au  dedans  du  cefcle  donné,  car  alors  les  deux  circon- 
férences sont  intérieures  l’une  à l’autre  (fig.  119). 

R* 

290.  La  valeur  AT  = p(287),  qui  détermine  le  point  T,  où 

l’axe  des  x est  coupé  par  la  ligne  TT'  (fig.  117),  donne  lieu  à une 
conséquence  remarquable.  Comme  elle  ne  renferme  point  l’ordon- 
née y du  point  N , il  s’ensuit  que  le  point  T ne  doit  pas  changer 
lorsque  le  point  N change  de  position , en  restant  néanmoins  sur 
la  droite  NL  perpendiculaire  à Ax  ; car  alors  ed'  conserve  toujours 
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la  même  valeur.  De  là  ce  théorème,  qui  a son  analogue  dans  toutes 
les  lignes  du  seconc^ordre  ; Si,  de  chaque  point  d’une  droite 
donnée,  on  mène  deux  tangentes  à un  cercle,  et  qu’on  joigne  les 
deux  points  de  contact  , on  aura  des  sécantes  qui  se  rencontreront 
toutes  au  même  point. 

Pour  que  AT  change , il  faut  que  x!'  varie  ; d’où  l’on  conclut 
cette  proposition  réciproque  : Si,  par  un  point  pris  dans  le  plan 
d’un  cercle,  on  tire  différentes  sécantes  à ce  cercle,  et  que,  par  les 
points  où  chaque  sécante  rencontre  la  circonférence,  on  mène  deux 
tangentes,  le  lieu  des  points  d'intersection  de  ces  tangentes , ainsi 
prises  deux  à deux,  sera  une  ligne  droite. 

291.  Une  ligne  droite  menée  par  le  point  de  contact,  perpendi- 
culairement à la  tangente , se  nomme  une  normale.  Les  coordon- 
nées de  ce  point  étant  ai  et  l’équation  de  la  normale  sera  de  la 
forme 

y — y'=q'(f — fO- 

La  condition  d’étre  perppndiculaiia  à la  tangente  donne  (221) 


donc  l’équation  de  la  normale  au  cercle  est 

If' 

y—g'=p(x—x), 

ou,  en  réduisant, 


, Cette  ligne  passe  par  l’origine , qui  est  ici  le  centre  du  cercle  ; 
et  on  retrouve  ainsi  cette  propriété  connue , m^e  la  tangente  au 
eerele  est  perpendiculaire  à V extrémité  du  rapon  mené  au  point  de 
eontaet. 
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. CHAPITRE  IX. 

DE  L’EIXIPSE. 


^ L’ellipse  rapportée  à soit  centre  et  à ses  axes,  etc. 

292.  On  a vil  précédemment  (267)  qu’il  existe  un  système  unique 
de  coordonnées  rectangulaires  pour  lequel  l’équation  de  l’ellipse 
prend  la  forme 

£o] 

Si  P est  négatif,  cette  équation  est  impossible , puisque  le  pre- 
mier membre  ne  peut  pas  devenir  négatif,  quelque  valeur  réelle 
qu’on  y substitue  pour  a;  et  y.  Si  p = 0,  l’équation  ne  représente 
que  la  seule  origine  : car  le  premier  membre  ne  peut  être  nul 
qu’en  y faisant  en  même  temps  a;  = 0 et  y = 0.  Ainsi , pour  que 
l’équation  représente  véritablement  une  ellipse , p doit  être  une 
quantité  positive.  C’est  pourquoi  je  remplacerai  p par  è*,  et  je 
prendrai , pour  l’équation  de  l’ellipse , 

y*-f- jn*Æ*=è*. 

293.  Cette  forme  d’équation  montre  d’ailleurs,  à là  seule  inspec- 
tion , que  l’origine  des  coordonnées  est  au  centre  de  l’ellipse  : car 
les  termes  du  premier  degré  n’y  sont  pas  (268).  Elle  montre  éga- 
lement que  l’axe  des  x et  celui  des  y sont  des  diamètres,  et  même 
des  axes  de  la  courtie  (269);  car,  cette  équation  donnant,  pour 
chaque  abscisse  AP  (lig.  120),  deux  ordonnées  égales  et  opposées, 
et  aussi,  pour  chaqu|  ordonnée  AQ,  deux  abscisses  égales  et  oppo- 
sées , il  s’ensuit  que  chacun  des  axes  de  coordonnées  est  perpen- 
diculaire sur  les  cordes  parallèles  à l’autre , et  les  divise  en  deux 
parties  égales.  On  verra  plus  loin  (337)  que  l’ellipse  n’a  pas  d’autres 
axes  que  ceux-là. 

294.  Pour  avoir  les  grandeurs  de  ces  axes,  c’est-à-dire  la  partie 
de  chacun  d'eux  qui  est  comprise  dans  l’ellipse , on  fait  successi- 
vement y = 0 et  X = 0 dans  l’équation  de  cette  courbe.  Or, 

y = 0donnex=±— , x = 0 donne  y = ±:è; 
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V ^ 

ep  conséquence  on  prendra  AB  = AC  = — sur  la  ligne  des  x,  et 

AD  = AË  = 6 sur  la  ligne  des  ÿ : les  distances  BC,  DE , seront  les 
longueurs  des  axes. 

On  appelle  grand  axe  ou  premier  axe  la  plus  grande  de  ces 
deux  distances , et  petit  axe  ou  second  axe  la  plus  petite.  Les 
points  B,  C,  D,  E sont  les  sommets  de  l’ellipse.  Cependant  ce  nom 
se  donne  plus  particulièrement  aux  extrémités  du  grand  axe. 

. 295.  Représentant  AB  par  a,  on  aura  — = d’où  m = -.  En 

mettant  cette  valeur  au  lieu  de  m dans  l’équation  [a],  et  chassant 
le  dénominateur  a',  il  vient 

[e]  ay+6*x*=o*ô‘.  ‘ 

Cette  équation  de  l’ellipse  est  celle  dont  on  fait  l’usage  le  plus 
fréquent.  Comme  le  centre  est  pris  pour  origine , et  que  les  deux 
axes  de  l’ellipse  sont  en  même  temps  les  axes  des  coordonnées , 
on  dit  alors  que  Y ellipse  est  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes. 

296.  Si  on  veut  placer  l’origine  au  sommet  C , il  faut  changer 

dans  l’équation  \e\x  en  x — o ; et  il  vient  successivement 

\ 

— a)*=o’6’, 

' ay  + ô’ic* — ‘2où*a;4-o*6*=«*6*, 

M y'z=z~{2ax  — x*). 

297.  Lorsque  b — a,  les  équations  [e]  et  [e']  deviennent 

y*-\-ûc‘z=za',  i/=iax  — x*, 

et  alors  elles  représentent  un  cercle  ; donc  le  cercle  est  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  égaux.  • 

298.  L'équation  [e]  donne 

y = ± ^ y/a*  — X*  ; 

et  on  voit  que  x augmentant  positivement  depuis  zéro  jusqu’à  a , 
les  deux  valeurs  de  y sont  réelles  et  vont  en  diminuant  depuis  b 
jusqu’à  zéro  ; mais  que  x devenant  plus  grand  que  a , ces  valeurs 
sont  imaginaires.  Ainsi,  du  cété  AB  (fig.  120),  l’ellipse  a un  arc 
de  la  forme  DBË.  Si  on  change  le  signe  de  x,  les  valeurs  de  y ne 
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changent  point;  par  conséquent  l’ellipse  a la  même  forme  dq 
côté  AC  que  du  côté  AB.  Remarquez  d’ailleurs  qu’elle  a , en  cha- 
cun de  ses  pcants  « sa  concavité  tournée  vers  son  centre  : autre- 
ment, elle  pourrait  être  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux 
points,  ce  qui  n’arrive  jamais  aux  lignes  du  second  ordre  (199). 

299.  Soient  MP  et  PN  deux  ordonnées  correspondant  à la  même 
abscisse  AP,  les  angles  MPA,  NPA,  seront  droits,  puisque  les  axes 
sont  rectangulaires , et  PM  sera  égal  à PN  ; donc , si  la  partie  infé- 
rieure de  l’ellipse  tourne  autour  de  BG , pour  s’appliquer  sur  la 

S)artic  supérieure , le  point  N tombera  en  M , et  pareillement  tous 
es  points  de  l’arc  BNC  se  placeront  sur  l’arc  BMC  ; donc  ces  deux 
arcs  coïncideront.  On  peut  dire  la  même  chose  des  arcs  DBE,  DCE, 
puisque  chaque  ordonnée  AQ  détermine  deux  abscisses  égales  et 
opposées , QM  et  QL  ; donc  chacun  des  axes  de  l’ellipse  divise  cette 
courbe  en  deux  parties  égales. 

* 300.  Le  triangle  AMP  donne  ' 

ma=v'FT?= v/^  + ÿ 

Il  est  toujours  permis  de  prendre  les  abscisses  sur  le  grand  axe  : 
ainsi  on  peut,  sans  nuire  à la  généralité  des  résultats,  supposer  a>-ô. 
Or,  il  est  clair  qu’en  faisant  occuper  au  point  M toutes  les  positions 
possibles  entre  les  points  D et  B,  a;  croissant  depuis  zéro  jusqu’à  a, 
MA  croîtra  depuis  DA  = ô ju^u’àBA=  a ; donc , si  dans  l’ellipse 
on  mène  des  droites  ou  rayons  entre  la  courbe  et  son  centre,  le  plus 
petit  rayon  est  égal  à la  moitié  du  petit  axe,  et  le  plus  grand  rayon, 
à la  moitié  du  grand  axe. 

Quand  ô = o,  on  a MA=ia:  c’est-à-dire  que  les  rayons  sont 
égaux , ce  qui  ^t  reconnaître  le  cercle. 

301 . En  supposant  que  x y représentent  les  coordonnées  d’un 
point  particulier  M pris  sur  l’ellipse,  l’équation  [e]  donne 

y*=  ÿ (a*—  a:*)  = ^ (a  — a;)  (o  -f-  a:). 

Ory  = M^a — a;  = PB,  o -[- a:  = PC  ; donc 

_ w ' 

MP^  = ÿXPBxPC. 
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Pour  un  autre  point  M’,  on  a pareillement  ' 

FP'’  = ^xFBxP'C; 

donc 

PB  X PC 

“ P'fixP'C’  . , 

Bonc,  dans  l’ellipse,  les  earrés  des  ordonnées , perpendiculaires  à 
l’un  des  axes  de  cette  courbe,  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des  segments  correspondants  formés  sur  cet  axe, 

302.  Pour  tous  les  poiuts  situés  sur  l’ellipse , on  doit  avoir 

— a’6*=0.  Si  on  considère  un  point  extérieur  K,  et 
qu’on  tire  la  droite  AK,  cette  ligne  coupera  Pellipse  en  un  point  M 
dont  les  coordonnées  seront  moindres  que  celles  du  point  K ; 
donc,  pour  le  point  K,  on  aura  — a’è’>>0.  On  verrait 

de  la  même  manière  qu’on  a oV  + 0 pour  uu  point 

intérieur  K'.  Ainsi  on  a toujours;  , 

«y  + bW  — a’è*  = 0 pour  un  point  pris  sur  l’ellipse , 

aÿ  + — «’l»*  ]>  0 pour  un  point  extérieur, 

«y  -f-  — o’ô*  < 0 pour  un  point,  intérieur. 

Par  conséquent , pour  savoir  si  un  point  est  sur  l’ellipse,  s’il  est 
extérieur,  ou  s’il  est  intérieur,  il  suffit  de  reconnaître  si  la  quan- 
tité oy  -f-  b^x*  — a*ô*  est  nulle,  positive , ou  négative. 

Comment  on  décrit  l’ellipse  au  moyen  des  axes. 

303.  L’équation  [e]  deTellipse  donne 

Si  on  décrit  un  cercle  sur  l’axe  BC  comme  diamètre  (fig.  121), 
son  équation  sera 

y*=o’  — a:*: 


d’où  il  suit  qu’en  représentant  par  y et  T les  ordonnées  PN  et  PM 
qui,  sur  l’ellipse  et  le  cercle,  correspondent  à une  même  abscisse, 
on  aura  généralement 
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Supposons,  pour  rendre  le  discoure  plus  facile,  que  BC  ou  2a 
soit  le  grand  axe.  Ces  résultats  prouvent  que  dans  l'ellipse,  les 
ordonnées  ..perpendiculaires  au  grand  axe;  sont  aux  ordonnées 
correspondantes  du  cercle,  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre,  dans 
le  rapport  constant  du  petit  axe  au  grand  axe. 

304.  1”  construction.  Il  suit  de  là  qu’on  peut  construire  l’el- 
lipse en  diminuant  les  ordonnées  du  cercle  dans  le  rapport  de  b 
ka.  En  conséquence,  ayant  décrit  une  circonférence  sur  le  grand 
axe  BC,  décrivez-en  une  aussi  sur  le  petit  axe  DE.  Smt  PM  une 
des  ordonnées  de  la  première , tirez  le  rayon  AM  qui  coupe  la  se- 
conde en  G , puis  menez  GN  parallèle  à ÂP.  Cette  parallèle  ren- 
contre PM  en  un  point  N qui  appartient  à l’ellipse. 

En  effet,  à cause  des  parallèles,  on  a 


PN  _ AG  _ 6 
a’ 


d’oü  PN==-xPM; 

a 


et  cette  valeur  est  précisément  celle  de  l’ordonnée  de  l’ellipse , 
corre^ondant  à l’ordonnée  PM  du  cercle.  En  ratant  cette 
construction , on  aura  autant  de  points  qu’on  voudra. 

305.  2*  construction.  D’un  point  quelconque  F (fig.  122)  pris 
sur  l’un  des  axes , sur  l’axe  égal  à 25,  par  exemple , et  d’un  rayon 
égal  à la  sompie  a -)-  5 des  deux  demi-axes , on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  l’autre  axe  en  E ; on  joint  F£ , et  on  prend  FM 
égal  à a : le  point  M sera  à l’ellipse. 

En  effet,  si  du  point  M on  mène  MR  et  MP  parallèles  aux  deux 
axes,  on  aura , par  le  triangle  MRF, 


FR=v''fH*  — = a;*; 

et  ensuite  les  deux  triangles  semblables  MRF,  EMP,  donneront 
MP  : FR  ::  ME  ; MF,  ou  y : v/o*  — x’  5 : a;  donc 

y=-\jcf  — X*; 

O 

donc  le  point  M est  à l’ellipse. 

U est  clair  que  EF  peut  être  une  règle  dont  la  longueur  est  a-|-  5 , 
et  sur  laquelle  on  marque  un  point  M tel  que  MF  = a.  En  faisant 
mouvoir  cette  règle  dans  l’angle  xAy,  le  point  M décrira  un  quart 
de  l’ellipse  demandée  ; et  on  aura  les  autres  parties  de  l’ellipse  en 
plaçant  la  règle  dans  les  autres  angles. 

306.  3*  constructioti.  D’un  point  quelconque  F (fig.  123)  pris 
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sur  le  petit  axe,  et  d’un  rayon  FE  égal  à la  dilTérence  a — A des 
demi-axes,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l’axe  BC  en  E; 
par  les  points  E et  F menez  FEM;  et  prenez  FM=rÀB  = a.  Le 
point  M appartiendra  à l’ellipse. 

^ Car , si  on  mène , parallèlement  à BC , la  ligne  FR  qui  rencon- 
tre en  R le  prolongement  de  l’dtdonnée  MP,  on  aura,  dans  le 
triangle  rectangle  FMR,^  MR  = v^o* — a:*;  et  ensuite  les  trian- 
gles semblables  MEP,  MFR,  donneront  MP  : MR  ::  ME  ; MF, 
ou  y ; v/a* — ai*  6 \ a;  donc 

y=-i/a’ — ic*; 

par  conséquent  le  point  M appartient  à l’ellipse. 

FM  peut  être  une  règle  d’une  longueur  é^e  à a,  sur  laquelle 
on  marque  un  point  £ tel  que  EM  = b.  En  faisant  mouvoir  la 
ligne  EM , d’abord  dans  l’angle  xhy , et  ensuite  dans  les  trois 
autres,  on  aura  toutes  les  parties  de  l’ellipse  demandée. 

Des  foyers  et  des  directrices. 

307.  Lorsqu’on  cherche  la  distance  d’un  point  donné  à un  point 
quelconque  de  l’ellipse , et  qu’on  exprime  cette  distance  en  fonc- 
tion de  l’abscisse  de  la  courbe , on  trouve  une  formule  assez  com- 
pliquée, dans  laquelle  cette  abscisse  est  engagée  sous  des  radicaux. 
Mais  cette  formule  se  réduit  à une  fonction  rationnelle  d’üne 
extrême  simplicité  en  plaçant  dans  certaines  positions  le  point 
d’où  part  la  ^stance  ; et  dès  lors  ces  positions  méritent  d’être  re- 
marquées. La  question  à résoudre  est  donc  celle-ci  : 

L'ellipse  étant  rapportée  à ses  axes,  déterminer  les  points  dont 
la  distance,  à un  point  quelconque  de  cette  courbe,  est  exprimée 
par  une  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  de  ce  point.  Ces  points 
se  nomment  les  foyers  de  l’ellipse. 

Soit  pris  à volonté  un  point  G (fig.  124)  dans  le  plan  de  l’el- 
lipse : désignons  par  a/  et  y'  ses  coordonnées , par  x ei  y celles 
d’un  point  quelconque  M de  la  courbe , et  par  S la  distance  GM , 
on  aura  généralement 

8»  = (x — a/)* -f- (y  — y')’, 
ou , en  développant  les  carrés , 

a»  = X* — -f- jt'’ -{- y’ — 2y'y -f- y’*. 


Digilized  by  Google 


238  DETTXllME  MtlTIB. 

Le  point  M étant  sur  l’éllipse,  on  a entre  x y l’équation 
ay  -f  = a*6*.'Or,  on  en  tire 


portons  donc  cette  valeur  danf  l’expression  de  S*,  et  on  aura,  ré> 
ductions  faites,  , ; 

S*  = a;»  — Wx -f- «'*  + y-*  4- ô*  — 2/ y/ÿlTÇ. 

‘ Pour  que  S soit  une  fonction  rationnelle  de  x,  il  faut  à plus  forte 
raison  que  S*  en  soit  une , ce  qui  he  peut  pas  arriver  à moins  que 
le  radical  ne  disparaisse.  Or , ce  radical  ne  peut  disparaître  qu’en 
faisant  y'  = 0;  donc  le  point  G,  pour  être  un  foyer  de  l’ellipse, 
doit  être  situé  sur  l’àxe  deS  x. 

En  faisant  y’ =0 , on  a 

= 2x'x  + y + x'«; 

et  le  seul  moyen  de  rendre  la  valeur  de  S rationnelle  en  x est  de 
disposer  de  l’indéterminée  x’  de  manière  que  le  second  membre 
soit  un  carré  parfait.  Pour  cela , il  fout  qu’on  ait 

équation  d’où  l’on  tire , après  réductions , 
x'  = dz  y/ a’ — b*. 

Ces  valeurs  ne  sont  réelles  qu’autant  que  a est  plus  grand  que  b : 
c'est-à-dire  que  les  abscisses  doivent  éôre  comptées  sur  le  grand 
axe,  et  non  sur  le  petit.  Supposons  donc  qu’il  en  soit  ainsi,  et  nous 
aurons  deux  foyers , F et  F',  situés  sur  le  grand  axe , de  part  «t 
d’autre  du  centre,  à une  distance  égale  à — ô*. 

On  construit  facilement  ces  foyers  par  les  intersections  du 
grand  axe  BC  et  d’un  arc  de  cercle  décrit  du  point  D , extrémité 
du  petit  axe  26,  avec  un  rayon  égal  à a.  En  effet,  si  on  suppose 
que  F et  F'  aient  été  trouvés  par  cette  construction,  on  aura 
AF  = AF'  = v'a«  — '6*. 

La  distance  FF'  se  nomme  l’excentricité  de  l’ellipse.  ‘ . 

308.  Cherchons  maintenant  les  valeuis  des  distances  FM  et  F'M, 
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qu’on  nommo  (a^ih{tirementraÿo»««(^^r«.  Si  On  vettt  avoir  FM, 
il  faut  mettre  dans  la  dernière  elpression  de  S‘,  au  lieu  de  æ',  la 
valeur  positive  + v/o*  — è*  ; et  pour  avoir  F'M,  il  faut  remplacer  x' 
par  la  valeur  négatiVe  — y/a’  — Ô*.  Faisons,  pour  plus  de  simpli- 
cité , v'a*  — 6*  = c , remarquons  que  V -j-  c*=  a’ , et  nous  trou- 
verons ^ , 

ou , en  extrayant  les  racines , ' ’ 

= F'M  = ±(«_+f). 

On  ne  doit  prendre  que  les  valeurs  qui  sont  positivœ  ; or,  ir  est, 
moindre  que  a pour  tous  les  points  de  l’ellipse^  et  e est  aussi  une 
quantité  moindre  que  a ; donc  il  prendre , pour  FM  et  F'M, 
les  premières  valeurs , c’est-à-dire , 

FM  = a — — , FM  = a-f~. 

a a 

309.  En  ajoutant  ces  expressions,  on  trouve 

. FM-fF'M  = 2a, 

ce  qui  donne  ce  théorème  remarquable  ; La  somme  des  rayons 
vecteurs,  menés  à un  point  quelconque  de  l’ellipse,  est  constante  et 
égale  au  grand  axe. 

310.  Soit  N (11g.  125)  un  point  hors  de  l’ellipse,  menons  NF 
et  NF'.  Soit  M le  point  où  NF'  coupe  l’ellipse , joignons  MF.  On  a 
FN-l-F'N>FM-f  F'M:  or,  FM-t-F'M=2o;doncFN-|-FTS>2û. 

Pour  un  point  intérieur  N',  on  a , en  suivant  la  figure , FN'  -|- 
F'N'  < FM  -I-  F'M  ; donc  FN'  F'N'  < 2a. 

Ainsi,  selon  qu'un  point  est  sur  l’ellipse,  ou  au  dehors,  ou  au 
dedans,  la  somme  des^rayons  vecteurs,  menés  à ce  point,  est  égale 
au  grand  axe , ou  plus  grande , ou  moindre. 

311.  Ce  qui  précède  donne  un  moyen  fort  simple  de  trouver 
autant  de  points  qu’on  voudra  d’une  ellipse,  ou  même  de  la  décrire 
d’un  mouvement  continu , quand  on  connaît  son  grand  axe  BC  et 
ses  foyers  F et  F'  ( fig.  125). 

On  prend  sur  BC  Une  longueur  quelconque  BK  ; du  foyer  F, 
avec  BK  pour  rayon , on  décrit  un  arc  de  cercle  ; de  l’autre 
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foyer  F',  avec  CK  pour  rayon,  on  décrit  aussi  un  arc  de  cercle. 

Le  point  M , où  se  coupent  ces  arcs , appartient  à l’ellipse  : car  on  ^ 
aFM  + FT4=BC. 

Il  est  bon  de  décrire  les  arcs  de  cercle  au-dessus  et  au-dessous 
de  l’axe.  Par  ce  moyen  on  trouve  à chaque  opération  deux  points 
de  l’ellipse  ; et  on  en  obtient  quatre  quand  on  porte  successive- 
ment la  même  ouverture  de  compas  à chacun  des  foyers. 

Lorsque  l’ellipse  doit  être  fort  grande , comme  cela  a lieu  lors- 
qu’on opère  sur  le  terrain , on  fixe  aux  foyers  les  extrémités  d’un 
cordeau  dont  la  longueur  est  égale  au  grand  axe , et  qu’on  tend 
par  le  moyen  d’un  piquet  : on  fait  glisser  ce  piquet  de  manière 
que  le  cordeau  soit  toujours  tendu , et  la  courbe  se  trouve  tracée 
quand  il  a fait  une  révolution  entière.  ' 

^ 312.  Proposons-nous  de  résoudre  directement  cette  question  : 4 

Trouver  une  courbe  telle  que  la  somme  des  distances  de  chacun  de 
ses  points  à deux  points  fixes  soit  constante  et  égale  à 2a.  ' 

Par  les  deux  points  fixes  F et  F'  ( fig.  124),  menons  la  droite  x'x, 
et  au  milieu  A de  FF'  élevons  la  perpendiculaire  y'y.  Soit  M *• 
un  point  de  la  courbe,  abaissons  MP  perpendiculaire  à x'x, 
et  prenons  PM'  = PM.  Le  point  M'  sera  aussi  à la  courbe , car 
on  a FM'-|-F'M' = FM-(-F'M  = 2*;  donc  la  ligne  x'x  partage' 
la  courbe  symétriquement.  Le  même  raisonnement  s’applique  à 
la  ligne  y'y.  C’est  pourquoi  l’on  choisit  x'x  et  y'y  pour  axes  des 
coordonnées. 

Cela  posé , puisqu'on  doit  avoir  FM  F'M  = 2a,  on  peut  faire  , 

FM  = o — s, -F'M  = a-f-s, 

2 étant  une  quantité  variable.  Désignons  par  c la  distance  ÂF, 
et  par  x et  y les  coordonnées  AP  et  PM  ; les  triangles  rectangles 
Mn*,  MFT,  donnent 

^ + (c  — x)*  = {a  — zf, 

y‘-|-(c  + a:)’  = (a-f-2)*,  j 

équations  entre  lesquelles  il  s’agit  d’éliminer  z.  En  retranchant  la  ' 

première  de  la  seconde , il  vient 

4cx  = 4az,  d’où  z = —. 

a 

En  portant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations,  on  obtient,  pour 
l’équation  de  la  courbe  cherchée  ; après  toute  réduction , 

0^’  (a* — c*)  X*  = a’  (a*  — c*) . 
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D’après  l’énoncé  même,  il  est  clair  qu’on  a FM  + F'M>FF'  ; 
donc  2a  > 2c  ; donc  a’  — c®  est  une  quantité  positive.  Si  on  com- 
pare l’équation  ci-dessus  avec  celle  de  l’ellipse, 

o*ÿ®  -(-  6®a;*  = a®6*, 

on  voit  que  les  deux  équations,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 
qu’elles  représentent  seront  identiques , quand  on  aura 

a*  — c*=6®. 

On  tire  de  là  6 = \/o*  — c*  ; donc  la  courbe  cherchée  est  une  ellipse 
dont  le  grand  axe  = 2a,  et  dont  le  petit  axe  = 2 y/a*  — c*- 

313.  La  relation  a* — c®  = 6*  donne  aussi 

c = v'a®  — 6'  ; 

donc,  si  UC  est  le  grand  axe  d’une  ellipse,  et  si  sur  BC,  à partir  du 
centre,  on  prend  AF  =AF'  = v/a*—  6®,  on  sera  sûr  que  pour 
chaque  point  de  l’ellipse  on  aura  FM  F'M  = 2a.  Cette  propriété 
est  celle  qui  a été  trouvée  n°  .309 , et  pourrait  servir  à définir  les 
foyers  s’ils  ne  l’avaient  pas  été  d’une  autre  manière. 

En  mettant,  dans  a — z et  a-4-  au  lieu  de  ::  sa  valeur  — , 

a 

on  retrouve 

FM  = a-‘'-,  F'M  = a + — . 

a a 

Ces  expressions  sont  des  fonctions  rationnelles  de  l’abscisse  Jc , et 
cette  propriété  est  celle  que  nous  avons  adoptée  pour  définition 
des  foyers,  selon  l’usage  le  plus  répandu. 

314.  Chaque  foyer  divise  le  grand  axe  en  deux  segments  respec- 
tivement égaux  à a -f  y'a®—  tr  et  a — y/a®  — 6* , dont  1e  rec- 
tangle est  égal  à 6*  : c’est  par  cette  propriété  fort  simple  que  les 
foyera  sont  définis  dans  le  traité  d’ApoLLO.Mus. 

315.  Aux  deux  foyers  répondent  deux  droites  remarquables , 
qu’on  nomme  directrices,  et  que  je  vais  faire  connaître. 

Pour  la  distance  du  foypr  F à un  point  quelconque  M de  l’ellipse, 

on  a trouvé  MF  = a — —=~  (— — icV  Or , si  on  prend  AH = - , 

si  ensuite  on  mène  HL  perpendiculaire  à et  MR  perpendiculaire 

à HL,  on  aura  MR  = - — x\  doncMF  = - XMR;  doncm=-. 

c a MR  a 

Iti 


Digilized  by  Google 


242 


DEUXIÈME  PARTIE. 


fl* 

De  l’autre  côté  du  centre , à la  distance  AH'  = AH  — - , menez 

' c 

aussi  Hl.'  perpendiculaire  à AB,  et  MR'  perpendiculaire  à Hl.'.  On 

aura  MR'  = - 4-  a;  ; mais  MF'  = (i  4-  — = - (-  4-  x\  ; donc 
c ' . a « \ f ' / 

. MF'  c 
aussi 

Les  perpendiculaires  HL  et  H'L'  se  nomment  les  directrices  de 
l’ellipse  ; et  les  propriétés  précédentes , qui  les  caractérisent , 
peuvent  s’énoncer  ainsi  ; Les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse 
à l’un  des  foyers  et  à la  directrice  voisine  de  ce  foyer  ; sont  entre 
elles  comme  l’excentricité  est  au  grand  axe. 

Remarquez  d’ailleurs  que,  d’après  la  construction,  on  a 
AHxc  = a*:  c’est-à-dire  que  le  demi-grand  axe  AB  doit  être 
moyen  proportionnel  entre  AF  et  AH. 

316.  Supposons  qu’un  veuille  trouver  directement  la  courbe  dont 
chaque  point  est  tel  que  ses  distances  à un  point  donné  et  à une 
droite  donnée  soient  entre  elles  constamment  m : n. 

Soient  F'  et  H'L'  le  point  et  la  droite  donnés  : abaissez  la  ligne 
H'F'a;  perpendiculaire  à la  droite  donnée  H'L',  et  divisez  F'H'  en  C 
de  manière  qu’on  ait  F'C  : CH'  : : îw  ; n ; il  est  évident  que  le  point  C 
appartient  à la  courbe,  et  qu’on  peut  supposer  m = F'C  et  n = CH'. 
Élevez  CY  perpendiculaire  à Cx,  et  prenez  les  lignes  Cx,  CY,  pour 
axes  des  coordonnées. 

Cela  posé,  xeiy  étant  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M 
de  la  courbe,  les  distances  de  ce  point  au  point  F'  et  à la  ligne  H'L' 
seront  MF' = v^y’ -j- (a; — et  MR'  = ar-f-n;  donc,  d’après 
l’énoncé , on  Mira 

— »*)*  : X -{-n  ::  m : n; 

et , par  suite , toutes  réductions  faites , 

n*y*  (w* — »n*)  ^ (n  -|-  m)  x = 0. 

Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  cherchée,  et  elle  monti  e que 
cette  courbe  sera  une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  ou  une  parabole, 
selon  qu’on  donnera  m<Cn,  ou  >>  n , ou  m = n. 

Prenons  la  première  hypothèse , et , pour  avoir  les  points  où 
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l’ellipse  coupe  }’aï.e  Cx,  faisons  y = 0 daps  l’équation  ; il  vient 
(«’ — fp*)  ic*  — 2w*»t  (»  + "t)  ^ ® > 

2f«» 


d’où 


x = 0 et  x = 


n — m 


|jR  valeur  x 0 (lonne  le  point  C déjà  conuUi  et  1 autre  valeur  dé* 
tenuiue  le  point  B.  Transportons  l’origine  au  point  A.,  milieu  de  CB  : 

il  faudra  changer  a;  en  a?  -}-  ~ » alors  ou  trouve  1 équation 


n — m 


+ 

«V  + (»’ — *«  ) ^ = n — m" 


L’ellipse  est  actuellement  rapportée  à son  cenh’e  à ses  mms.  Ou 
eonnait  déjà  Iq  longueur  du  denu-aKe  AB  ; et  si  ou  fait  a?  0 dans 
l’équation  précédente,  <»i  connaîtra  l’autre  demi-axe-  Su  désignant 
cas  deini-axes  par  a 6l  b,  on  aura 

mn  , , /n  + m 

tn 

En  nommant  c la  distance  du  centre  A aux  foyers , on  a 

j wV  ?/t*(u-|-OT)  _ 

c = V^a*— ô*— y — ,«)*  n — m n — m 


Mais  on  a 


AF' = AC  — CF' 


mn  »i  . 

OT  = 1 

n — »i  n — m 


donc  le  point  F'  est  un  foyer  de  l’ellipse.  Il  est  facile  aussi  de  re- 
connaître que  la  droite  H'L'  est  une  des  directrices  ; car  elle  vé- 

ripe  la  relation  AC*  = AF'  X AH'  (315). 

317.  Remarque.  La  définition  des  foyers,  telle  qu’elle  est  présen- 
tée n°  307  , d’après  Euler  , est  simple  sans  doute , mais  elle  a le 
défaut  de  ne  pas  caractériser  ces  points  par  une  propriété  géomé- 
trique; et  celle  d’ApQLLOSiüS  (314)  n’exprime  pas  une  proj^iété 
assez  saillante  pour  qu’on  doive  s’y  arrêter.  Il  serait  plus  satisfai- 
sant de  réunir  les  foyers  et  les  directrices  dans  une  même  recherche 
en  les  définissant  comme  dans  l’énoncé  du  problème  précédent  ; et 
alors  l’analyse  qui  résout  ce  problème  pourra  servir  à les  déter- 
miner, Si  on  adopte  cette  marché,  on  devra  regarder  a et  é comnie 
donnés,  tandis  que  m et  » seront  des  inconnus  qu’il  faudra  déduire 
des  équations  [1].  Mais  il  sera  mieux  encore  de  prendre  pour  in- 
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2UU 

connues  les  distances  AF'  et  AU',  lesquelles  sont  déterminées  très- 
simplement  par  les  relations  AF'  = — é*  et  AF'  X AH'  = a*. 

318.  Autre  remarque.  En  cherchant  les  foyers  (308)  on  a trouvé 

FM  = a — —,  F'M  = a + — ; et,  plus  tard  (315),  la  forme  même 

de  ces  valeurs  a fait  découvrir  avec  facilité  les  deux  directrices.  A 
ce  sujet,  je  ferai  remarquer  d’une  manière  générale  qu’il  suflBt  que 
la  distance  d’un  point  fixe  à un  point  quelconque  d’une  courbe 
soit  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  du  1"  degré,  entre  les 
coordonnées  de  ce  dernier  point , pour  conclure  qu’il  existe  une 
droite  fixe  qui  est  telle  que  les  distances  de  chaque  point  de  la 
courbe  au  point  fixe  et  à la  droite  soient  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant.  Voici  comment  on  démontre  cette  proposition  , et 
comment  on  détermine  la  position  de  la  droite. 

Désignons  par  9 l’angle  des  axes,  que  nous  laisserons  quelcon- 
ques ; par  x,  y,  les  coordonnées  de  la  courbe  ; et  par  p,  p',  les  deux 
distances  dont  il  s’agit.  D’après  l’hypothèse , p est  une  fonction 
qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

ç = k(y—fjx—h). 

Supposons  qu’une  droite  de  position  indéterminée  ait  pour  équation 
y,  = Gx,-f-H, 

et  faisons  K = . . f!!!?...  .... , le  n°  224  donnera , pour  la 

y/l-l-G»-f  2Gcos9  * 

perpendiculaire  p', 

, p'  = K (y  — Ga:  — H)  : 

alore  on  voit  qu'en  prenant  G = y et  H = A,  les  distances  p et  p'  se- 
ront en  effet  dans  un  rapport  constant;  car  on  aura  p ; p’  : : A : K. 

De  la  tangente  et  de  la  normale. 

319.  Pour  avoir  une  définition  de  la  tangente  qui  convienne  à 
toutes  les  courbes,  et  à laquelle  le  calcul  s’applique  facilement,  on 
la  considère  comme  une  sécante  qui  passe  d’abord  par  deux  points 
de  ta  courbe,  et  qui  ensuite  tourne  autour  d’un  de  ces  points  jus- 
qu’à ce  que  Vautre  point  vienne  se  confondre  avec  lui. 

Occupons-nous  de  chercher,  d’après  cette  considération,  l’équa- 
tion de  la  tangente  à l’ellipse  dont  l’équation  est 

[e]  «V-t-ô*a;’=a*5*. 
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Soient  a/,  y',  et  x",  y",  les  coordonnées  de  deux  points  pris  sur  la 
courbe  : si  on  mène  la  sécante  qui  passe  par  ces  points,  et  qu’on 
désigne  par  S l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x , on  aura 


tangS 


y'-v" 

x'—x"' 


Les  deux  points  étant  sur  l’ellipse , leurs  coordonnées  doivent  sa- 
tisfaire à l’équation  de  cette  courbe  ; donc  on  a 

. flV+6*a;'*  = a’ô*,  ay'*-|- é*o;"’  = a*é*. 

En  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  il  vient 
a\y^—y*)  -f  x"*)  = 0. 

Cette  équation  peut  s’écrire  ainsi 

«V—  y")  (y  ' + y")  + = o = 


alors  on  en  tire 

»/— y"  t>{x'+x") 
xi-x!'-  «V-l-y")’ 


et  par  conséquent  on  a 

tangS 


b\x'-\-xi') 

«•(y'+’/r 


Quand  le  second  point  se  réunit  au  premier,  on  a x"=x',  if=y', 
et  alors  la  sécante  devient  tangente  ; donc,  si  on  suppose,  dans  l’ex- 
pression ci-dessus,  x!'=x'  et  y"=y',  on  aura  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  des  x,  par  la  tangente  menée 
à l’ellipse,  au  point  qui  a pour  coordonnées  x',  y'.  En  désignant 
cette  tangente  trigonométrique  par  o , il  vient 

• éV 

ay- 

Par  suite  l’équation  de  la  tangente  sera 


y— y 

ou , sous  une  autre  forme , 


ay  y -|-  t^afx  ~ «y’’  -|-  6’ar’*, 

ou  enfin , en  remarquant  que  ay’-t-6*x'*=a’6*,  sous  celle-ci  : 

[/]  oyy+  l^x'x=  a^b*. 

Comme  il  n’y  a qu’une  valeur  pour  a , on  ne  peut  mener  par 
chaque  point  de  l’ellipse  qu’une  seule  tangente  à cette  courbe. 
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éâÔ.  Oh  ^üt  ici , Connue  pour  lè  cercle , proüvcr  que  la  droite 
ainsi  déterminée  est  tout  entière  hors  de  l’ellipse.  Ètl  efifet,  Si  ofl 
reprend  les  équations 

«Vy  + t!‘x'x  = o'y'»  -)-  ô*a/>  = a'è», 

et  qu’on  retranche  de  la  seconde  le  double  de  la  première , le  ré- 
sultat poÜCra  être  mis  sous  cette  forme 

«*(y  — y')*+  — x'f=  c?y*  -j- 

La  quantité  ah/-\-b'^x^ — a'é’  est  donc  constamment  plus  grande 
que  zéro  pour  tous  les  points  de  la  droite , etèëpté  poür  celui  dont 
les  coordonnées  sont  x’,  y'  : tous  ces  points,  excepté  celui  de  tan- 
gence , sont  donc  situés  hors  de  l’ellipse  (302). 

321.  La  formule  trouvée  plus  haut, 

b^x' 

““  «y’ 

montre  que  si  on  tire  par  le  centre  uhe  droite  quelconque , qui 
rencontre  l’ellipse  en  M et  en  M'(fig.  127),  les  tangentes  men^s 
à ces  deux  points  seront  parallèles.  En  effet,  en  passant  du  point  M 
au  point  M',  les  coordonnées  changent  de  signe,  mais  non  de 
grandeur  ; par  conséquent  la  valeur  de  a ne  changera  point.  A.u 
reste , ce  parallélisme  des  tangentes  résulte  immédiatement  de  la 
symétrie  de  l’ellipse  par  rapport  à ses  axes. 

322.  La  même  formule  montre  encore  comment  la  tangente 
MT  s'incline  sur  l’axe  BC,  quand  le  point  M change  de  position. 
En  B et  en  C on  a a-'  = dr  O et  y'  = 0 ; donc  a est  infini  ; donc  la 
tangente  est  perpendiculaire  sur  BC.  Èn  D et  en  E on  a ^ = 0 , 
y'=±  è ; donc  a =0  ; donc  là  tangente  est  parallèle  à BC.  Dans  les 
points  intermédiaires,  en  allànt  de  B vers  D,  x'  diminue  et  y'  aug- 
mente ; donc  o diminue  négativement.  Gèla  prouve  que  l’angle  MTi: 
est  obtus,  et  s’ouvre  de  plus  en  plus  jusqu’à  ce  que  la  tangente 
soit  devenue  parallèle  à BC. 

323.  Pour  avoir  (fig.  128)  le  point  où  la  tahgetttè  rehCoritre  l’axe 
BC , il  faut  faire  y=0  dans  l’équation  [I],  laquelle  donne  alors 

X ou  AT  == 

X 

Cette  valeur  ne  contient  pas  b : elle  est  donc  la  même  pour  toutes 
les  ellipses  qui  ont  le  même  premier  axe  BC  ; elle  convient  par 
conséquent  à la  circonférence  décrite  sur  cet  axé  comme  diamètre. 


J 
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Ainsi , prolongez , si  cela  est  nécessaire , MP  jusqu’à  celte  circon- 
férence , menez  la  tangente  NT  au  point  de  rencontre  N , et  alors 
en  tirant  MT  vous  aurez  la  tangente  à l’ellipse  au  point  M. 

Cette  construction  s’appliquerait  également  au  second  axe;  car 
l’expression  de  la  distance  .\R  est  indépendante  de  a. 

324.  On  nomme  sous-tangente  la  partie  de  l’axe  des  abscisses 
comprise  entre  la  tangente  et  l’ordonnée  du  point  de  tangence  : 
telle  est  PT.  On  obtient  ici  cette  sous-tangente  en  retranchant  AP 
ou  a/  de  la  valeur  trouvée  pour  AT,  ce  qui  donne 

a* — a/’ 


PT: 


X 


En  prenant  la  sous-tangente  sur  le  second  axe , on  trouverait 
l’expression  analogue 


QR: 


à*- 


325.  Si,  par  lecentre  et  le  point  de  tangence,  on  mène  le  rayon 
AM  (fig.  127),  son  équation  sera  de  la  forme  y =a'a?;  et  la  condi- 
tion de  passer  par  le  point  de  tangence  donnera  y'=  a’x',  d’où 

En  cherchant  l’équation  de  la  tangente  (319)  on  a trouvé 
^__6*a/ 
a*y*' 

Or,  en  multipliant  ces  valeurs  l’une  par  l’autre , il  vient 

, 6*. 

«a  = j, 

a’ 

donc  le  produit  des  tangentes  a et  a'  reste  le  même , quelle  que 
soit  la  position  du  point  de  tangence. 

326.  Pour  avoir  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  AMT 
(fig.  127  ),  formé  par  le  rayon  et  par  la  tangente , il  suffit  de  rem- 
placer, dans  la  formule  connue  (221) 


taugAMT: 


’l-l-oia'’ 

a et  a!  par  leurs  valeurs.  En  réduisant  à l’aide  de  la  relation 
a’y  ’-!-  ftV*  = a’6*,  on  trouve 
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Il  est  permis  de  prendre  les  abscisses  x sur  le  grand  axe , et  alors 
on  a a>6.  Si  de  plus  on  suppose  que  le  point  M soit  situé  dans 
l’angle  des  coordonnées  positives , la  valeur  précédente  sera  né- 
gative ; donc  l’angle  AMT  est  obtus.  Pour  qu’il  soit  droit , il  faut 
que  tangAMT  soit  infinie,  ce  qui  exige  qu’on  ait  a/ = 0 ou  y'  = 0. 
Or,  y'  n’est  zéro  qu’aux  extrémités  de  l’axe  BC  , et  x'  n’est  zéro 
qu’aux  extrémités  de  l’axe  DE  ; donc  les  extrémités  des  axes 
sont  les  sévis  points  de  l’ellipse  on  la  tangente  soif  peipendiculaire 
au  rayon. 

327.  Cherchons  présentement  l’équation  de  la  tangente,  lorsque 
cette  ligne  doit  passer  par  un  point  donné  hors  de  l’ellipse,  et  dont 
nous  représenterons  les  coordonnées  par  sd'  et  y".  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  x'  et  y/  du  point  de  contact  sont  inconnues , et  elles 
doivent  être  telles  que  l’équation  de  la  tangente 

“F  l^x'x  = «*6* 

soit  vérifiée  en  y remplaçant  x par  x”,  et  y par  y",  d’où  résulte 
cette  première  équation 

[1]  ayy-(-ù*.r'V=«*6*. 

De  plus,  le  point  de  contact  étant  sur  l’ellipse , on  doit  avoir 

[2]  nhj'*-\-ld3d^  = a^b\ 

Ces  deux  équations  suffiront  pour  déterminer  les  inconnues  xt  et  y'; 
et  quand  on  les  connaîtra , il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  leurs 
valeurs  dans  l’équation  de  la  tangente. 

Si  on  tire  de  l’équation  [1]  la  valeur  de  y'  en  fonction  de  x',  et 
qu’on  la  substitue  dans  l’équation  [2] , ôn  aura  une  équation  du 
second  degré  en  x'  qui  donne  deux  valeurs  pour  cette  inconnue. 
En  portant  ensuite  ces  deux  valeurs  dan^  l’équation  [1],  on  trouve 
les  valeurs  correspondantes  de  y’.  C’est  ainsi  qu’on  arrive  aux 
formules 

, fl’  ( l?x"  ± y"  v/«y * + x"^  — fl’  ft’) 

— fly»  _|_  b‘‘x"^ 

ù’  (fl’y/'qz  ar"v'e’y"’  -)-  — «’6*) 

Quand  le  point  donné  est  au  dehors  de  l’ellipse,  la  quantité 
«’y"*  -|-  ù’o:"’ — fl*6*  est  positive  (302),  et  ces  valeurs  sont  réelles 
et  inégales  ; donc  il  y a deux  tangentes.  Quand  le  point  donné  est 
sur  l’ellipse , la  quantité  fly* -}- ùV'* — «’ù*  est  nulle,  et  l’on  n’a 
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plus  qu’une  seule  solution  x'=a!',  y'  = y";  donc  il  n’y  a plus 
qu’une  seule  tangente.  Enfin , quand  le  point  donné  est  intérieur, 
la  quantité  -{-  l^x”'  — o’è*  est  négative,  x'  et  sont  imagi- 
naires; donc  alors  on  ne  peut  plus  mener  de  tangente  à l’ellipse. 

328.  Cherchons  l’équation  de  1a  normale.  On  remarque  d’abord 
qu’elle  doit  être  de  la  forme 

y — ÿ'  = «'  {x  — x'). 

Mais  de  plus  elle  doit  être  perpendiculaire  à la  tangente  ; donc 


et  par  suite  l’équation  de  la  normale  devient 


329.  Pour  avoir  le  point  S (fig.  129),  où  la  normale  rencontre 
l’axe  des  x,  il  faut  faire  y = 0 dans  l’équation  précédente;  et  la 
valeur  correspondante  de  arsera  celle  de  AS.  On  trouve 


En  supposant  toujours  que  BC  sàt  le  grqnd  axe,'cette  valeur  de  AS 
aura  le  même  signe  que  af,  ce  qui  revient  à dire  que  le  point  P 
et  le  point  S sont  toujours  du  même  côté  du  centre. 

Si  on  fait  a/ = 0,  on  a AS  = 0 ; donc  le  point  S tombe  en  A : 
mais  si  x'  augmente  positivement,  AS  augmente  aussi , et  le  point  S 
s’éloigne  du  centre.  Enfin  quand  x'—a,  la  distance  AS  atteint  son 

a* ‘ ‘ 

maximum  et  est  égale  à — ^ — . Soit  donc  pris  AN  égal  à cette 

valeur,  le  point  N sera  une  liniite  dont  les  normales  approc^nt 
indéfiniment,  à mesure  que  le  point  M approche  lui-même  du 
point  B:  de  telle  sorte  qu’on  peut  toujours  prendre  le  point  M 
assez  voisin  de  B pour  que  l’intervalle  SN  devienne  moindre  que 
toute  quantité  donnée. 

330.  Il  existe , entre  la  direction  de  la  tangente  à l’ellipse  et  celle 
des  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  contact , des  relations  re- 
marquables que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  RT  (fig.  130)  la  tangente  à l’ellipse , et  FM,  F'M,  les 
rayons  vecteurs  menés  au  point  de  contact  : la  ligne  MF  passant 
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au  point  M dont  les  coordonnées  sont  x'  éi  i/,  son  équation  est  de 
la  forme 

y — y' = a!  {x  — ^). 

Si  on  fait  AF  = — ^*=  la  condition  de  passer  par  le  foyer  F 

donnera  — y'  = a'  (c  — a?'),  d’où 


a 


Pour  la  valeur  de  a,  relative  à la  tangente  MT,  on  a trouvé 

“ ~ «V 

JJ 

Or,  on  a tangFMT  = :p-j — ;î  remplaçons  donc  a et  «'  par  leurs 

1 “P  fltS  ^ 

valeurs , et  il  viendra 


I 


tangFMT  = 


1 


b’x'n,  y' 

•— /*T 

dry  ' c — X 


a*y'{c  — x'] 

En  effectuant  les  calculs,’  et  remarquant  que  &’a''*=  o*é® 

et  que  a’  — è*  = c*,  on  trouve jjaccessivement 

— Vcx' 


tangMFT 


a*  Cl/ — {ar=(X)x  y a'cy' — c^x'y' 

é*(a* — cxf)  6* 


cy'(rt* — ex')  c]f' 

On  obtiendrait  semblablement,  en  changeant  partout  c en  — c, 


tangF'MT  = -ÿ.. 

Ainsi,  les  angles  FMT,  F'MT,  ont  leurs  tangentes  égales  et  de 
si(^s  contraires  i donc  ils  sont  suppléments  l’un  de  l’autre.  Mais 
l’angle  F'MT  est  aussi  supplément  de  l’angle  F'MR;  donc  FMT 
est  égal  à F'MR.  Si  on  mène  la  normale  MS,  ,et  que  des  angles 
droits  TM8,  RM8,  on  retranche  les  angles  égaux  'TMF,  RMF',  il 
restera  FMS  = F’MS.  Donc , dans  l'ellipse , les  rayons  vecteurs  me- 
ntis au  point  de  contact  font  avec  la  tangente,  d’un  même  côté  de 
cette  ligne , des  angles  égaux;  et  la  normale  divise  en  deux  parties 
égales  l'angle  de  ces  rayons  vecteurs. 

331.  Ces  propriétés  fournissent  une  construction  très-simple 
^our  mener  uhe  tangente  à l’ellipse  par  un  point  donné. 
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Supposons  d’abord  que  ce  point  donné  M (fig.  131)  soit  sur 
l’ellipse.  On  mène  les  rayons  vecteurs  FM  et  F'M,  on  prolonge  l’un 
d’eux,  par  exemple  F'M,  d’une  quantité  MK  égale  à FM,  et  on 
tire  FK  : la  ligne  MT,  perpendiculaire  à FK,  sera  la  tangente 
demandée.  En  effet,  d’après  la  construction,  le  triangle  KMF 
est  isoscèle  et  l’angle  KMT  = TMF  ; or,  KMT  = UMF';  donc 
TMF  = KMF';  donc  RT  est  tangente. 

On  peut  d'ailleurs  s’assurer  que  cette  droite  a tous  ses  points 
hors  de  l’ellipse , à l’exception  du  point  M.  En  effet , pour  tout  au- 
tre point  R,  on  aurait  F'R-|-RK>F'M-|-MK:  or,F'M-t-  MK  =2n; 
donc  le  point  R est  hors  de  l’ellipse  (310). 

332.  Remarque.  D’après  la  construction , il  est  évident  que  le 
point  O,  où  MT  rencontre  FK,  est  le  milieu  de  FK;  et  comme  le 
point  A est  le  milieu  de  FT,  il  s’ensuit  que  la  droite  AO  est  paral- 
lèle à F'K  et  égale  à ^ F'K  : or,  F'K  = 2a  ; donc  AO  = a.  Donc , 
des  foyers  on.  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à l'el- 
lipse, la  distance  des  pieds  de  ces  perpendiculaires , au  centre  de 
l’ellipse,  est  constante  et  égale  au  demi-grand  axe:  de  sorte  que. 
fous  ceS  points  ont  pour  lieu  géométrique  une  circonférence  décrite 
sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

333.  Supposons  maintenant  que  le  point  donné  T (fig.  132)  soit 
extérieur  à l’ellipse.  Si  le  problème  était  résolu,  que  T.M  fût  la 
tangente  et  M le  point  de  contact , en  menant  par  le  foyer  F'  la 
ligne  F'MK  égale  au  grand  axe  2a,  et  par  le  foyer  F la  ligne  FK  , 
la  tangente  TM  serait  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FK , et  l’on 
aurait  TF  = TK  ; donc  le  point  K .sera  déterminé  par  la  rencontre 
de  deux  circonférences,  l’ime  décrite  du  pointF'avec  le  rayon  2», 
et  l’autre,  du  point  T avec  le  rayon  TF.  Le  point  K étant  connu , 
on  tire  F'K  et  KF,  puis  on  abaisse  TR  perpendiculaire  sur  KF. 
Cette  perpendiculaire  est  tangente  à l’ellipse , et  le  point  .M  ) où  elle 
rencontre  F'K,  est  le  point  de  tangence. 

En  effet,  par  construction,  TK  =TF ; donc  RT  est  pcrpendicu- 
lairesur  le  milieu  de  KF  ; donc  MK=MF,  et  par  suite  F'M-(-MF=2a, 
ce  qui  prouve  déjà  que  le  point  M est  sur  l’ellipse.  De  plus , l’an- 
gle FMT  = TMK  = RMF'  ; donc  TM  est  tangente. 

33'i.  Comme  deux  cercles  peuvent  se  couper  en  deux  points,  il 
peut  aussi  y avoir  deux  tangentes.  C’est  ce  qui  arrive  quand  le 
point  T est  hors  de  l’ellipse,  car  les  conditions  relatives  à l’inter- 
section des  cercles  sont  alors  remplies.  En  effet , si  on  joint  F’T , le 


f, 
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triangle  F'TF  donne  F'T  <;F'F  -f-FT,  et  a fortiori  F'T<;2a+FT  ; 
donc  1°  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  1a  somme  des 
rayons.  Ensuite,  le  mêmelriangle  donne  FT<F'F+F'T,  et  a for- 
tiori FT<C2a-l-F'T.  D’ailleurs,  puisque  le  point  T est  extérieur  à 
l’ellipse,  on  a 2a<F'T+FT  (310);  donc  2°  chaque  rayon  est 
moindre  que  la  distance  des  centres,  augmentée  de  l’autre  rayon  ; 
donc  les  cercles  se  coupent , et  il  y a deux  tangentes. 

Si  1e  point  T était  sur  l’ellipse  ( fig.  133),  le  plus  grand  rayon  2a 
serait  égal  à la  distance  des  centres  FT,  augmentée  du  plus  petit 
rayon  TF  ; donc  les  cercles  se  toucheraient  intérieurement,  et  il 
n’y  aurait  qu’une  seule  tangente. 

Si  le  point  T était  intérieur  (fig.  134),  le  plus  grand  rayon  2a 
serait  plus  grand  que  la  distance  des  centres  F'T  augmentée  de 
l’autre  rayon  TF,  donc  l’un  des  cercles  serait  tout  entier  intérieur 
à l’autre , et  il  n’y  aurait  plus  de  tangente. 


Des  diamètres. 


335.  Il  a déjà  été  dit  que , dans  les  lignes  du  second  ordre , le 
diamètre  est  une  droite  qui  divise  en  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  à une  même  direction.  Il  est  facile  d’appliquer  le 
calcul  à cette  définition  et  d’en  déduire  l’équation  d’un  diamètre 
quelconque.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  l’équation  générale  d’une 
corde , et  de  chercher  le  lieu  géométrique  qui  contient  toujours  le 
milieu  de  cette  corde , quand  on  suppose  qu’elle  se  meut  parallèle- 
ment à elle-même  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Soit  donc 

y = Sa;  P 

l’équation  d’une  corde  quelconque  FG  (fig.  135).  En  la  combinant 
avec  celle  de  l’ellipse , 

«V  + è*a;*  = a^é*, 

on  trouve  facilement  les  coordonnées  des  points  F et  G,  où  la 
droite  rencontre  la  courbe.  L’élimination  de  y donne 


a^-f 


2S?o>  (P*  — ù*)a  _ 


équation  dont  les  racines  sont  précisément  les  abscisses  AH  et  AK 
des  points  F et  G.  Il  est  facile  de  voir  que  l’abscisse  AP  du  milieu  1 , 
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de  FG,  est  égale  à ^ (AH + AK)  ; donc , si  on  nomme  x cette  ab- 
scisse AP,  et  x\  al\  celles  des  points  F et  G,  on  aura 


X : 


a/-}- a:" 


Or,  on  sait  que  dans  l’équation  générale  du  second  degré, 
x'^-{-px-{-q  = Q,  la  somme  des  deux  racines  est  égale  au  coeffî 
cient  du  second  terme , pris  avec  un  signe  contraire  ; donc 

y 4-  a:"  — 

et  par  conséquent,  pour  l'abscisse  AP,  on  a > 

* — 6«+a*a«' 

Si  on  met  cette  valeur  dans  l’équation  de  la  corde,  on  trouve, 
pour  l’ordonnée  correspondante  IP, 

5*-f  a»ô‘‘ 

Actuellement , si , afin  d’éliminer  ^ , on  divise  ces  deux  valeuis 
l’iine  par  l’autre , il  viendra  • 

y _ fts  _ 6» 

- = — ou  y = — rr-  X. 
xa^S  ^ a’S 


Cette  équation  contient  encore  S ; par  conséquent  elle  représente 
le  lieu  géométrique  des  milieux  de  toutes  les  cordes  pour  les- 
quelles S est  constant , c’est-à-dire  de  toutes  les  cordes  parallèles 
à une  même  direction.  Cette  équation  est  donc  celle  d’un  dia- 
mètre ; et  comme  la  droite  qu’elle  représente  passe  à l’origine , 
qui  est  ici  le  centre  delà  courbe , on  conclut  que  tom  les  diamètres 
de  V ellipse  passent  par  le  centre. 

Réciproquement,  toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamè- 
tre : car  en  faisant  passer  5 par  tous  les  états  de  grandeur,  le  coef- 
ficient de  X , dans  l’équation  du  diamètre , prend  lui-même  toutes 
les  valeurs  possibles,  positives  ou  négatives. 

336.  Il  y a un  rapport  remarquable  entre  la  direction  d’un 
diamètre  et  celle  des  cordes  qu’il  coupe  en  parties  égales.  Soit 
toujours 

y = &r-f-p, 

l’équation  d’une  corde  quelconque  ; et  soit 

y—  ^x. 
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celle  du  diamètre  porreapomleet.  On.viept  de  tfouyer 
de  là  on  tire , entre  les  tangentes  S et  ; 


[1] 


S8'=- 


relation  fort  simple , au  moyen  de  laquelle  on  peut  toujours  les 
déduire  l’une  de  l’autre. 

337.  De  cette  relation  découlent  plusieurs  conséquences  : 

1°  Si  par  l’extrémité  du  diamètre  on  mène  une  tangente  MT  à 
l’ellipse  (fîg.  135),  et  qu’on  nomme  a la  tangente  trigonométrique 
de  l’angle  MTx,  on  a trouvé  (325),  entre  cf  et  S',  cette  équation 


donc  Sÿ  = aS',  d’où  a=S.  Donc  /es  cordes,  qu’un  diamètre  divise  en 
part  ies  égales,  sont  parallèles  à la  tangente  menée  pwr  l’extrémité 
de  ce  diamètre. 

2”  Le  produit  88',  étant  constant  et  égal  à — ne  peut  pas  de- 
venir égal  à — 1 , si  ce  n’est  dans  le  cas  du  cercle  où  5 = a ; donc 
les  axes  actuels  des  coordonnées  sont  les  seuls  axes  de  la  courbe. 
puisqu’aucun  autrp  diamètrn  n’egt  perpendiculaire  aux  cordes 
qu’il  divise  en  parties  égales. 

3*  Si  on  mène  un  second  diamètre  dont  l’équation  soit  y = Sx, 
1®  cordes  que  ce  diamètre  coupe  en  leurs  milieux  devront  être 
parallèles  au  premier  : car  si  on  représente  l’équation  générale  de 

ces  cordes  par  y = S"x  + p,  on  doit  avoir  88"  ^ et  par  con- 
séquent 88'=  88",  d’où  6"=  8'.  Ainsi,  deux  diamètres  dont  les 
équations  sont 

y = Sx,  y=S'x, 

et  pour  lesquels  on  a la  relation  [1],  sont  tels  que  chacun  d’eux 
divise  par  moitiés  les  cordes  parallèles  à l’autre.  Cette  propriété 
leur  fait  donner  le  nom  de  diamètres  conjugués. 


Des  cordes  suppléraeataires. 

338.  Dans  l’ellipse,  on  appelle  cordes  supplémentaires  celles 
qui  sont  menées  d’un  point  de  cette  courbe  aux  extrémités  d’un 
diamètre.  Telles  sont  GM  et  G'M  (Bg.  136). 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  255 

Si  on  désigne  par  x\  i/,  les  coordonnées  du  point  G , celles  du 
point  G'  seront — x',  — /;  si  de  plus  on  représente  par  x,y, 
celles  du  point  M , et  par  y,  V,  les  tangentes  trigonométriques  des 
angles  MNLr , ML;r  , formés  par  les  cordes  supplémentaires  nvec 
l’axe  BC , les  valeurs  de  y et  de  y'  seront  (214) 

^ X — xi'  ' x-\-xi 

En  multipliant  y par  y',  il  vient  . 


Dr,  les  deux  points  M et  G étant  sur  l’ellipse , on  a entre  x ei  y, 
x'  et  y',  les  deux  équations 


et,  en  les  retranchant  l’une  de  l’autre , il  vient 


par  conséquent  on  aura 

[1] 


Telle  est  la  condition  qui  doit  toujours  être  remplie  lorsque  deux 
cordes  sont  supplémentaires. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  cette  condition  est  remplie 
pour  deux  cordes  qui  passent  aux  extrémités  d’un  diamètre , ou 
pour  deux  cordes  qui  passent  par  un  même  point  de  l’ellipse,  on 
est  assuré  qu’elles  sont  supplémentaires. 

En  effet , supposons  qu’elles  passent  en  G et  G',  et  que  leur 
intersection  N ne  tombe  pas  sur  l’ellipse  ; soit  M le  point  où  G'N 
rencontre  l’ellipse,  et  menons  MG.  Puisque  MG  et  MG'  sont  des 
cordes  supplémentaires , on  aura 

ê* 

tangMLr  X tangMftr  = — -,  : 
or,  par  hypothèse , on  a 

tangMLxXtangNKa;  = — 

donc  tang  MHx  ==  tang  NKa;  ; donc  NG  et  MG  se  confondent. 
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Supposons  maintenant  qu’on  ait 

. 6’ 

tangMLa;  X tangMHo;=  — -, , 

je  dis  que  la  ligne  GAG'  sera  droite.  S’il  en  est  autrement,  soit  ÂO 
le  prolongement  de  G'Â , menez  MO  : on  aura 

tang  MLx  X tang  MIa; = — -,  ; 

donc , à cause  de  l’hypothèse , il  vient  tangMILr = taugMIx,  c’est- 
à-dire*que  MO  se  confond  avec  MG,  et  AO  avec  AG. 

339.  L’équation  [1]  est  remarquable  en  ce  qu’elle  montre  que 
le  produit  yf'  demeure  constant,  non-seulement  quand  on  change 
la  direction  des  cordes  supplémentaires  qui  passent  par  les  extré- 
mités d’un  diamètre , mais  encore  quand  on  mène  ces  cordes  par 
les  extrémités  d’un  nouveau  diamètre.  De  là  il  résulte  que  si  deux 
cordes  supplémentaires  BN  et  CN  (fig.  137)  sont  menées  par  les  ex- 
trémités d’un  diamètre, de  l’axe  BC , par  exemple,  les  parallèles  à 
ces  cordes,  menées  par  les  extrénilés  de  tout  autre  diamètre  GG', 
seront  aussi  supplénent aires  relativement  à cet  autre  diamètre  : 
et  ces  nouvelles  cordes  GM,  G'M  , étant  prolongées,  feront  entre 
elles  les  mêmes  angles  que  les  premières. 

340.  Pour  les  tangentes  a et  a',  des  angles  formés  avec  l’axe  BC 
(fig.  138)  par  la  tangente  MT  et  le  demi-diamètre  AM,  on  a trouvé 
(325)  le  même  produit  que  pour  yy'  ; donc  aa'=yf.  Il  suit  de  là  que 
si  a'  = y,  on  doit  avoir  a = y : c’est-à-dire , en  d’autres  termes , 
que  si  on  mène  le  demi-diamètre  .\M  au  point  de  contact , si  on 
tire,  par  l’extrémité  d’un  diamètre  queltonque , la  corde  CN  pa- 
rallèle à AM,  et  si  on  tire  ensuite  la  corde  supplémentaire  NB,  la 
tangente  MT  sera  parallèle  à cette  dernière  corde. 

Cette  construction  fait  connaître  la  tangente  à l’ellipse  en  un 
point  donné  sur  cette  courbe  ; et  il  est  facile  de  la  modifier  pour 
le  cas  où  la  tangente  doit  être  parallèle  à une  droite  donnée  HK. 
Alors  on  mène  BN  parallèle  à HK  , on  tire  la  corde  supplfinen- 
taire  Ç,'S,puis  le  rayon  kSl parallèle  à CN,  puis  enfin  paral- 
lèle à BN  ; la  tangente  cherchée  est  MT. 

341.  Pour  deux  diamètres  conjugués , dont  les  équations  sont 
Il  = 5x,y  = S'vc',  on  a trouvé  aussi  (337)  entre  S et  S' la  même  re- 
lation qu’entre  y et  y’.  De  là  on  conclut  encore  que  deux  diamè- 
tres parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont  toujours  con- 


r-  r/c 
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jugués-,  et,  réciproquement,  que  deux  diamètres  conjugués  sont 
toujours  parallèles  à des  cordes  supplémentaires. 

D’après  cela,  on  peut  facilement  construire  deux  diamètres  con- 
jugués qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné , quand  l’ellipse  est 
déjà  décrite  et  qu’on  en  connaît  lé  centre.  On  tire  (fig.  139)  un 
diamètre  quelconque  AB,  sur  lequel  on  décrit  un  arc  de  cercle  ACB 
capable  de  l’angle  donné  ; et , par  un  des  points  où  cet  arc  coup© 
l’ellipse,  on  mène  les  cordes  supplémentaires  CA,  CB  : ces  cordes 
seront  parallèles  aux  diamètres  cherchés,  et  en  leur  menant  des 
parallèles  EE’  et  FF'  par  le  centre , on  aura  ces  diamètres. 

Dans  le  cas  représenté  sur  la  figure,  l’arc  ACB,  capable  de  l’angle 
donné,  ne  rencontre  l’ellipse  qu’en  un  seul  point  C (on  fait  abstrac- 
tion des  points  A et  B)  ; mais  le  prolongement  ADB  de  cet  arc  coupe 
l’ellipse  en  un  autre  point  D,  qui  détermine  une  seconde' solution 
du  problème,  quoique  l’angle  ADB  ne  soit  pas  égal  à l’angle  donné. 
U est  clair,  en  effet,  qu’il  en  est  le  supplément.  Or,  deux  diamè- 
tres parallèles  aux  cordes  AD  et  BD  font  entre  eux  quatre  angles, 
dont  deux  sont  égaux  à l’angle  ADB , mais  doat  les  deux  autres 
sont  égaux  à l’angle  supplémentaire;  par  conséquent  ces  nou- 
veaux diamètres  satisfont  encore  au  problème. 

Il  y aurait  plusieurs  observations  à faire  sur  cette  construction , 
mais  on  se  bornera  à remarquer  que  la  circonférence  décrite  sur 
AB  ne  peut  pas  donner  d’autres  dianiètres  conjugués  : car  le  cercle 
et  l’ellipse  ne  peuvent  pas  avoir  plus  de  quatre  points  communs, 
attendu  que  leurs  équations , étant  du  second  degré  en  x et  en  y, 
n’ont  pas  plus  de  quatre  solutions  communes. 

342.  Dans  chaque  ellipse  les  angles  des  cordes  supplémentaires 
sont  toujours  compris  entre  certaines  limites,  et  il  en  doit  être  de 
môme  de  ceux  des  diamètres  conjugués.  Pour  déterminer  ces 
limites  plus  simplement , nous  supposerons , et  cela  est  permis 
(n°  339),  que  les  cordes  soient  menées  par  les  extrémités  de  l’axe 
BC  (fig.  140).  Alors  ou  trouve  facilement . 

et  par  suite 

y y 

tangCMB=^=i— 5±-®=-_^L_ 

X*— «• 
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Mais  le  point  M étant  sur  l’ellipse,  on  a 6*®*=a*ô*,  d’où 

a,-*  — «’  = — -^  5 donc 

Ir  ..  . 


i . 


tangCMB: 


(a^ — 


\ 


' 6i  BC  est  le  grand  axe , et  ^ue  lé  point  ife  soit  au-dessus  de  cet 
axe,  la  valeur  précédente  sera  né^tive,  ce  qui  montre  que  l’angle 
€MB  est  obtus:  Cette  valeur,  abstraction  fàitè  du  signé,  èttëint  soh 
niinimum  lorsque  y — b:  alors  le  point  M est  en  D à l’extrémité 
du  second  axe,  et  les  cordes  supplémentaires  sont  BD  et  CD.  L’an- 
gle obtus  CDB  est  donc  le  plus  grand  angle , et  Son  supplément 
BdK  , le  plus  petit  angle  que  puissent  faire  deux  cordes  supplé- 
mentaires. Pour  l’angle  maximum  CDB,  on  a 

tangCDB=^^,. 


De  part  et  d’autre  du  petit  axe  DE  ; il  y a deux  points  M et  N , 
pour  lesquels  y a la  même  valeur  ; il  y a donc  aussi  deux  points 
pour  lesquels  les  angles  CMB,  CNB,  formés  par  des  cordes  supplé- 
mentaires , sont  égaux  entre  eux.  D’ailleurs,  comme  il  n’y  a què 
deux  points  pour  lesquels  y ait  une  même  valeur,  il  n’y  a aussi, 
au-dessus  de  BC , que  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires 
fermant  entre  elles  un  angle  donné. 

Ainsi , on  peut  avoir  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  qui 
se  coupent  sous  un  angle  donné , et  jamais  davantage. 

Ces  deux  systèmes  se  réduisent  à un  seul  dans  deux  cas  : 1*  lors- 
que les  diamètres  sont  parallèles  aux  cordes  BD  et  CD  ; 2°  lors- 
qu’ils sont  les  axes  mêmes  de  l’ellipse. 

Enfin  il  n’existera  plus  de  diamètres  conjugués  formant  entre  eux 
un  angle  donné , lorsque  cet  angle  sera  plus  grand  que  l’angle 
obtus  BDC , ou  moindre  que  l’angle  aigu  BDK. 

343.  Les  axes  de  l’ellipse  n’étant  autre  chose  que  des  diamètres 
conjugués  rectangulaires,  il  faut,  pour  les  construire  , quand  on 
connaît  le  centre,  décrire  une  circonférence  de  cercle  sur  un  dia- 
mètre quelconque  ; mener,  par  un  des  points  d’intersection  , des 
cordes  aux  extrémités  du  diamètre , et , par  le  centre , des  paral- 
lèles à ces  cordes  : ces  parallèles  seront  les  axes  demandés. 

Au  reste,  la  symétrie  de  l’ellipse,  par  rapport  à ses  axes,  rend 
raison  de  celte  construction.  Il  résulte  en  effet  de  cette  symétrie 
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qu’un  cercle  décrit  du  centre  A (fig.  141),  avec  un  rayon  iqüelcoh- 
que  AM , coupera  la  courbe  en  quatre  points  situés,  deux  à deüx , 
symétriquement  par  rapport  à chacun  des  axes , et  que  la  figure 
MNQP,  formé  par  ces  points , est  un  rectangle  dont  les  côtés  soqt 
parallèles  aux  axes  : donc  en  menant,  par  le  centre,  des  parallèles 
BC  et  DE  aux  côtés  de  ce  rectangle,  on  aura  les  axes  de  l’ellipse. 

344.  Dans  les  constructions  précédentes,  On  a supposé  conhü 
le  centre  de  l’ellipse.  Quand  cette  courbe  est  donnée,  ce  point  est 
en  effet  facile  à trouver  : il  suffit  de  mener  deux  cordes  parallèles  EF 
et  GH  ( fig.  142),  de  tirer  par  leurs  nlilieux  la  droite  PQ , et  de 
prendre  ensuite  le  milieu  A de  cette  ligne.  Le  point  A est  le  centre 
cherché  : car  PQ  est  un  diamètre , et  tout  diamètre  pSsse  par  le 
centre  et  y est  coupé  en  deux  parties  égales. 

L’ellipse  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  etc. 

345.  L’équation  que  flous  avons  employée  jusqu’à  présent , 

[e]  ay-f-6*ic*=n*6‘, 

est  celle  de  l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes.  Si  on  rap- 
• porte  cette  courbe  à des  coordonnées  obliques,  et  qué  son  équa- 
tion conserve  la  même  forme , c’est-à-dire  ne  cOnÜenne  que  lès 
carrés  des  variables  et  une  partie  constante,  les  nouveaux  axes  se- 
ront des  diamètres  conjugués,  puisque  chaque  valeur  de  l’une  des 
coordonnées  fera  trouver  pour  l’autre  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires.  Cette  circonstance  n’aurait  plus  lieu  avec  une 
autre  forme  d’équation  ; donc  on  passera  de  l’équation  [e]  à l’équa- 
tion aux  diamètres  conjugués,  en  cherchant,  par  la  transformation 
des  coordonnées,  tous  les  systèmes  d’axes  pour  lesquels  l’équation 
de  l’ellipse  conserve  la  mêmé  forme. 

Prenons  donc  (190)  les  formules  qui  servent  à passer  des  axes 
rectangulaires  aux  axes  obliques,  et  supprimons -y  les  termes 
constants , attendu  que  l’origine  doit  rester  au  centre  de  l’ellipse  ; 
on  aura 

X = a/ cos  a -j- y' cos  a',  y=x'sino-f-y'sina'. 
Substituons  ces  valeurs  dans  [e]  : en  posant , pour  abréger, 

A = a*sin‘a'-f  6>cos*«', 

B = o’sin’  * -j-  ô*cos*  a, 

C = tt’sin  a sin  a'  -f-  é*  cos  « cos 
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il  viendra 

[1]  Ay'*  + Ba:'*  + 2Ca:y=a*6*. 

Afin  que  cette  équation  ne  contienne  a/  et  y'  qu’au  carré  , il  faut 
profiter  de  l’indétermination  de  a et  de  o'  pour  faire  disparaître  le 
rectangle  a/y'.  Posons  donc 

[2]  a’sinKsino'-j- 6*cosacosa'  = 0, 
et  l’équation  [1]  sera  réduite  à celle-ci 

[3]  Ay'*-f-Ba;’*  = a*é*. 

346.  L’ellipse  est  actuellement  rapportée  à des  diamètres  con- 
jugués. Si  on  veut  connaître  leurs  longueurs  FG,  HK(fig.  143),  on 
fera  successivement  y = 0 et  a? = 0 dans  cette  équation.  En  dési- 
gnant AF  par  a',  et  AH  par  è',  on  trouve 


T41 

a*6* 

0*6* 

l’J 

U>  — 

" B " 

” o’ sin’ O 6*  cos*  a * 

A'*- 

0*6* 

0*6* 

V — 

■ A “ 

”o*sin*o'-|-  6*  cos*  b'" 

Par  suite,  en  remplaçant  A et  B par  leurs  valeurs 
l’équation  [3]  devient 

347.  L’équation  [2],  étant  divisée  par  a’cosKCOsa',  devient 

[6]  tang«tanga'  =— 

Or,  il  est  clair  qu’en  donnant  à l’axe  kx'  une  position  quelconque, 
ce  qui  revient  à déterminer  a , on  pourra  sur-le-champ  assigner 
une  valeur  réelle  à b'  ; donc  chaque  diamètre  a son  conjugué.  De 
plus,  comme  l’équation  précédente  est  la  même  que  celle  qui  lie 
entre  elles  les  directions  de  deux  cordes  supplémentaires  (338) , il 
s’ensuit  que  si  l’une  de  ces  cordes  est  parallèle  au  premier  dia- 
mètre, l’autre  corde  sera  aussi  parallèle  au  second  diamètre.  Ainsi 
en  général  on  peut  dire  que  deux  diamètres  conjugués  sont  tou- 
jours parallèles  à deux  cordes  supplémentaires  ; et  que , récipro- 
quement , deux  diamètres  parallèles  à des  cordes  supplémentaires 
sont  toujours  conjugués.  Ces  propriétés  sont  déjà  connues  (341). 

348.  Si  on  suppose  sin  « = 0 et  cos  a'  = 0 , ce  qui  fait  coïncider 
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les  ai  avec  les  x , et  les  y'  avec  les  y,  l’équation  [2]  est  satisfaite  ; ef 
cela  doit  être,  puisque  les  axes  de  l’ellipse  sont  des  diamètres  con- 
jugués. Nous  savons  même  qu’ils  forment  le  seul  système  de  dia- 
mètres conjugués  rectangulaires  qui  existe  dans  l’ellipse  (337)  ; et 
c’est  ce  qu’on  peut  retrouver  facilement.  En  effet,  supposons  qu’il  y 
en  ait  d’autres  : pour  ces  diamètres  on  devrait  avoir  o'  = 90“  -f  a , 
et  par  suite 

sina'  = sin(9ff*-f-o)  = sin(90“  — «)  = cosa, 

C0S«'  = cos  (90^*  -f-  a)  = — cosCOty* — a)  = — sina. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation  [2] , on  aurait 
(a* — 6’)sinacosa  = 0; 

et  comme  on  ne  peut  pas  disposer 'des  quantités  a et  è , on  ne 
peut  satisfaire  à cette  égalité  qu’en  faisant  sin  a 0 ou  cos  a = 0 , 
suppositions  qui  ramènent  précisément  aux  deux  axes  primitifs. 

Si  l’ellipse  se  change  en  cercle,  on  a a = 6 , et  la  dernière  éga- 
lité est  vérifiée  d’elle-même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a ; ainsi, 
dans  le  cercle  tous  les  diamètres  conjugués  sont  rectangulaires. 
Dans  l’ellipse , les  axes  seuls  jouissent  de  cette  propriété. 

349.  Si  on  demandait  que  les  diamètres  conjugués  fussent  égaux, 
on  aurait,  en  égalant  les  valeurs  de  a'“  et  h", 

a*  sin*a  -1-  ô*  cos’a  = a*  sin*a'  -f-  ô*  cos’  a'. 

En  remplaçant  cos’a'par  1 — sin’a,  et  cos*  a'  par  1 — sin’a',  cette 
équation  se  change  facilement  en 

(o*  — 6*)(sin’a  — sin*a')  = 0:  • 
de  là  sin’a' = sin’a , cos’a' = cos’a , tang’a' = tang*a , et  enfin  , 
tang  a'  = dbtanga. 

Mais  l’éq.  [6]  exigeant  que  tanga  et  tanga'  soient  de  signe  con- 
traire , il  faut  prendre  tanga'  = — tanga.  Alors  l’éq.  [6]  devient 

6*  h 

tang*a  = -,,  d’où  tanga=dr-. 

Le  signe  supérieur  est  relatif  à l’un  des  diamètres , et  l’autre , à 
son  conjugué.  Or , si  on  mène  (fig.  144)  les  cordes  BD  et  CD  par 
les  extrémités  des  axes , on  a 

tangDCx=^,  tangD6o;  = — ^ 
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donc  il  £ïut  mener  des  diamètres  parallèles  à ces  cordes , pour 
avoir  les  diamètres'  conjugués  égaux.  ■ 

Lorsqu’on  rapporte  l’ellipse  à ces  diamètres , son  équation  est; 

y" -f  U?"  = a**,  > ■ ' 

laquelle  est  analogue  à celle  du  cercle,  quand  il  est  rapporté  à deux 
diamètres  rectangulaires. 

350.  Il  y a,  sur  les  diamètres  conjugués  de  l’ellipse,  deux  théo- 
rènqes  remarquables. 

Théorbmk  I.  Dan*  feltipse,  le  parallélogramme  fait  sur  deux 
diamètre  conjugués  égvivapt  au  rectangle  construit  sur  les  axes: 
En  multipliant,  l’une  par  l’autre,  les  valeurs  de  o'*  et  6'*,  on  a 



n'sin’o  sinV-(-  If  pos’o  çosV-f  o‘è*(sip*a'cqs’a-f-cosVsin*a)' 

Mais  on  a , entre  « et  l’équation  [2]  ; et  si  on  élèvd  ses  deux 
membres  au  carré , on  en  tire 

o‘  sin’a  sin  V -j-  cos*b  cosV = — 2a’6*  sin  a sin  a'  cos  b c<m  «'  ; 
en  conséquence  le  produit  devient 


(àlé 


cfbf  (sin  V cos*«  + cos*o'  sin’a) — sin  a Slè  a*  cOs  a cbs  » ' 

g»y  . 

(sina'cos* — sim»  oosa'j’  sin’(a'  — «)’ 

et  de  là  on  conclut  _ i 

(éb’  sin  (a'  — a)  = ab. 

Or , l’angle  a' — a est  celui  que  forment  entre  eux  les  diamètres  con- 
jugués FG,  HK  (fig.  145)  ; donc , dans  le  parallélogramme  AFLH, 
la  hauteur  LI==è'sin  (a' — a) , et  l'aire  est  exprimée  par  a' b'  sin  (a' — a) . 
Donc  cette  aire  est  constante  et  égale  au  rectangle  ab  des  demi- 
axes,  ce  qui  revient  au  théorème  énoncé. 

Théorbmk  II.  Dans  l’ellipse,  la  somme  des  carrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  est  constante  et  égale  à la  somme  des  carrés  des 
deux  axes. 

Si  on  reprend  les  équations  [2],  [4],  [5], 


m 

a*  sin  a sin  a'  -f-  6*  cosa  cosa'  = 

[4] 

„ a*ô* 

a’  sin’a  5*  cos’a  ’ 

T5] 

0*6’ 

a*  sin*a' -|-  é’,cos*a*  ' 
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et  qu’on  élimine  entre  elles  les  angles  a et  a',  on  tombe  sur  l’équa- 
tion a'*  -j-  é'*=  a*-f"  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Pour  faire  cette  élimination,  on  tire  d’abord  de  l’équation  [4], 
combinée  avec  la  relation  sin‘a  -j-  cos'a  = 1 , les  valeurs  de  sin'« 
et  cos’a  : ces  valeurs  sont 


[“(a*  — 6*)’  é*) 


Comme  l’équation  [5]  se  déduit  de  l’équation  [4]  en  changeant  ?' 
en  b'  et  a en  a',  on  déduira  sinV  et  cos’a'  des  valeurs  précédentes, 
en  y changeant  a'  en  b'.  On  trouve  ainsi 


sirfa'  : 


COS*a 


*'*  (a*  — 6*)  ’ (a*  — 

Prenons  maintenant  l’équation  [2] , transposons  le  second  ternie 
dans  l’autre  membre , puis  élevons  au  carré  : il  vient 


a*  sin’a  sin’a'  = 6‘  cos’a  cos’a'. 


Remplaçons  les  lignes  trigonométriques  par  leurs  valeurs  : les  ré- 
ductions sont  faciles  à apercevoir , et  il  vient  successivement 


(a’  — a'’)  (a’  — 6'’)  = (a'’  — é’)  (é'’  — 6*) , 
a*  — a’a'’—  a’ô'*  = — a”ô’  — b'W  -f  b\ 
a‘  — è*  = a”  (a’  — 6»)  -f  i/»  (a’  — *’) , 
a’+è*  = a'*-f  ér 

Ce  résultat  est  conforme  à l’énoncé.  ‘ 

351 . Les  trois  équations  [2] , [4] , [5] , suffisent  pour  déterminer 
trois  des  six  quantités  a,  b,  a',  b',  a , o',  lorsque  les  trois  autres 
sont  connues;  elles  peuvent  par  conséquent  servir  à résoudre 
toutes  les  questions  relatives  aux  diamètres  conjugués. 

Mais  il  sera  souvent  plus  commode  d’employer , au  lieu  de  ces 
équations , les  suivantes , qui  en  ont  été  déduites , 

b‘ 

tanga  tanga'=  — 
o'6'sin(a' — a)  = ab, 

352.  Revenons  à l’équation  [<%] , et , pour  plus  de  simplicité , 
supprimons-y  les  agcents  de  ar'  et  de  y'  : on  a 

h]  aV+«''V  = o'’6”. 

Cette  équation  étant  absolument  de  même  forme  que  celle  qui  est 
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relabve  aux  axes,  toutes  les  propriétés  indépendantes  de  l’incli- 
naison des  ordonnées  sertmt  communes  aux  axes  de  l’ellipse  et  à 
ses  diamètres  conjugués.  Ainsi  on  peut  regarder  les  propositions 
suivantes  comme  démontrées. 

1»  Selon  qu’un  point  est  situé  sur  l’ellipse , ou  hors  de  l’ellipse, 
ou  au  dedans,  la  quantité  a'y  + bf'a? — sera  nulle,  positive, 
ou  négative  (302).  - ’ 

2*  Les  carrés  des  ordonnées,  parallèles  à un  diamètre,  sont  pro- 
portionnels aux  produits  des  segments  qu’elles  forment  sur  son 
conjugué  (301). 

3”  Désignons  par  a le  rapport  de  sinus , égal  au  coefficient  de  x 
dans  l’équation  y = aa?  -f-  6 ; on  aura  ( 319) , pour  la  valeur  de  « 
qui  convient  à la  tangente  menée  à l’ellipse , au  point  dont  les 
coordonnées  sont  a/  et  y', 

b'^x’ 
o^y-  ’ 

et , pour  l’équation  de  la  tangente , on  aur& 
a'Vy  -|-  ô^a/a:  = 

La  sous-4angente  sera  (324) 


PT  = 


et  on  aura  toujours , entre  les  valeurs  de  a et  de  a'  relatives  à la 
tangente  et  au  diamètre  mené  au  point  de  contact , cette  relation 
remarquable  (325) 


4°  Si  y = Sa;  + P est  l’équation  d’une  corde  quelconque,  et 
que  y = S'a;  soit  celle  du  diamètre  qui  passe  par  les  milieux  de 
toutes  les  cordes  parallèles , on  aura  (336)  la  relation  ' 

SS'-  ^ 

SS=-^, 


laquelle  a encore  lieu  pour  deux  diamètres  conjugués  dont  les 
équations  seraient  y = Sa:  et  y = S'a:  (337),  aussi  bien  que  pour 
deux  cordes  supplémentaires  menées  aux  extrémités  d’un  dia- 
mètre quelconque  (338). 

353.  L’ellipse  étant  rapportée  à deux  diamètres  conjugués , et 
son  équation  étant 
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si  on  veut  mener  des  tangentes  à cette  courbe,  par  un  point  exté- 
rieur N ( fig.  146)  dont  les  coordonnées  sont  x"  et  y",  on  aura  (327), 
entre  les  coordonnées  inconnues  de  chaque  point  de  contact,  les 
deux  équations 

ciYy'  -\-b'*af'x’  — a''b'\ 

La  seconde  prouve  que  la  droite,  qui  a pour  équation 
<iiYy  + b''sd'x  = a'*b\ 

passe  par  les  points  de  contact.  Pour  construire  cette  ligne,  on 
fait  successivement  y = 0,  x = 0,  et  on  obtient  les  distances  de 
l’origine  aux  points  où  elle  rencontre  les  deux  diamètres  : savoir , 


AT  = î^,.  AR  = 


ô'* 


a;'  - y"' 

Si  on  considère  l’une  de  ces  distances,  AT,  par  exemple,  on 
voit  qu’elle  ne  contient  pas  y"  : par  conséquent , si  on  mène  la 
droite  NL  parallèle  à Ay,  et  que  d’un  autre  point  quelconque  de 
cette  ligne  on  mène  deux  tangentes  à l’ellipse,  la  sécante  qui  passe 
par  les  nouveaux  points  de  contact  coupera  encore  le  diamètre  kx 
au  même  point  T.  Ce  point  ne  pourrait  changer  que  dans  le  cas 
où  x!'  changerait.  • 

Donc , si,  de  chaque  point  d'une  droite  donnée,  on  mène  deux 
tangentes  à une  ellipse,  et  qu’on  joigne  les  deux  points  de  contact, 
on  aura  des  sécantes  qui  viendront  toutes  se  rencontrer  en  un  même 
point  situé  sur  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à la 
droite  donnée. 

Et  réciproquement , si,  par  un  point  donné  dans  le  plan  d'une 
ellipse,  on  tire  différentes  sécantes,  et  que,  par  les  points  où  chaque 
sécante  rencontre  la  courbe,  on  mène  deux  tangentes,  le  lieu  des 
points  d’intersection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises  .deux  à deux , 
sera  une  droite  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  guipasse 
par  le  point  donné. 

354.  La  conformité  des  équations  [e]  et  [r,]  donne  encore  un 
moyen  simple  de  décrire  une  ellipse  par  points,  lorsqu’on  connaît 
deux  diamètres  conjugués  2a',  26',  et  l’angle  qu’ils  font  entre  eux. 
Sur  le  premier,  par  exemple,  on  décrit  une  ellipse  dont  les  axes 
soient  ia!,  1b'  ; et  ensuite  on  incline  (flg.  147)  les  ordonnées  MP, 
M'F,...,  sous  l’angle  donné , sans  changer  leurs  longueurs  : les 
points  N,  N',...  trouvés  par  ce  procédé  appartiennent  à la  courbe. 
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■ I J.  , 1 ^ 

Quailralured^miipse.i^,. 

355.  Si  , du  centfè  dé  l’ellipse , avec  un  rayon  égal  au  dèmi-r 
axe  AB  (fig.  148) , on  â4p4t  un  cercle,  et  qu’on  nomme  a le  demi- 
axe  AB,  b le  demi-axe' pei^ndiculaire  AD,  et  y.  Y,  les  ordon- 
nées telles  que  NP  et  MP,  ^vées  au  môme  point  P,  on  a vu  (303) 

fj  l)  * ] 

que  ^ Je  vais  démontrer  que  les  aires  de  l’ellipse  et  du  cercle 


sont  aussi  même  rapport. 

Inscrivons  à la  circonférence  un  polygone  quelconque  CMM15,* 
de' chacun  de  ses  angles  abaissons  des  perpendiculaires  sur  l’axe  BC,, 
et  joignons  les  points  où  ces  droites  rencontrent  l’ellipse  : on  for- 
mera ainsi  le  polygone  CNN'B  intérieur  à cette  courbe. 

Cela  posé,  un  trapèze  quelconque  PNN'F,  pris  dans  le  dernier 
polygone  aura  pour  mesure  \ (PN  -f-  P'N')  X PP'  ; et  le  trapèze 
eorrespondant  PMM'F,  pris  dans  le  cercle,  aura  pour  mesure 
^ (PM  -j-  P'M')  X PP'.  Ces  deux  trapèzes  seront  donc  entre  eux 
: : PN  -f  P'N'  : PM  -f  P'M'.  Or,  PN  : PM  ; : P'N'  : P'M'  : : 6 : a ; donc 
; • PN -j-’ + P'M',,: : b -.a.  , ' 

Les  trapèzes  correspondants  étant  entre  euxjians  le  rapport  cop- 
sUnt  de  è A le^  aire?  de?  polygones  seront  aussi  dans  le  même 
rapport;  et  ppla,  quai  que  soit  le  nombre  des  côtés  de  ce?  poly- 
gones. Doue,  ca  pappqrt  sera  encore  celui  de  Ipurs  limites;  dope, 
ep  pomipant  K at  E'  .les  aires  de  l’ellipse  et  du  cercle , on  a 


E _A 
E'~a‘ 


c’est-à-dire  que  l’airé  de  l’ellipse  est  à celle  du  cercle , décrit  sur 
l’on  des  axes,  comme  l’autre  axe  est  à celui-ci. 

En  désignant  par  ic  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , 
l’aire  du  cercle  est  tua*,  et  par  suite  celle  de  l’ellipse  est 


E = -Kab  ; 

donc  l’aire  de  l’ellipse  est  égalé  à celle  d’un  cercle  dont  le  rayon 
est  moyen  proportionnel  entre  les  demi- axes  de  l’ellipse. 

356.  Si  a'  et  b'  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  fonpant  un 
angle  y,  on  sait  (350)  que  ab  = aibf  sin  y : on  a donc  aussi , pour 
l’aire  de  l’ellipse  «a  fonction  des  diamètres  conjugués, 

E= ‘itffl'è'sinY. 
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367.  Si , «U  lieu  de  l’ellipse  entière , cm  ne  o«siâère  qu’un  seg- 
ment PFN'N,  comiM'is  enlre  deux  ordonnées  |Mrpendiculairas  à 
l’axe  BC , et  qu’on  fasse  un  raisonnement  seuiblal^  à celui  qui  a 
été  fait  pour  l’ellipse  entière,  on  trouvera  en  désignant  par  S le 
segment  d’ellipse , et  par  S' le  segment  corrèspondant  du  cercle , 

S * J.;,  « 

01  = -,  d où  S . ■ . ti 

S a a 

La  quadrature  dq  premier  segment  se  raniène  ainsi  à celle  du 
second,  laquelle  est  connue  par  la  géométrie. 

358.  Supposons  qu’il  s’agisse  d’up  segmeqt  d’ellipse,  compris  en- 
tre un  diamètre  quelconque  BC  (fig.  1 49)  et  deux  ordonnées  PN,  P'N'‘, 
parallèles  à son  conjugué.  On  déprira  qn  cercle  Sur  BC  comme 
diamètre  ; on  inscrira  dans  le  segment  d’ellipse  une  portion  de  po- 
lygone NRR'N';  puis,  ayant  mené  les  ordonnées  RS,  R'S',.... 
parallèles  à NP,  on  élèvera  sur  BC  les  perpendiculaires  PM,  SH,... 
qui  détermineront  sur  le  cercle  les  points  M,  H,...  Joignons  ces 
points  entre  eux,  et  comparons  les  trapèzes  obliques,  tels 
que  PSRN,  aux  trapès^  rectangulaires  correspondants. 

En  abaissant  SI  perpendiculaire  sur  NP,  l’aire  du  trapèze  ofeU-' 
que  sera  ^ ( PN  -|-  RS  ) X SI.  Mais  le  triangle  rectangle  SIP  donne 
SI  = SP  X sin  IPS , donc  on  a , poqr  cette  aire , 

t(PP{-i-RS)xSPX§MPS.  . - ; 

L’aire  du  trapèze  rectangulaire  PSQM  est  exprimée-  par 

i(PM-l-HS)xSP;  ■ ' ^ ‘ ’ 

donc  le  rapport  des  deux  trapèzes  est 


(PN-f  RS)sinIPS 

pji  -f  ils  • 

L’équation  de  l’ellipse,  rapportée  aux  deux  diamètres  conjuguéf , 
b'* 

étant  y*  — -^  (a'* — a?),  celle  du  cercle , rapporté  au  diamètre  BC 

et  à un  autre  diamètre  perpendiculaire  à celui-ci,  seray*=o^ — ar’; 
donc  PN  : PM  ::  RS  : HS  6'  : a\  et  par  conséquent  on  a,  en 
nommant  y l’angle  IPS  des  diamètres  conjugués. 


(PN-f  RS)  sin  IPS 
PM-I-HS 


Les  trapèzes  correspondants  étant  entre  eux  dans  un  rapport 
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constant , le  segment  elliptique  sera  au  segment  circulaire  dans  le 
même  rapport;  donc , en  les  désignant  par  S et  S',  on  aura 

g>  = -,  siny,  dou  8 = ^3  siny. 

Pour  avoir  toute  l’ellipse  il  faut  prendre  S'  = vaf*,  ce  qui  donne 
S = ica'y  sinf,  comme  plus  haut  (356). 


CHAPITRE  X. 

M L’HTPERBOU. 


L’hyperbole  rapportée  h ses  axes,  etc. 

359.  En  plaçant  l’origine  au  centre , il  existe  (267)  un  système 
unique  de  coordonnées  rectangulaires,  pour  lequel  l’équation  de 
l’hyperbole  prend  la  forme 

[6]  y’ — »iV  = p. 

Lorsque  P = 0,  cette  équation  donne  y=:±fnx,  et  alors  elle 
représente  deux  droites.  Laissant  ce  cas  de  cdté,  on  a encore  à 
considérer  les  deux  suivants  : 

[1]  y*— jwV=y, 

[2]  y*— = — 6*. 

selon  que  P est  positif  ou  négatif.  Mais  la  première  équation  peut 
se  ramener  à la  seconde  : en  effet , remplaçons-y  a;  par  y et  y par  x, 
divisons  tout  par  m’,  et  changeons  les  signes  : il  vient 


équation  tout  à fait  semblable  à la  seconde,  et  qui  s’en  déduirait 

1 y 

en  mettant  dans  celle-ci  — ; au  lieu  de  m’,  et  — : au  lieu  de  5*.  11 
m’  »i’ 

suit  de  là  que,  pour  découvrir  les  propriétés  de  l’hyperbole , il 
suffit  de  considérer  l’équation  [2]. 

360.  La  forme  de  cette  équation  montre  sur-le-cbamp  que  l’ori- 
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gine  est  au  centre,. et  que  les  axes  des  coordonnée  sont  aussi  des 
axe  de  l'hyperbole  : mais  il  n’arrive  point  ici , comme  pour  l’el- 
lipse, que  le  deux  axe  rencontrent  la  courbe.  En  effet,  y — ü 

donne  a:  = ± , et  x = 0 donne  « = ifc  6 »/ — 1. 

Ainsi  l’axe  des  a:  (fig.  150)  et  encore  coupé  en  deux  points  B et  C, 

pour  lesquels  on  a AB=A.C  = ^.  Mais  l’axe  des  y ne  rencontre 

pas  la  courbe , er  a;  = 0 donne  de  valeurs  imaginaire  pour  y. 

Soit  — = o:  on  tire  de  là  »i  = -,  et  la  substitution  de  cette  va- 
m a 

leur  change  l’équation  [2]  en 

[A]  oy  — 5*a:*  =— 0*5*. 

L’axe  BC , égal  à 2o,  est  ordinairement  nommé  •premier  axe  ou 
axe  transverse;  et  quoique  l’axe  des  y ne  rencontre  pas  l’hyper- 
bole, on  n’en  porte  pas  moins  sur  cet  axe  les  distances  AD,  AE, 
égales  à 5 , et  l’intervalle  DE  ou  25  est  ce  qu’on  est  convenu  de 
prendre  pour  longueur  du  second  axe.  Les  extrémités  du  premier 
axe  sont  les  sommets  de  l’hyperbole. 

Pour  mettre  l’origine  au  sommet  B , il  faut  changer  x en  x-\- a, 
et  alors  on  peut  donner  à l’équation  de  l’hyperbole  la  forme 

[AT  y*=^(2oa:-}-a;*). 

Lorsque  b = a,  les  équations  [A]  et  [A']  deviennent 
y* — a^  = — O*  et  y*  = 2oa: -j- «*  : 

on  dit  alors  que  l’hyperbole  est  éqvilatère.  Elle  est  parmi  les  hy- 
perboles ordinaires  ce  qu’est  le  cercle  parmi  les  ellipses. 

361.  En  résolvant  l’équation  [A],  on  a 

y = dz^^/x‘—a\ 

Tant  que  x est  moindre  que  a,  y est  imaginaire  ; a;  = AB  = a 
donne  y = 0;  x augmentant  jusqu’à  ^ ^ valeurs 

réelles  et  de  signes  contraires,  qui  augmentent  jusqu’à  l’infini. 
Les  valeurs  positives  de  x déterminent  donc  une  branche  de  courbe 
telle  que  BBS , qui  s’étend  à l’infini  dans  le  sens  de  Ax,  symétri- 
quement au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe.  Les  valeurs  négatives 
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de  !b  d<8mRroat  ui^  branche  R'GS'  tout  à fait  semblable,  de  l’autre 
côté  ded’axe  ky  : car,  « obligeant  seulement  de  signet  lës  Valeurs 
• de  y demeurent  les  mêmes.  Il  est  clair  d’ailleurs  que  les  deux 
branches  qui  composent  l’hyperbole  présentent  leur  convexité  à 
l’axe  des  y ; autrement,  on  pourrait  mener  une  droite  qui  coupe- 
rait cette  courbe  du  second  ordre  en  plus  de  deux  points , ce  qui 
est  impossible.  , 

362.  MP  étant  une  ordonnée  quelconque  de  l’hyperbole,  le 

triangle  rectangle  ÂMP;donne  ' < ' 

AM  = y/-*’  + ÿ a’,)  = 

L’abscisse  x pouvant  croître  juSqu’à  l’infini , AM  peut  croître 
aussi  jusqu’à  l’infini.  Mais,  dans  l’hyperbole,  la  plus  petite  valeur 
de  a:  est  a ; le  minimum,  de  AM  sera  donc  AB  = o.  Ainsi , le  demi- 
axe  transverse  est  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  entre 
l’hyperbole  et  son  centre.  , 

363.  L’équation  [A]  donne 

^ y*=ÿ(«*^a’)  = ÿ(a:— a)(a:-|-a): 

or,y  = MP,  X — a=BP,x  + a = CP;  donc  MP*  = ^XBPxCP. 

Cl 

Pour  toute  autre  ordonnée  MT'  on  aurait  une  semblable  relation  ; 
par  conséquent 

MP*  _ BP  X CP 
MT*  BFx  CP’’ 

Donc  les  carrés  des  ordonnées , perpendiculaires  ait  premier  axe  de 
l’hyperbole , sont  comme  les  produits  des  distances  comprises  entre 
les  extrémités  de  cet  axe  et  les  pieds  des  ordonnées. 

364.  Pour  chaque  point  appartenant  à l’hyperbole  on  doit  avoir 

a’y* — + a’6*= 0.  Si  on  considère  un  point  N situé  entre  les 

deux  branches , et  que , perpendiculairement  à Ay,  on  mène  QK 
dont  le  prolongement  rencontre  l’hyperbole  en  M,  il  est  évident 
que  l’abscisse  du  point  N sera  moindre  que  celle  du  point  M , et 
que  l’ordonnée  sera  la  même  ; donc  la  quantité  a’y*  — «*é*, 

qui  est  nulle  pour  le  point  M,  doit  être  positive  pour  le  point  N. 
Un  raisonnement  semblable  montre  qu’elle  doit  être  négatif  pour 
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un  point  N'  situé  dans  i’une  ou  dans  i’autee  bnmçke.  Ainsi , on  a 
toujours  ■ ' f,  J.,, ,,  , 

a'y’ — 0 sur  l’hyperbole , ' . ’ 

ay — 0 hors  de  l’hyperbole*  ' ' 

«y — dans  l’hyperbole.'  ‘ *• 

365.  Si  on  rapproche  l’une  de  l’autre  les  équations  ’ ” 

= ü’6*,  a’y*  — é’»’  — — a’ h*, 

dont  l’une  représoite  une  ellipse , et  l’autre  une  hyperbole , on 
voit  que,  pour  passer  de  la  première  à la  secofidet  il  sufftt  de 
changer  b*  en  —b*  ou  b en  — 1 . Cette  rémarque  peut  être  Sou- 

vent utile  pour  faire  pressentir  les  propriétés  de  l’hyperbole  qtii 
ont  quelque  analogie  avec  celles  de  l’ellipse.  ■ • < n ■ . 


Des  foyers  et  des  directrices. 

366.  Ce  qui  a été  dit  sur  les  foyers  de  l’ellipse  s’applique  à l’hy- 
perbole avec  fort  peu  de  modifications.  Et  d’abord , l’équation  de 
l’hyperbole  étant 
[A]  «y  — 

Us  foyers  seront  les  points  dont  la  distance  à un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  exprimée  rationnellement  en  fonction  de  l’abscisse 
de  ce  point. 

Soient  donc  x' , y',  les  coordonnées  d’un  foyer  ; x,  ÿ,  celles  d’üh 
point  à l’hyperbole , et  S la  distance  de  ces  deux  points  : on  aura 

8’  = {x—x'f  -1-  (y— y')*  = a?—  ix'x  -f  x'*-f-  y*—  2y'y  y**. 

Or,  y = - q'x‘ — a*;  donc  8*,  et  à plus  forte  raison  8,  ne  sera  point 

exprimé  rationnellement  en  x,  à moins  que  le  terme  2y'y  ne  dis- 
paraisse , ce  qui  exige  qu’on  fasse  y'==  0.  Alors  en  remplaçant  y’ 
par  sa  valeur,  S*  devient 


3«=  - + x^—  2x'x  -f  x'‘  — y ; 


et  il  faudra  que  cette  expression  soit  un  carré  exact.  Cette  condi- 
tion exige  qu’on  ait  ' ^ 

et  de  là  on  tire , tout  calcul  fait , 


x'  = ± Va’-|-  b‘. 
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Nous  avons  déjà  trouvé  y'=o  : ainsi  l’hyperbole  a aussi  deux 
foyers , placés  sur  son  premier  axe , de  chaque  côté  du  centre , à 
la  distance  y'a*  -j-  é*. 

Pour  les  construire , on  élève  (fig.  151)  à l’extrémité  du  premier 
axe  une  perpendiculaire  BH , égale  à la  moitié  du  second  axe , on 
joint  AH,  et  du  point  A comme  centre,  avec  AH  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  le  premier  axe  en  deux  points  F 
et  F'  ; ces  points  sont  les  foyers.  La  distance  FF'  se  nomme  l’ex- 
centricité  de  l’hyperbole. 

367.  Pour  avoir  les  rayons  vecteurs  FM  et  F'M,  faisons 
AF  = ^/o*  + ô*  = c , et  substituons  au  lieu  de  a/,  dans  la  valeur 
de  S*,  d’abord + c et  ensuite  — c.  Nous  trouverons,  en  remar- 
quant que  c*  — ô*  = O*, 

FH*  = ^ — 2ca:-|-a*,  F5P  = ^ -|- 2cx -f  a*  ; 
et  par  suite , on  aura 

Les  rayons  vecteurs  doivent  être  essentiellement  positifs.  Or , tant 
que  le  point  M'^reste  situé  sur  la  branche  placée  du  côté  des  x 
coc 

positifs , le  terme  — est  positif  et  > a ; donc  alors  il  faut  prendre 

les  signes  supérieurs.  Mais  ce  terme  sera  négatif,  et  toujours  >>  a , 
si  le  point  M est  sur  l’autre  branche  ; donc  alors  il  faut  prendre  les 
signes  inférieurs  pour  que  FM  et  FM  soient  positifs. 

368.  Ces  distances  étant  retranchées  l’une  de  l’autre , on  trouve 
FM  — FM  = 2u  pour  la  première  branche , et  FM  — FM  = la 
pour  la  seconde  ; donc,  dans  t hyperbole,  la  différence  des  rayons 
vecteurs  est  constante  et  égale  au  premier  axe. 

Pour  un  point  N (fig.  152)  situé  hors  de  l’hyperbole,  on  a 
F'N  — FN<2o.  En  effet,  soit  M l’intersection  de  FN  et  de  la 
courbe , on  a F'N  < FM  + NM  ; retranchant  d’une  part  FN , et 
de  l’autre , son  égal  NM  + MF,  il  vient  F'N  — FN  •<  F'M  — MF  : 
or , FM  — MF  = 2a  ; donc  F'N — FN  < 2a.  On  a supposé  que  le 
point  N était  à droite  du  second  axe  ; s’il  était  à gauche , ce  se- 
rait FN  — F'N  qui  serait  moindre  que  2a. 

Pour  un  point  N'  intérieur  à l’une  des  branches , on  doit  avoir 
F'N' — FN'>2a.  En  effet,  on  a évidemment  FN' < FM -)- MN', 
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et  F'N'  — F'il  -f-  MN'  ; donc  par  la  soustraction  il  viendra 
F'N'_FN'>F'M  — FM  ou  F'N'  — FN'>2«. 

Ainsi , selon  qu’un  point  est  sur  l’hyperbole  ou  au  dehors , ou 
au  dedans , la  différence  des  rayons  vecteurs  est  égale  au  premier 
axe,  ou  moindre  que  cet  axe,  ou  plus  grande. 

369.  11  est  facile  maintenant  de  décrire  une  hyperbole  dont  on 
connaît  l’axe  transverse  BG  (fig.  152)  et  les  foyers  F et  F'.  Du 
foyer  F,  avec  tm  rayon  quelconque  BK , on  décrit  une  circonfé- 
rence de  cercle  ; et  de  l’autre  foyer  F',  avec  CB  BK  pour  rayon,' 
on  décrit  une  autre  circonférence.  Les  points  où  ces  circonférences 
se  coupent  appartiennent  à l’hyperbole  : car,  d’après  la  construc- 
tion , on  a toujours  F'M  — FM  = BC. 

On  peut  aussi  décrire  l’hyperbole  d’un  mouvement  continu. 
Fixez  au  foyer  F'  une  règle  F'M  qui  puisse  tourner  autour  de  ce 
point  : attachez  au  point  M et  à l’autre  foyer  F les  extrémités  d’un 
fil  MF,  d’une  longueur  telle  que  F'M  — FM  soit  égal  à l’axe  trans- 
verse CB  ; puis  faites  glisser  une  pointe  le  long  de  la  règle,  de  ma- 
nière qu’une  portion  du  fd  y soit  toujours  appliquée.  La  pointe, 
par  ce  mouvement,  décrit  une  portion  de  l’hyperbole  demandée. 

370.  Suivant  la  marche  tracée  dans  le  chapitre  précédent,  pro- 
posons-nous de  trouver  une  courbe  telle  que  la  différence  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  à deuœ  points  fixes  soit  constante 
et  égale  à une  longueur  donnée  2a. 

F et  F'  (fig.  153)  étant  les  deux  points  fixes,  je  mène  la  droite  x^x 
par  ces  points , et  j’élève  la  perpendiculaire  y'y  au  milieu  de  FF’'. 
Je  prends  ces  lignes  pour  axes,  je  désigne  par  a;  et  y les  coordon- 
nées AP  et  MP  d’un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  par  2c  la 
distance  FF'.  Cela  posé , puisque  la  différence  F'M  — FM  est  égale 
à 2a,  on  peut  représenter  F'M  par  .s  o et  FM  par  s — o ; alors 
les  triangles  rectangles  F'MP  et  F.MP  donnent 

(c-t-a)»  = y*-|-(a;-t-c)‘, 

(3  — o)*  = y»  4-  (a;  — c)*. 

En  retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre , on  trouve 

Aaz  = 4ca; , d’où  3 = — ; 

a 

et  en  mettant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations,  il  vient 
ay—(c’  — a’)a:’ = — fl’).  ■ 

18 
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On  voit,  coauiie  ou  devait  s’y  attendre , que  la  courbe  est  uho  hy- 
perbole , <lont  2a  est  le  premier  axe , et  — «*  le  second. 

371.  Sans  entrer  dariS  d’autWs  détails  Sur  lés  foyérs,  je  ferai 
remarquer,  comme  pour  l’ellipse,  que  lés  foyers  de  l’hyperbole 
seraient  encore  définis  fort  simplement  par  la  ptopriété  que  les 
rectanples  F'C  ><:  FU  et  FB  X FC  soient  ^ux  au  carré  6*. 

372.  L’hyperbole  a aussi  ses  deux  directrices.  Du  cdté  AF 
(fig.  153)  prenez  Ail  = d,  ét  élevez  la  perpendiculaire  HL.  Si  d’un 
pôint  quelconque  de  la  courbe  oh  abaisse  MR  perpendiculaire 
à HL , et  si  ort  tire  MF,  on  aura 

ex 

^ O ex  — O*  ■ 

HK  X — d cx — cd  a’ 

donc  ce  rapport  sera  consthnt,  et  égal  à celui  de  c à a,  si  on  choisit 
le  point  & d’après  la  condition  cd  — On  arrive  à la  même  con- 
olusiob  sur  quelque  brahehe  que  le  point  M soit  situé.  Ainsi , 
comme  dans  l’ellipse,  le  demi-axe  AB  doit  être  moyen  proportion^ 
nel  entre  AF  et  AH. 

Après  hvoir  détënniné  AH,  on  peUt^  du  cêté  AF',  prendre 
AH' = AH  y élever  la  perpendiculaire  H'L',  et  reconnaître  facile- 
ment que  pour  chaque  point  de  l’hyperbole  les  distances  MF' 
et  MR'  sont  encore  entre  elles  ::  c : a. 

Donct  en  nommant  directrices  les  deux  droites  HL  et  H'L',  on 
pourra  dire , comme  pour  l’ellipse  j qne  les  distances  de  chaque 
point  de  l’hyperbole  à l’un  des  foyers  et  A la  directrice  voisine  de  de 
foyer,  sont  entre  elles  comme  l’intervalle  des  foyers  est  A l’asee 
transversê. 

On  peut  passer  de  cette  propriété  à la  recherche  du  lieu  géomé- 
trique défini  par  l’énoncé  du  n°  316  ; et  en  faisant  m )>  n dans  les 
résultats,  on  a vu  qu’on  doit  avoir  une  hyperbole.  Si  on  suppose 
que  F soit  le  point  donné  et  HL  la  droite  donnée , si  on  divise , 
comme  dans  le  numéro  cité , là  distance  FH  de  maniète  qu’on 
ait  FB  c BII  ::  m : n4 si  l’on  prend  m^FBj  n = BH4  et  enfin  si 
l’on  choisit  pour  axes  de  coordonnées  la  ligne  BF  et  la  perpendi- 
culaire BY  élevée  au  point  B , on  aura  encore  l'équation 

♦*y  "!"(*»*  — — 2m»  (»  -f-  m)  ar  = 0. 

Mais  ici  le  multiplicateur  de  est  négatif  puisqu’on  donne  m » ; 


Daiiîiy  ”• 
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et  OU  trouvera  que  la  ligue  des  abscisses  est  coupée  par  la  courbe 
du  côté  Bx'  à la  distance 


BC  = 


i»tfi 
m — n 


L’origine  étant  transportée  au  ibilieu  A de  BC  » réqualioii  de 

l’b^perbole  devient 

■ . , , , „ , mW  (m  4-  n) 

» V — w*)  X*  = ' ■ ' ; 

■’  m^«j 

les  valeurs  des  demi-axes  sont 
mn 


U : 


m — h 


■■  m 


. /m  + n . 
y m — « ’ 


et , comme  on  trouve  facilement 


v/«’-f  Ô*: 


n 


AF: 


ItV 

m — n 


, AJ  X AH  = a% 


on  conclut  que  le  point  F est  lui  des  foyers  de  l’hyporLolé  et 
que  HL  est  une  de  ses  diréctrices. 

.178.  Le  leéteur  transportera  sans  peine  à l’hyporbolo  les  re- 
marques faites  sur  les  foyere  de  l’elKpsc , n"*  817  et  318. 


De  la  tangente  et  d«  la  normale. 

174.  L’équation  de  l’hyperbole  étuit 

[fi]  ny^&V==  — oW, 

pour  obtenir  celle  de  la  tangente,  les  calculs  sont  les  mêmes  que 
dans  l’ellipse , avec  cette  différence  que  b*  sera  partout  remplacé 
par  — fi’.  Les  résultats  seront  donc  aussi  les  mêmes,  à cette  modi- 
fication près.  Ainsi,  x',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  con- 
tact, et  a étant  la  tangente  trigonométriqiie  de  l’angle  fortné , avec 
l’axe  des  X,  par  là  tangente  à la  courbe,  on  aura  (319) 

fiV. 

“~oÿ’ 

et  l’équation  de  la  tangente  sera 

[<]  «y  ÿ — 6*x'x  =±=  — 

375.  Pour  montrer  à pôilè)uorl  que  tous  les  pôiiits  de  là  tan- 
gente, excepté  le  point  de  latigenoe^  soiufeors  de  l’hyperbole,  il 
faut , d’après  le  B*  3B4 , ptoûver  qUe  j pour  tous  ces  points , la 
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quantité  a'i/  — O'x^  -)-  a'b‘‘  est  positive.  Or,  tirons  de  l’équation  de 
la  tangente  la  valeur  de  y , 

6*  (x'x  — a’) 

y = — üÿ— ’ 

substituons-la  à la  place  de  y dans  la  quantité  ah/ — 
réduisons  tout  au  même  dénominateur , mettons  au  lieu  de 
sa  valeur  ô’x'* — a’é*  tirée  de  l’équation  de  l’hyperbole,  puis  effec- 
tuons divers  calculs  faciles  à apercevoir  : il  vient 

oy  — éV  + + 0^1/ 

é»  (x'x  — û’j* + {aV  — ÿ‘x‘)  — 0*6*) 

~ «y* 

b’’ (x  — a/)’ 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif  : ainsi , sur  la  tan- 
gente, on  a toujours  «y — 6’a;’-|-a’ô’>0,  ce  qui  prouve  que 
tous  ses  points  sont  extérieurs  à la  courbe.  Il  n’y  a d’exception  que 
pour  la  valeur  x = x',  laquelle  donne  ay  — b^xi^  = 0 ; et 
cette  valeur  nous  ramène  au  point  de  tangence. 

376.  Si,  dans  la  formule 

l^x' 

“-«y’ 

on  change  les  signes  de  x'  et  de  y',  la  valeur  de  <x  reste  la  même,  et 
on  en  conclut  que  si  une  droite,  menée  par  le  centre  de  l’hyper- 
bole , rencontre  cette  courbe  en  deux  points , les  tangentes  à ces 
points  seront  parallèles.  C’est  ce  qui  résulte  aussi  de  la  symétrie 
de  la  courbe  relativement  à ses  axes. 

377.  Si,  dans  la  môme  formule,  on  faita;'  = o et  y'  = 0,  on 
a O = CO  ; donc  la  tangente  au  sommet  B (fig.  154)  est  perpendi- 
culaire à l’axe.  La  même  chose  arrive  au  sommet  C. 

Supposons  que  le  point  de  contact  prenne  toutes  les  positions 
possibles  dans  l’angle  ykx , l’abscisse  af  croîtra  et  y'  aussi  ; mais 
on  ne  voit  pas  au  premier  coup  d’œil  la  marche  des  valeurs  de  a. 

a ■ 

Pour  la  rendre  sensible , remplaçons  x'  par  sa  valeur  ^ vy"  -j-  5*, 
tirée  de  l’équation  de  la  courhe , et  il  viendra 

b 

“ ay’  a 
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On  voit  bien  à présent  qu’en  faisant  croître  y'  depuis  zéro  jusqu’à 
* ^ 

l’infini  positif,  a diminue  depuis  l’infini  jusqu’à  donc  la  tan- 
gente MT  va  toujours  en  s’inclinant  davantage  jusqu’à  cette  limite. 

Pour  savoir  ce  qu’est  alors  la  tangente  MT,  cherchons  ce  que 
devient  àT.  En  &isanty  = 0 dans  l’équation  [t],  on  trouve 

» c? 

AT  = ^. 

Or , cette  valeur  diminue  et  tend  sans  cesse  vers  zéro , à mesure 
que  x'  augmente  ; et  d’ailleurs  elle  est  toujours  de  même  signe 
que  af  : donc , à mesure  que  le  point  de  tangence  s’éloigne  sur 
l’hyperbole,  le  point  T se  rapproche  du  centre,  sans  jamais  passer 
de  l’autre  côté  ; et  même  il  ne  se  confond  avec  lui  que  lorsqu’on 
suppose  le  point  de  contact  à l’infini. 

A cette  limite , pour  construire  la  tangente , il  suffira  de  former 
le  rectangle  HKHÎC'  sur  les  axes  2a  et  26 , et  de  tirer  la  diagonale 

indéfinie  HH'  : car  on  aura  tang  HAB =^,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Comme  l’hyperbole  est  symétrique  par  rapport  à chacun  des  axes, 
cette  diagonale  est  aussi  la  limite  des  tangentes  qu’on  peut  mener  à 
la  courbe  dans  l’angle  opposé  y'kx'.  Semblablement,  l’autre  dia- 
gonale KK'  sert  de  limite  aux  tangentes  des  deux  autres  parties  de 
l’hj’perbole.  Et  quant  aux  équations  de  ces  deux  droites,  elles  sont 


Ci  Dans  l’hyperbole  équilatère  on  a 6 = a : alors  ces  droites  divi- 
sent en  parties  égales  les  angles  des  axes,  et  sont  perpendiculaires 
entre  elles. 

378.  En  retranchant  AT  de  AP  ou  a:',  on  aura  la  sous-tangente. 


On  doit  remarquer  ici  que  les  valeurs  de  AT  et  de  PT  sont  in- 
dépendantes du  second  axe  26,  et  que  par  conséquent  elles  doivent 
être  les  mêmes  pour  toutes  les  hyperboles  décrites  sur  le  même 
axe  transverse. 

379.  Par  le  centre  et  par  le  point  de  contact,  menez  1a  droite 
AM  (fig.  155)  : son  équation  sera  de  la  fomie  y = a'x,  et  la 
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conditjon  de  passer  au  point  de  contact  donne  y'  ss  aV,  d’où 

«'  Plus  haut  (374)  on  a trouvé  a =s  ; donc 

.?•  «•  y 


donc,  pour  l’hyperbole,  de  même  que  pour  l’ellipac,  le  produit 
(les  tangentes  a et  a'  reste  constant. 

.380.  Si  on  cherche  tang  ÂMT,  on  trouve 

tangAMT ^ > /• 

” (a*  -)-  O*)  xy 

Aux  oxtrémité&^du  premier  axe , y'  est  nul  et  alors  tapg  AMT  est 
infinie;  donc,  en  ces  points,  la  tangente  est  perpendiculaire  ù ly 
droite  qui  joint  le  centra  au  point  de  contact.  Cela  n’arrive  qu’içq 
ces  points  : car,  pour  tous  les  autres,  ni  p' n|  op' n’eat  zéro  ; par 
conspuent  tang  AMT  n’est  pas  infinie. 

Quand  le  point  M s’éloigne  sur  la  courbe,  dans  l’angle  pAa;, 
xf  et  y'  augmentent  positivement,  et  peuvent  même  surpasser  toute 
limite  ; donc  tangAMT  diminue  positivement  jusqu’à  zéro;  donc 
l’iUigle  AMT  reste  toujours  aigu , et  diminue  juaqo’ù  ilérç  ; c’est-r 
H-dire  qu’à  l’infini  la  tangente  MT  se  confond  avec  la  droitg  Ail}, 
menée  du  centre  au  point  de  contact. 

381 . Après  avoir  trouvé  (374) , pour  la  tangente  à l’hyperbota , 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  p',  l’équation 
[l]  a*y'y — b*x'/f  = — 

il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  tangente  qui  passe  par  un  point 
extérieiu’.  Si  op  représente  les  coordonnées  de  ce  point  par  x"  et  y", 
elles  devront  satisfaire  h l’équation  {/],  ce  qui  donpe 
ah/ 1/  — l)‘x"x'  = — «’é*  ; 

et  puisque  le  point  de  tangence  est  sur  l’hyperbole , on  a encore 
ahj'*—¥x^<=  — ; 

ces  deux  équations  déterminent  les  inconnues  x'  et  y'. 

Les  valeurs  de  cos  coordonnées  contiennent  un  radical  sous 
lequel  se  trouve  la  quantité  oV'* — : de  là  on  conclut, 
comme  p(»ur  Tetlipse , que  par  nn  point  eitériepr  on  peut  mener 
deux  tangentes  à l’hyperbole;  que  ces  tangentes  se  réduisent  à 
tu»e  seule  quaml  te  pojut  donpé  est  sur  la  oomiie  ; et  enfin  qu’il  n’y 
a plus  de  tangente  possiUc  quand  ce  point  est  intérieur. 
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382.  La  normale  au  point  M (fig.  155),  dont  les  coordonnées 
sont  af  et  y',  n’est  autre  chose  que  la  perpendiculaire  élevée , par 
ce  point , sur  la  tangente  ; et  par  suite  il  est  facile  de  voir  que  son 
équation  est 

[«1 


Pour  avoir  la  distance  kS , à laquelle  cette  noriualf'  coupa  l’axe 
des  X , on  fait  t/  :=  0,  et  on  trouve  1 


Cette  expression  diminue  en  môme  temps  que  a/  ; donc,  quand 
le  point  M se  rapproche  du  sommet  B , le  point  S se  rapproche 
du  centre  A ; et  il  ne  passe  jamais  de  l'autre  cAté , car  AS  est  de 
même  signe  que  x'.  11  y a plus  : lorsqu’on  donne  à sa  valeur 
minimum  x'  = a,  AS  atteint  aussi  son  minimum;  et  de  là  on 
conclut  oue  le  pied  de  la  normale  ne  dépasse  jamais  un  certain 

^ 4-  5* 

point  N pour  lequel  on  a AN  = — - — tt 

383.  DamJ’hyperbole,  les  rayons  vecteurs  menés  au  point  de 
tangence  Joui  avec  la  tangente,  et  de  différents  cétét  de  cette  ligne, 
des  angles  égaux  ; 

C’est-à-ilire  (fig.  156)  que  les  angles  FMT,  F’MT,  sont  égaux. 
La  démonstration  étant  la  même  que  pour  1 ellipse  , je  laisse  au 
lecteur  le  soin  de  la  développer. 

384.  D’après  cette  propriété,  si  on  veut  (fig.  157)  tracer  une 
tangente  à i’hvperbole,  par  un  point  M pris  sur  cette  cÆurbe,  on 
mène  les  rayons  vecteurs  F.M , F'M , on  prend  sur  l un  d eux 
MK  = FM  , on  tire  KF,  et  on  abaisse  MO  perpendiculaire  à KF  ; 
la  ligne  MO  est  la  tangente.  Fin  effet , d’après  lu  construction , le 
triangle  MKF  est  isoscèle , et  la  perpendiculaire  MO  divise  l’angle 
F'MF  en  parties  égales. 

On  peutd’ailleui’s  s’assurer  qu’en  effet  cette  ligne  a tous  ses  points 
hors  de  l’hyperbole , à l’exception  du  point  M : car,  pour  tout 
autre  point,  R,  par  exemple,  on  a RF'— RK<F'K;  or  RK  = RF 
et  F'K  = 2«;  donc  RF' — RF<2a;  donc  le  point  R est  horede 


l’hyperbole  (368). 

385.  Hemarque.  Le  point  0 étant  le  milieu  de  FK  et  le  centre  A 
étant  le  milieu  de  F'F,  la  droite  .AO  esl  parallèle  à F K et  »‘gale  à 
AF'K  ; or  F'K=r  it, ; donc  .AO  = a. 
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Donc , si  des  foyers  de  l'hyperbole  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  tanyen  tes  à cette  courbe , la  distance  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires  au  centre  est  constante  et  égale  au  demi-axe 
transverse  ; de  sorte  que  ces  points  ont  pour  lieu  géométrique  la 
c'ireonférenee  décrite  sur  cet  axe  comme  diamètre. 

386.  Supposons  maintenant  qu’on  veuille  mener  une  tangente  à 
l’hj’perbole  par  un  point  extérieur  T (fig.  158).  Soit  TR  la  tangente 
chercliée  et  M le  point  de  contact  ; si  on  mène  les  rayons  vecteurs 
F.M  et  F'M,  qu’on  prenne  F'K  = 2«,  et  qu’on  tire  KF,  la  tan- 
gente TM  doit  être  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  KF  ; donc 
TK  = TF  ; donc  le  point  K sera  déterminé  par  la  rencontre  du 
cercle  décrit  du  foyer  F'  avec  un  rayon  égal  à 2«,  et  du  cercle  décrit 
du  point  T avec  un  rayon  égal  à TF.  Le  point  K étant  connu  , on 
tire  F'K  et  KF,  puis  on  abaisse  TR  perpendiculaire  sur  KF  : cette 
ligne  TR  est  tangente  à l’hyperbole , et  le  point  M , où  elle  ren- 
contre le  prolongement  de  F'K , est  le  point  de  tangence. 

En  effet,  d’après  la  construction,  on  a MK  = MF;  donc 
F'M  — .MF  = F'K  = 2«;  donc  le  point  M est  sur  l’hyperbole.  De 
plus,  l’angle  KMT=  FMT  ; donc  TR  est  une  tangente. 

387.  Quand  le  point  T est  hors  de  l’hyperbole , les  cercles  dé- 
crits des  centres  T et  F'  se  coupent  en  deux  points  ; car  on  peut 
démonti«r  que  les  conditions  relatives  à l’intersection  des  cercles 
.sont  alors  remplies. 

En  effet,  si  on  joint  F'T,  on  aura  (368)  F'T  — TF<2e,  d’où 
F'T<TF-|-2«;  donc  1°  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la 
somme  des  rayons  des  cercles.  Ensuite,  le  triangle  F'TF  donne 
F'F-<F’T-f-TF,  etrt/orifor/ 2rt<F’T-|-TF;  d’ailleui’s,  le  point  T 
étant  supposé  tacitement  plus  près  de  F que  de  F’,  on  doit  avoir 
FT  < F'T,  et  a fortiori  FT  <;F'T  -1-  2a  ; donc  2°  chaque  rayon  est 
moindre  que  la  distance  des  centres  augmentée  de  l’autre  rayon. 

Donc  les  cercles  se  coupent  en  deux  points , et  il  y a deux  tan- 
gentes à l’hyperbole.  La  démonstration  est  facile  à modifier  pour 
le  cas  où  le  point  T serait  plus  près  de  F'  que  de  F. 

* Si  le  point  donné  T est  sur  l’hyperbole  (fig.  159),  la  distance  des 
centres  F'T  est  égale  à la  somme  des  rayons,  les  cercles  se  touchent 
extérieurement,  et  il  n’y  a plus  qu’une  seule  tangente. 

Si  le  point  T est  intérieur  à l’hyperbole  (fig.  160) , la  différence 
F’T  — FT  est  plus  grande  que  2a  (368),  et  par  conséquent  la  dis- 
tance des  centres  F'T  est  plus  grande  que  la  somme  des  deux 
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rayons  ; donc  les  cercles  n’ont  pins  de  poin(  connnun  ; donc  j par 
le  point  T,  on  ne  peut  plus  mener  de  tangente  à l’hyperbole. 

, i -il  1 . . ...  . r ^ 

! ,i.  < . ' C-  •*-.  I.  - 


-388.  Soit  l’équation  : ■■  ■’  •'  • -'  < -t  > 

m ''' 

céiie  d’une  droite  quelconque  qui  coupe  l’hyperbole  én  F et  0 
(fig.  161).  En  la  combinant  avec  celle  de  l’hyperbole , ,, 

[é]  oy — é*a;’=  TT- c‘6*,  , ; .i  I 


on  trouvera  les  cdordoûnées  dés  points  F et  G.iParFélîmination 
de  y,  il  vient  <* 

[2]  ru.  (a*S*— i^a^-f-2îpa’a;-f(P*-f  hV— O.  ’ 


ou 


(y+y)«*_o 


équation  dont  les  racines  sont  précisément  les  abscisse  AH  et  AK 
des  points  F et  6.  La  demi-somme-de  ces  abscisses  est  donc  égale 
à la  moitié  du  Coefficient  du  second  termé , pris  avec  un  signe 
contraire  ; mais  cette  demi-somme  est  fabscisse  du  milieu  1 de  la 
corde  FG  ; donc,  en  nommant  x cette  abscisse , on  aura 


. ■ I : 

En  mettant  cette  valeur  dans  [1],  on  a,  pour  l’ordonnée  IP,  ''  ' 

— P6> 

■ ‘ -•>  ' , • 1 • 


Supposons  que  S cbnservant  la  même  valeur,  ^ prenne  successive- 
ment tous  les  états  dë  grandeur  : la  drdte  FG  se  transportera  pa- 
rallèlement à elle-même , et  les  formules  précédentes  donnent 
toujours  les  coordonnées  des  milieux  de  ces  cordes  ; donc  si,  pour 
éliminer  p,  on  divise  y par  x , l’équation  résultante , 


y_ 

X 


é* 


= -?;  o\i'y=-^x 


sera  celle  d’un  diamètre.  On  voit  ici,  comme' pour  l’elUpse,  que  lot 
diamètres  de  l’hyperbole  passent  par  le  centre.  Et  comme  on  peut 
donner  au  coefficient  de  x toutes  les  valeurs  possibles , en  faisant 
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varier  8' de  4“***  Ju^u’À-r- GP  on  conclut  encore  que  ltnUàr«ite 
menée  par  le  centre  penl  Hre  contidérée  eomme  diamètre.  i . : 

Cette  conclusion  souffre  cependant  deux  exceptions.  Lorsqu’on 

suppose  S = ± l’équation  ci-dessus  devient  y = ± , et  on 

retrouve  les  deux  droites  déjà  remarquées  coouite  étant  les  limites 
(les  tangentes  (377).  Or  elles  ne  peuvent  pas  être  des  diamètre^  ; 
çar  les  valeurs  de  S dont  il  s’agit,  réduisait  l’équatign  [2]  au  pre- 
mier degré , Içs  lignes  parallèles  données  par  l’équation  p j pe 
rencontrent  plus  l’hyperbole  qu’en  un  seul  point , et  par  Consé- 
quent il  n’existe  pas  de  diamètre  correspondant. 

380.  Pour  l’équation  du  dianiètre , on  peut  prendre 
y = i'x. 

Mais  alors  il  ftut  étaldir  entre  ô et  8*  la  relation  8*=s  r— , on  ■: , 


6* 


390.  Cette  relation  se  déduirait  de  son  analogue  dans  l’ellipse  en 
cbangaant  é*  en^  é*  (336)  : les  conséquences  stmt  semblables.).  > 
l’  Si  on  nomme  a la  tangente  trigonométriqua  de  l’angle  quv 
la  tangente,  menée  à L’extrémité  du  diamètre,  &it  avec  l’axe  des  .a, 
on  a , entre  a et  8',  cette  relation  (370)  . 

ô»  . ;ll.  - 

aS'=^; 

a’ 

doncaè'=38',  d’oùa=S;  donc  les  cordes,  qu’un  diamètre  divise 
en  parties  égales,  sont  parallèf/^  à Ja  jangenle.  wnée  À l’ev/rémtf 
de  ce  diamètre. 

6' 

2°  Le  produit  5o'  étant  constant  et  égal  à ne  peut  pas  devenir 

égal  à nr-l  ; donc  Ige  agef  actnols  dos  coofdqpnées  sont  les  seesie 
axes  de  l’hgpsfhole,  puisqu’auqun  antré  diamètre  n’ésl  perpepdi  - 
cniaire  sur  le^  cordos  qu'il  divise  en; parties  égales. 

3"  L’éqnation  montre  qne,  si  le  diamètre  qui  a pour 

équation  y = à'x  divise  eii  pailies  égales  les  coides  parallèles  à 
celui  dont  l’équation  est'y=S«,  réciproquement  le  second  coupe 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  au  premier.  Ainsi , pofur  que 
deux  diemptres  aeient  ecmgugué»,  la  condition  est 

:•  ■ -«F-  • - ■. 
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391.  De.  deux  diamètres  eonjuguèa,  U n’y  en  a qu’met  qui 
rencontre  l'hyperbole.  £n  effet,  supposons  que  y np  l’équa^ 
tion  d’un  diamètre , et  qu’on  chepphe  Jtps  intéraentions  ayee  la 
courbe , on  trouve  POWr  les  abscigseï  doÀc«  points  »; 

h 

Ces  valeurs  de  x sont  réçlles  si  on  prend  *■<-,  positivement  ou 
négativement;  mais  elles  deviendront  imaginaires  si  pn  prend 
Dans  le  premier  cas,  le  diamètre  rencontre  l’hyperbole;  et 
dans  le  second  i)  ne  la  rencontre  point,  Or  on  voit , par  la  rclatitÀ} 

38*5=  que  si  t est  < - , on  doit  avoir  3'  > - s donc  tous  les  Æa- 
a • a » 

mètres  qui  coupent  l’hyperbole  ont  leurs  conjugués  parmi  ceux  qui 
ne  la  rencontrent  pas. 

Que  si  on  construit  (flg.  162  j sur  les  axes  de  la  courbé  lè  rec- 
tangle llKH'K',  tous  les  diamètres  qui  traversent  les  angles  HAlÇ 
et  H'âK'  font  avec  l’axe  BC  un  angle  dont  la  tangente , abstraction 

b ' ■ Il  VI 

faite  du  signe,  est<^-,  tandis  que  les  diamètres  qui  hnrverstmt 

les  angles  HAK'  et  If.VK  font  avec  BC  uq  anglq  dpnt  lè  tangente 
h " ■ H 

est  >|;  donc  les  ftfemiers  sont  ceux  qui  reneontrMlt  Is  eourhe, 

et  les  seconds  sont  ceux  qui  ne  la  réhcontreht  pas.'  ' ^ ‘ 

39g.  Dans  le  cas  particulier  où  p=f=  on  è au&ti 
les  deux  diamètres  conjugués  se  confondent  avec  là  diagonale 
Pareillement  J quand  î = — -,  o»  a aussi  = JMOrsles 

deux  diamètres  se  confondit  avec  l’autre  diagonale  KK'.  Dans  les 
deux  cas,  les  diamètres  ne  rencontrent  l’hyperbole  qu’à  l'infinî. 

S ' 

Des  cordes  supplémentaires.  ' 

...  .'i 

303.  Lorsqu’un  diamètre  rencsontre  t’byperboie,  on  nomme 
cordes  supplémen  Udre^  celles  qui  sont  tnenret  des  erlrémités  da  r# 
diamètre  à un  point  qufironçue  de  In  courbe. 
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28& 

• En  reprenant  ici  toue  les  raisonnements  et  tous  les  calculs  qu’on 
a {bits  pour  l’ellipse , on  trouve  que  si  deux  cordes  GM  et  G'M 
( fig.  163)  sont  supplémentaires , et  qu’on  désigne  par  v et  y'  les 
tangentes  des  angles  MHx  et  MLc,  on  doit  avoir 


et  réciproquement,  toutes  les  fois  qu’on  a cette  relation  pour  deux 
cordes  qui  passent  aux  extrémités  d’un  diamètre , ou  pour  deux 
cordes  qui  passent  par  un  même  point  de  l’hyperbole , on  est  as- 
suré que  ces'  cordes  sont  supplémentaires, 
j.  Dans  le  cas  de  l’hyperbole  équilatère  è = a,  et  on  a simplement 
Yy'  = 1 : ce  qui  prouve  que  les  angles  formés  par  les  cordes  sup- 
plémentaires avec  l’axe  transverse  sont  complémentsl’un  de  l’autre. 

394.  L’équation  précédente  donne  des  conséquences  semblables 
à celles  qu’on  a déduites  de  son  analogue  dans  l’ellipse.  Il  suffira 
de  les  énoncer. 

1°  Si  deux  cordes  sont  supplémentaires  par  rapport  à un  certain 
diamètre,  les  parallèles  à ces  cordes,  menées  par  les  extrémités  de 
tout  autre  diamètre,  seront  aussi  supplémentaires  relativement  à 
ce  diamètre',  et  ces  nouvelles  cordes  font  entre  elles  les  mêmes 
angles  que  les  premières.  ■ - 

J 2“  Soit  BC  (%.  164)  un  diamètre  quelconque  qui  rencontre  l’hy- 
perbole, et  soit  MT  une  tangente  ; si  on  mène  le  demi-diamètre  k}i., 
la  corde  parallèle  à khi  et  la  corde  supplémentaire  BN,  la  teen- 
gente  MT  sera  parallèle  à la  corde  BN.  , 

Cette  propriété  donne  le  moyen  de  mener  à l’byperbole  une 
tdngente  qui  passe  par  un  point  de  cette  courbe , ou  qui  soit  pa- 
rallèle à une  droite  donnée  HK.  Et  toutefois , dans  le  dernier  cas, 
le  problème  n’est  possible  qu’autant  que  la  droite  donnée  HK  est 
telle  qu’üno  parallèle , qu’on  lui  mènerait  par  le  centre , serait  au- 
dessus  des  limites  des  tangentes  ( 377). 

3°  jDeux  diamètres  parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont 
toujours  conjugués;  et  réciproquement,  deux  diamètres  conjugués 
sont  toujours  parallèles  à des  cordes  supplémentaires. 

De  là  résulte  une  construction  fort  simple  pour  trouver  deux 
diamètres  conjugués  qui  forment  entre  eux  des  angles  donnés. 
Cette  construction  est  représentée  dans  la  figure  165. 

Mais  il  n’arrive  pas  ici , comme  pour  l’ellipse , que  les  angles 
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donnés  doivent  être  coeapris  entre, certaines  limites  : car  l’angle 
aigu  des  cordes  supplémentaires  peut  passer  par  tous  les  états  de 
grandeur,  depuis  l’angle  droit  jusqu’à  zéro.  C’est  ce  qu’on  voit 
clairement  en  cherchant  la  tangente  de  l’angle  CMB  (fig.  166).  Or, 
en  supposant  que  BC  soit  l’axe  égal  à 2a,  on  trouve 

et  il  est  visible  que  y croissant  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini , la  tan- 
gente de  CMB  décroît  depuis  l’infini  jusqu’à  zéro. 

Comme  il  y a sur  l’hyperbole  deux  points  M et  N,  au-dessus  de 
l’axe  BC , pour  lesquels  y a la  même  valeur,  il  y a aussi  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  des  angles 
donnés;  mais  il  n’y  en  a pas  davantage. 

4°  Les  axes  de  l’hyperbole  étant  des  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires, on  les  trouve  comme  ceux  de  l’ellipse , par  une  con- 
struction qui  peut  aussi  se  déduire  de  la  symétrie  de  l’hyperbole 
relativement  à ses  axes,  \oyez  la  fig.  167. 

5°  Enfin,  le  centre  de  l’hyperbole  se  découvre  aussi  par  la 
même  construction  que  celui  de  l’ellipse  (fig.  168).  . ; 

L’hyperbole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  etc. 

395.  L’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ses  axes  étant 

[A]  ay— — a’A’, 

on  en  déduira  l’équation  aux  diamètres  conjugués , en  cherchant 
les  systèmes  de  coordonnées  pour  lesquels  l’équation  de  cette 
cour^  ne  contient  les  variables  qu’au  carré. 

En  conséquence , on  substitue  dans  [A]  les  valeurs 

a: = a;' cos  a -|- y' cos  o',  y = af  sina-j-y' sina', 
on  fait,  pour  abréger, 

A = a’  sin*  a'  — l?  cos*  a', 

B = a’  sin’ a — 6*  cos’  a, 

C = a’sinasina' — A’cosacosa', 
et  on  a l’équation  transformée 

[1]  Ay^-f-Baf’-)-2Ca/y'  = — a*6*. 

Pour  qu’elle  ait  la  forme  demandée,  il  faut  poser  C=0,  c'est-à-dire , 

[2]  a’sinasina' — A’ cosa  cosa'  = 0; 
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et  pai'  là  on  réduit  l’équation  [1]  à caUMii 
[3]  ' • = 

,,M6.Pour!^»0oll.  »’■«" ' 

— a*t/  — a-ÿ^ 

et  pour  a/  = O on  a ÿ'*  = — = «■sinV-yc^sV’ 

Ces  valeurs  sont  de  signes  différents , car  la  relation  [2]  donne 

a’sin*aX  tt’sin**'  = i^cos*d  X 6*cos‘*'  ; 

et  on  voit  que  si  o’sin’a  est  moindre  que  Ô*cos’a,  il  faut,  par  com- 
pensation, que  n’sîn’a'  soit  plus  grand  que  ô‘cos*«',  et  récipro- 
quéinent.  Donc  l’un  des  nouveaux  axes  est  rencontré  par  la  courbé, 
et  l’autre  ne  l’est  point,  ce  qu’on  savait  déjà  (391). 

Prenons  pour  axe  des  x'  celui  qui  est  rencontré , et  désignons 
par  âà'  la  partie  de  cet  axe  comprise  dans  l’hyperbole , on  aura 


[4] 


® ~ B o*8in’« — 6*cos*a' 


Puisque  la  ligne  des  ÿ'  n’est  point  rencontrée  par  !a  tourbe , dési- 
gnons par  — 6'*  la  valeur  négative  de  y'’,  et  on  aura 


[5] 


,,,  a’fr*  «’ô* 

* “T”rsm-65cos‘«'- 


a-b'‘ 

A présent,  en  remplaçant  A et  B par  leufs  valeure  et 
l'équation  [3]  devient 


[/(,]  o'V>  — = — a"*'*. 

Le  diamètrè  Sür  léquel  te  Comptent  les  Jr',  celui  qUi  rencontre 
la  courbe , sé  nomme /)rrt«icr  diarrtètre  ou  diamtètre  transverse,  et 
sa  longueur  est  2«'.  L’autre , sur  lequel  se  comptent  les  y',  et 
sa  longueur  est  2a'.  L’autre,  surlequel  se  comptent  les  y',  se  nomme 
second  diamètre;  et,  quoiqu’il  ne  rencontre  pas  l’hyperbole,  on 
convient  de  lui  donner  26'  pour  longueur. 

397.  L’éqüatlôft  [i]  étàni  divisée  par  a“  cosa  cos«'  donne 

6‘ 

[6 J tang*  tanga' = 


et  l’Ort  voit  qu’en  donnant  à l'àxe  des  x'  Une  position  particulière , 
ce  qui  revient  à détenninei'  a.  On  aura  une  valeur  réelle  pour 
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tauga';  ainsi  ehaqw  diamètm  a son  eonfvyvé.  Mais  il  faut  re- 
marquer qu’on  ne  doit  point  falré  tanga  !=  ± càr  alors  ôti  h’aü- 
niit  pas  do  vrais  diamètres  (388).  D’ailleurs,  ces  hypothèses 
donneraient  tang  a'  = ± - ; donc , dans  les  deux  cas , l’axe  des  w' 

O •' 

coïnciderait  avec  celui  des  a/,  ce  qui  montre  assez  clairement  que 
ces  lignes  ne  peuvent  plus  être  des  diamètres  conjugués. 

De  plug,  comme  l’équation  [6]  est  semblable  à celle  qui  lie  entre 
elles  les  directions  des  cordes  supplémentaires  (393)«  il  s’ensuit 
que  si  l’une  des  cordes  est  parallèle  au  premier  diamètre,  l’autre 
sera  parallèle  au  second  diamètre.  On  retombe  ainsi  sur  ces  pro- 
priétés déjà  connues  (294)  : que  deux  diamèlres  eonjugués  sont 
parallèles  à deux  cordes  supplémentaires  ; et  réciproquement,  que 
deux  diamètres  parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont  des 
diamèlres  cotÿugués. 

Dans  l'hyperbole  équilatère  b = a,  donc  tanga  tang ; donc 
les  angles  a et  a'  sont  compléments  l’un  de  l’autre. 

398.  Pour  connaître  s’il  y a d’autres  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires que  les  deux  axes , faisons  a'  œ 90"  a , ce  qui  donne 

sin  a’  = cos  a et  cos  o' = — sin  a.  L’équation  [2]  devient 

(a’  -f  è*)  siiia  cosa  =?  0 ; 

et  celle-ci  ne  peut  se  vérifier  qu’en  faisant  sin  a =;  0 ou  cosa  = 0, 
st^positions  qui  ramènent  aux  axes  primitifs.  , 

. 399.  Si  on  veut  que  les  diamètres  conjugués  de  l’hyperbole 
soient  égaux , on  égalera  entre  elles  les  valeurs  de  a'*  et  de  6'*.  On 
auraa*sin’a  — 6’cos*a= — a’sinV-f-  é’cosVj  et,  en  remplaçant 
cos'a  par  1 — sin^a,  et  cog'a'  par  1 sinV,  oette  équation  donne 

26* 

17]  sitt*a-f-sih*a'  = ^q-^,. 

Si  on  transpose  le  second  terme  de  l’équation  [S]  dME  l'ètftre 
membre,  qu’on  élève  le  tout  au  carré  « et  qu’alors  on  fasse  les 
mêmes  substitutions  que  ci-dessus , on  troüve  facilement 

6* 

[8]  < • . Bin*B8iûV=^jjj-p-^,.  • . . 

Du  carré  de  l’équation  [7]  retranchons  quatre  fols  .celle-^ci,  il  vient 
(8iu*a — shi*a')*  = 0;  donc  , , 

sin*a'=sin*a,  cosV  = cos’a,  tang  a' =±  tanga. 
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Mais  l'éq.  [6]  prouve  que  les  deux  tangentes  sont  de  même  signe; 
donc  tanga'=  tanga,  et  par  suite  l’éq.  [6]  donne 

tang  « = tango'=  ± 

Ainsi , dans  l’hyperbole,  le  calcul  indique,  pour  diamètres  conju- 
gués égaux , deux  droites  réunies  en  une  seule , et  dirigées  sui- 
vant l’une  ou  l’autre  des  diagonales  du  rectangle  fait  sur  les  axes. 

400.  Dans  l’hyperbole  il  y a deux  théorèmes  tout  à fait  analo- 
gues à ceux  du  n®  .350  ; et  comme  ils  se  démontrent  de  la  même 
manière , je  me  bornerai  à les  énoncer. 

Théorème  I.  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  est  équivalent  au  rectangle  des  axes. 

Théorème  H.  La  difjérence  des  carrés  des  diamètres  conjugués 
est  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes. 

401 . De  ce  qui  précède  il  suit  que , dans  les  problèmes  relatifs 
h l’hyperbole , on  pourra , si  cela  paraît  plus  commode , substituer, 
aux  équations  [2],  [4]  et  [5],  celles-ci  qui  en  sont  déduites  ; 

è* 

tanga  tanga' =^. 

a'6'sin(o' — a)=ab, 
a'*— 6'»=  fl'— 6*. 

La  dernière  montre  que  si  a = 6,  on  a aussi  a'— 1/\  donc , dans 
l’hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux.  Cette 
propriété  a lieu  dans  le  cercle  ; mais  les  diamètres  conjugués  y 
sont  rectangulaires,  tandis  que,  dans  l’hyperbole  équilatère,  ils 
font  avec  l’axe  transverse  des  angles  compléments  l’un  de  l’autre. 

Dans  les  hyperboles  ordinaires , 'o  étant  différent  de  b,  a'  né 
saurait  être  égal  à è',  et  il  n’y  a pas , à proprement  parler,  de  dia- 
mètres conjugués  égaux. 

402.  £n  étant  les  accents  des  variables , l’équation  [A,]  sera 

[A,]  ' fl''y‘  — è'*a;*  = — fl'‘è''. 

Elle  est  toute  semblable  à l’équation  [A]  relative  aux  axes  ; donc 
les  propriétés  indépendantes  de  l’inclinaison  des  ordonnées  seront 
communes  aux  axes  et  aux  diamètres  conjugués.  Ainsi  : 

1°  Les  carrés  des  ordonnées,  parallèles  au  second  diamètre, 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments  foimés  sur  le 
premier  (365).  ’ - 
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2°  Selon  qu’un  point  donné  est  situé  sui’  l’hyperbole , ou  au 
dehors  ou  au  dedans , la  quantité  «'*0'*  sera  nulle , 

positive  ou  native  (364). 

3°  En  désignant  par  a le  rapport  de  sinus , égal  au  coefTicient 
de  X dans  l'équation  générale  de  la  ligne  droite , on  aura  pour  la 
valeur  de  «,  relative  à la  tangente  (374), 

«"y  ’ 

et  l’équation  de  la  tangente  sera  encore 
a”y'y  — V'x'x  — — 

Les  limites  des  tangentes  auront  pour  équation  (377)  ' 

, , - ■ 


d’où  l’on  conclut  qu’elles  se  confondent  avec  les  diagonales  du 
parallélogramme  construit  avec  les  diamètres  conjugués  ( lig.  169). 
La  sous-tangente  est  encore  (378) 


PT  = 


x’»— a'*, 
x'  ’ 


et  on  aura  toujours  entre  les  valeurs  de  a et  de  a',  relatives  à la 
tangente  et  au  diamètre  mené  par  le  point  de  tangence,  la  relation 


4®  Si  y = 5x  -f-  P est  l’équation  d’une  corde  quelconque  de  l’hy- 
perbole, et  si  y = S'x  est  celle  du  diamètre  qui  passe  par  les  mi- 
lieux des  cordes  parallèles,  on  aura  (389)  la  relation 


et  cette  relation  a encore  lieu  pour  deux  diamètres  conjugués  dont 
les  équations  seraient  y = Sxety  = 5'x  (390),  aussi  bien  que  pour 
deux  cordes  supplémentaires  menées  aux  extrémités  d’un  diamètre 
quelconque  (393). 

403.  L’hyperbole  étant  rapportée  à deux  diamètres  conjugués, 
si  on  veut  lui  mener  des  tangentes  par  un  point  extérieur,  et  qu’on 
répète  les  mêmes  raisonnements  que  pour  l’ellipse  (353),  on  aura 
ce  théorème  : 

Si  de  chaque  point  d’une  droite  donnée,  on  mène  deux  tangentes 
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à une  hyverbole,  et  çv'p»  joigne  les  deutupointf,  4o  eontapt,  on  <;um 
des  sécantes  qui  viendront  toutes  se  rencontrer  en  un  rnême  poin,l, 
situé  sur  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  estjinrallèie  À lo  dfüdte 
donnée.  . ^ r 

Et  réciproquement,  si,  par  un  pgint  donné  dfm  pim  4'une 
hyperbole,  on  tire  différentes  sécantes,  et  que,  par  les  peints  OÙ 
chaque  sécante  rencontre  ta  courbe,  on  mène  deux  tangentes,  le 
lieu  des  points  d’intersection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises  deux  à 
, deux,  sera  une  droite  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  par  le  point  donné. , ‘ . ' 

404.  L’équation  [A,]  montre  ençore  qup  ^ pour  décrire  une  hy- 
perbole dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  il  faqt  d^crjre 
une  hyperbole  sur  ces  diamètres , comme  s’ils  étaient  les  axes  de 
la  courbe,  et  incliner  ensuite  convenablement  les  ordonnées,  sans 
changer  leurs  longueurs. 


p«8  agymptolcs. 

405.  Supposons  que  l’équation 

«y  — 6*a;*  = — a'é* 

soit  celle  d’une  hyperbole  rapportée  à deux  diamètres  conjuguée 
quelconques  : on  en  tire 

y = ±^\Jx^  — a*. 

Si  on  fait  abstraction  ^u  terme  — «*,  qui  se  trouve  sous  le  wdical, 
on  aura  deux  droites  représentées  par  les  équations 

, b h . 

y = -\--x,  M = x\ 

^ 'a  •’  a 

et  ces  droites  seront  les  asymptotes  de  l’hyperbole.  Cela  est  évi- 
dent d’epvés  la,  règle  donnée  à la  fin  du  n°  34B  ; mais  on  peut  le 
démontrer  directement.  , 

Pour  pins  de  clarté,  ne  considérons  sur  la  courbe  et  la  droite 
que  les  parties  situées  dans  l’angle  yhx  (fig.  170)  : la  difierence  dps 
ordonnées , correspondant  à une  mémo  abscisse  ic , sara 

MN  = ^(a? — — «*). 

Comme  la  partie  positive  -j-x  et  la  partie  négative  — — a* 
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croissent  et  devieiment  infinies  en  mêine  temps,  op  ne  reconnaît 
pas  irnmédiatement  si  cçtte  différence  vs  en  diniinnant.  Mais  une 
transformation  connue,  et  déjà  employée  n°  2/48,  donne 

irvT  6 , , (aj  — y/a^  — ^)'(a>  -j-  ab  . 

O * -f-  ® “t" 


alors  on  voit  clairement  qu’en  faisant  croître  x jusqu’à  l’infini, 
MN  décroît  jusqn’à  zéro,  On  peut  raisonner  de  la  mémo  manière 
pour  les  portions  d’hyperbole  comprises  dans  les  autres  angles,  et 
on  conclut  que  les  deux  droites  dont  U a agit  sont  en  effet  les  asym- 
ptotes de  l’hyperbole. 

406.  Si  on  construit  sur  les  diamètres  conjugués  (fig.  170)  un 
parallélogramme  HKH'K',  les  équations  des  diagonales  UH' et  KK' 

sont  y=i±-,x\  donc  le*  asymptotes  de  l’hyperbole  eoincideni 
G ■ » 

avec  les  diagonales  dn  parallélogramme  formé  sur  deux  diamètres 

conjugués  quelconques.  . 

En  rapprochant  cette  conséquence  du  n°  402,  on  voit  que  les 
asymptotes  peuvent  être  aussi  considérées  comme  limites  des 
tangentes. 

407.  Les  cdtés  HK,  U'K',  menés  par  les  extrémités  du  premier 
diamètre  BC,  sont  tangenU  à l’hyperbole,  et  divisés  en  parties  égales 
aux  points  B et  C , de  sorte  qu’on  a BH  = BK  ~b’ \ donc,  en  ter- 
minant la  tangente  aux  points  où  elle  rencontre  les  asymptotes,  on 
peut  dire  qu’elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact,  et  qu’elle  est  égale  et  parallèle  au  diamètre  conjugué  de 
celui  qui  aboutit  à ce  point. 

Il  suit  de  là  qu’on  peut  facilement  mener  la  tangente  en  un  point 
B de  l’hyperbole,  lorsqu’on  connaît  les  asymptotes.  En  effet,  si  on 
mène  BQ  parallèle  à l’une  d’elles,  à AH  par  exemple,  qu’on  prenne 
QK  = AQ,  et  qu’on  mène  la  droite  KBH,  elle  sera  la  tangente 
cherchée  : car , à cause  des  parallèles  BQ  et  AH , on  a BH  = BK. 

H est  facile  aussi , quand  on  donne  un  diamètre  qui  rencontre  la 
courbe,  de  trouver  son  conjugué  : car,  ayant  mené  la  tangente  HK 
par  l’une  des  extrémités  de  pe  diamètre , il  suffira  de  mener  la 
droite-DE  parallèle  à HK  , et  de  prendre  AD  = AE  = BH. 

408.  La  propriété  de  la  tangente  n’est  qu’yn  c,^  particulier  de  ce 
théorème  général  : les  portions  d’une  sécante  quelconque^  com- 
prises entre  l'hyperbole  et  ses  asymptotes,  sont  égales  entr^  elles. 
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Il  s’agit  donc  rie  démontrer  que  M'N'=MN  (fig.  171).  Par  le 
milieu  P de  MM'  et  par  le  centre  A , menons  le  diamètre  Kx , et 
supposons  qu’il  rencontre  rhj-pe'rbole  en  B ; son  conjugué  Ay  sera 
parallèle  à MM'.  Or,  si  par  le  point  B,  entre  les  asymptotes,  on 
mène  HK  parallèle  à Ay,  on  doit  avoir  BH  = BK  ; donc  Kx  divise  en 
parties  égales  toutes  les  parallèles  à HK,  comprises  entre  les  asym- 
ptotes; doncNP=N'P  ; doncNP — MP=N'P — M'P;  doncMN=M'N'. 

La  démonstration  de  serait  pas  plus  diflicile , si  le  diamètre  kx 
ne  rencontrait  pas  l’hyperbole. 

On  a maintenant  un  nouveau  moyen  très-simple  de  décrire  une 
hyperbole , quand  on  en  connaît  un  point  M ainsi  que  la  position 
des  asymptotes.  On  mène  de  ce  point  une  droite  quelconque  NMN’, 
qu’on  termine  aux  asymptotes  ; et  en  portant  NM  de  N'  en  M' le 
point  M'  appartient  à la  courbe.  Ën  répétant  cette  construction , 
on  trouve  autant  de  points  qu’on  veut. 

Pour  le  tracé,  il  est  commode  de  ne  pas  mener  toutes  les  lignes 
par  un  seul  point  M,  et  de  faire  servir  à cet  usage  quelques-uns  de 
ceux  qu’on  détermine.  On  évite  ainsi  la  confusion  qui  résulterait 
d’un  grand  nombre  de  lignes  passant  par  un  même  point. 

On  peut  employer  cette  construction  quand  on  connaltlagrandeur 
et  l’angle  de  deux  diamètres  conjugués;  car  alors  on  connaît  deux 
points  de  l’hyperbole , et  il  est  facile  de  déterminer  les  asymptotes. 

409.  En  désignant  par  a et  ft  les  demi-diamètres  conjugués  AB 
et  AD  (fig.  I7t),  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ces  deux 
diamètres  est 

«y— a*é*, 

et  celle  de  l’asymptote  AH  est 

b 

• y = ~x. 

^ a 

En  nommant  y et  T les  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  droite , 
qui  répondent  à la  même  abscisse  AP,  on  a 

T*  — y*  = (a:»— a*)  = 6*  ; 

inaisY  — y = MN,  et  Y-|-y  = PM-f PN  = PM-f  PN'  = MN'; 
donc MN  X MN' = Y*  — y*=6*.  ’ 

Si  la  sécante  était  parallèle  au  diamètre  2a,  on  ferait  voir  sem- 
blablement que  MV  X MV'  = a*. 

Donc,  lorsqu’une  sécnnle  à l’hyperbole  est  parallèle  à un  diamè- 
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ire,  le  rectangle  des  parties  de  cette  sécante,  comprises  entre  un  point 
de  la. courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi-fliamètre. 

De  là  résulte  un  moyen  de  trouver  deux  diamètres  conjugués 
quand  on  connaît  la  direction  de  l’un  d'eux  ky,  les  asymptotes  et 
un  point  de  la  courbe.  Par  le  point  connu  M,  on  mène,  entre  les 
asymptotes , NMN'  parallèle  à Ay  ; et  le  demi-diamètre  AD  sera 
inoyen  proportionnel  entre  MN  et  MN'.  Connaissant  AD,  on  mène 
kx  par  le  centre  A et  par  le  milieu  P de  NN'  ; on  mène  aussi , pa- 
rallèlement à kx  la  ligne  DH  qui  coupe  l’asymptote  en  H ; enfin 
on  mène , parallèlement  à AD , la  droite  HB , qu’on  termine  à kx 
en  B ; AB  sera  le  demi-diamètre  conjugué  de  AD. 

La  même  propriété  sert  encore  à trouver  les  axes  quand  on  a 
deux  diamètres  conjugués  : car  alors  on  connaît  un  point  de  l’hy- 
perbole, on  peut  tracer  les  asymptotes  et  avoir  la  direction  des 
axes  en  divisant  en  parties  égales  les  angles  des  asymptotes.  Le 
reste  s’achève  facilement. 

410.  Les  droites  BQ,  BR  (fig.  170) , étant  menées  parallèles  aux 
asymptotes,  le  triangle  ABR  est  égal  à ABQ  ; mais  les  triangles  ABQ 
et  BQK  sont  équivalents  puisque  AQ  = QK  ; donc  le  parallélo- 
gramme AQBR  est  équivalent  au  triangle  ABK.  Or,  ce  triangle  est 
la  huitième  partie  du  parallélogramme  HKH'K',  dont  l’aire  est 
constante  quelle  que  soit  la  position  du  point  B (400);  donc  l'aire 
du  parallélogramme  formé  par  les  asymptotes.de  l’h^erbole  et  par 
les  parallèles  menées,  à ces  lignes,  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe,  est  constante,  et  égale  à la  huitième  partie  durectangle  des 
axes  ou  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués. 

• ; 

L'hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes. 

• 

411.  Si  on  prend  l’a^mptote  inférieure  (fig.  172)  pour  la  ligne 
des  X,  et  l’asymptote  supérieure  pour  celle  des  y ; si  par  un  point 
quelconque  de  l’hyperbole  on  mène  les  coordonnées  MP,  MQ,  et 
si  on  désigne  par  p l’angle  des  asymptotes , l’aire  du  parallélo- 
gramme APMQ  sera  exprimée  par  ai^ysin  p.  Cette  aire  doit  être 
constante  et  égale  à la  huitième  partie  du  rectangle  des  axes  ; 
donc  si  ces  axes  sont  donnés  et  qu’on  les  représente  par  2a  et  2è, 
l’équation  de  l’hyperbole,  rapportée  à ses  asymptotes,  sera 

. „ aô  ab 

a:ysmp=2  ou 
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' Ori  peut  exprimer  sin  p au  Unoyen  de  a et  de  6.  ËleVotis  à Ë'exttè- 
mité  du  premier  axe  la  perpendiculaire  Bfi  terminée  à l’asÿtn- 
ptôte  ky  : la  ligne  BH  sera  égale  à 6;  et,  si  on  désigné  par  8 l'an- 
gle B^ , le  triangle  ABH  donnera  ' ’ / 

b ' a • 


élh  I 


fcos0  = - 


V^a*  -|-  6*  ^ -f-é* 

Or , slîi P ‘i=  SiH29  ==  2 feiiie  cos6  ; dortc  bn  à 

2aè  . 

' a*  + b'' 


sinp: 


et  par  conséquent  l’équation  de  l’hyperbole  devient 


[AJ 


xg-. 


6* 

— T— 


La  forme  de  cette  équation  rappelle  sur-le-chanap  que  les  asym- 
ptotes sont  prises  pour  axes  des  coordonnées  : car  on  en  tire 


y = 


4x  ’ 


Valedr  qui  est  nulle  lotsqüé  x = ±<x> , et  qui  augtnente  de  zéro 
ài:  00  quand  ort  feit  décroître  x jusqu’à  zéro.  U en  est  de  même 
des  valeurs  dex  cdmparées  à celles  de  y. 

4l2.'0uànd  on  vêtit  trouver  l’équation  aux  asymptotes  en  par- 
vint de  l’éqüatlon  aux  axes 

[A]  , . ' ay—b‘x‘  = — a*b‘, 

on  a recours  aux  formules 


a;  = a/ cos  O -j- y' cos  o',  y = a;'sina-|-y'sina'. 

11  faut  d’abord  y mettre  au  lieu  de  sina,  coau,  ^in«^  coso',  les  va- 
leurs qui  se  rapportent  aux  nouveaux  axes  dont  on  fait  choix.  En 
prenant,  comme  dans  le  n®  précédent,  les  x'  sur  l’asymptote  in- 
férieure kx'  (flg.  173),  et  les  y'  sur  l’asymptote  supérieure  Ay', 
l’angle  a'  sera  égal  à y'kx,  et  l’angle  « égal  à 300® — x'kx.  Or, 
si  on  élève , à l’extrémité  de  l’axe  transverse , la  perpendicu- 
laire BH=  b,  le  point  H doit  être  sur  l’asymptote  (406)  ; par  con- 
séquent le  triangle  ABH  donne.  Comme  plus  haut, 


sino  = 


b 


cosa': 
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Wis,  si  Aiî  ol)sene  que  « — .360"  — = 360"  — ot',  on  aiiiii 


Slh4i=  — sinà'  = ^ 


cOSh  = CoSa  _ • 


x = 


v'a^  + i*  .•  _ V®’+** 

Par  suite,  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passera  des  axes 
aüx  asyâiptotes  sont  . ' , • 

._a(y'+^)  ..  ■■  f>(y'—a/) 

II  tt‘y  ft  dbnc  j^lus  qti*k  sub^ituët*  cés  Valéuré  dâhs  i’Ajiiatibti'[/lJ. 
n vient  ainsi , en  dtant  les  accents  dont  on  n’a  plifê  bestnÜ  ' ' 

[AJ  = + 

c’est  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  aux  asymptotes.^  , ^ 
té  Câr^é  égal  à J t«*  + > est"  qüétq'üeïois  honimé  ïapüisstmce 

dè  i'hÿperhol'e.  Këj^^sétitons  ce  carré  par  >»*,  ët  l’équation  précé- 
dente devient 

c*J  . . • , . ..  :ri  •. 

4I3i  SoteBt'âT'i  et  cd',  y"i,ies  coordonnées  de  déux  points  tte 
l’hyperbole  r si  on  mène  une  sécante  par  ces  points^  et  si  bn  fait 

■ ’ V -y^  ' • ■ ' - 

réqilaticm de  Itf  Bééante  sera  •'  * ' • • • • 

[i]  ÿ — ÿ'==a(a;-^a0- 

On  doit  avoir  x'^  = »»*,  ud'i/'  = /»’;  et,  en  retrancbsoit  la  seconde 
équation  de  la  première,  il  vient 

I a/y'  — a;''y"  = 0. 

dette  égalité  peut  s’écrifé  dltlsi,  — y")  — 0 > et 

alors  on  en  tire  ' ' • . 

y'_y»_  -..l-. 

Si  on  . veut  que  la  droite  devienne  tangente , il  faut  supposer 
x"  = x',  y*  = y*.  Par  ces  hypothèses,  a se  réduit  à — par  con- 
séquent l’éqtlation  de  la  tangente  sera 

y — y'  = — |,(x  — x'). 

414.  En  faisant  y = O dans  cette  équation , on  trouve , pour  le 
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pied  déjà  tangente  MT  ( fig.  174  ) , ar  - AT  = Ste'  f donc  AT = 2AP 
et  par  suite  MT  = MR,  résultat xx5nnu  (407).'  . ' 

415.  Reprenons  l’équation  [1]  de  la  sécante  MM'.  Eay  faisant 
y 0, 11  vient  d abord  a:'  x=ï*S== — puis,  en  remplaçant  a 

par  sa  valeur  générale — relative  à la  sécante . on  a PS  = 1^' 

_y"as"  7 

y"  ^ ^ mène  M'Q. parallèle  à Aa?,  les 

triangles  MPS,  M'QV,  sont  égaux;  donc  MS  = M'Y  : théorème 
déjà  trouvé  (408). 


Quadrature  de  l’hyperbole. 

416.  Supposons  d abord  1 hyperbole  équilatère,  et  sa  puissance 
égale  à 1 unité;  J équation  de  cetté  courbe,  rapportée  à ses  asym- 
ptotes sera 

xy=\.  ‘ ■- 

Prenons  (fig.  176)  une  abscisse  AC  = 1 et  une  abscisse  quelconque 
AP  = a;;  puis  proposons-nous  d’évaluer  Taire  BCPM,  comprise 
entre  Thyperbole,  Tasymptote  et  les  ordonnées  CB,  PM. 

Divisons  CP  en  un  nombre  quelconque  de  parties  (elles  ne  sont 
pas  supposées  égales)  ; élevons  aux  points  de  division  les  ordon- 
nées C'B',  C"B",...  et  formons  les  rectangles  CBDC',  C'B'D'C*,... 
Si  on  fait  la  somme  de  tous  ces  rectangles,  la  limite  de  cette 
somme  sera  Taire  demandée  : c’est-à-dire  que  si  les  intervalles  CC', 
C'C",...  se  resserrent  indéfiniment  jusqu’à  devenir  nuis,  ce  qui 
exige  que  leur  nombre  augmente  jusqu’à  l’infini , la  somme  des 
rectangles  décroîtra  en  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  l’aire 
hyperbolique  BCPM , à laquelle  elle  finit  par  être  égale.  C’est  donc 
cette  limite  qu’il  s’agit  de  découvrir. 

Les  abscisses  AC  AC',  AC",...  AP,  étant  désignées  par  1,  a! , xf, 

.t",...  X,  les  ordonnées  sont  1,  i,  7, 7,,..  1;  donc  on  aura 
rectangle  CBDC'  = CC'  X CB  = (;r'  — 1)  X 1 = ic'  — 1 , 

rectangle  C'B'D'C"=  C'C"  X C'B'  = {od'—  a/)  x — = — — 1 

af  af  ’ ’ 

rectangle  C"B"D"C"'=  C"C"x  C"B"=  {af—  a:")  x — = — — 1 
ainsi  de  suite. 
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La  loi  selon  laquelle  les  points  C',  C",...  ont  été  espacés  est  tout 
à fait  arbitraire;  ainsi  on  peut  prendre  les  abscisses  1,  a!, 
en  progression  géométrique.  Le  premier  terme  étant  1,  la  raison 
sera  a! , et  on  aura  x"=  a/’,  etc.;  de  sorte  que  si  « est  le 

nombre  des  intervalles  entre  C et  P,  la  dernière  abscisse  sera  x=3cf'. 
Alors  tous  les  rectangles  sont  égaux  à a/ — ^ 

Si  on  ajoute  d’abord  les  deux  premiers  rectangles , ensuite  les 
trois  premiers,  puis  les  quatre  premiers,  et  toujours  de  même, 
les  sommes  seront  2 (a;' — 1),  3 (a/ — 1),  4 (a?'— 1),  etc.  Donc  les 
aires  rectangulaires , commençant  à l’abscisse  AC  = 1 , et  terminées 
aux  abscisses  successives,  pourront  se  représenter  comme  il  suit  : 

abscisses  1,  a;'  a;**,  a;**, a/"  ou  a:,  . 

aires  0,  xf — 1,  2 (a/ — IX-Sfa/ — l),...n(a:' — 1). 

On  met  zéro  pour  la  première  aire , parce  que  l’aire  comprise 
entre  BC  et  BC  lui-même  est  nulle. 

On  voit  que  les  abscisses  forment  une  progrêssibti  géométrique 
qui  commence  par  l’unité , et  les  aires  une  progression  arithmé- 
tique qui  commence  par  zéro;  .donc  les  aires  rectangulaires,  coni- 
prises  entre  BC  et  les  autres  ordonnées  successives , sont  les  loga- 
rithmes des  abscisses  auxquelles  ces  ordonnées  correspondent. 

Cette  conséquence  étant  indépendante  du  nombre  des  divisions 
faites  sur  CP,  doit  s’appliquer  encore  au  cas  où  leur-nombre.de- 
vient  infini , ou , en  d’autres  termes , au  cas  où , au  lieu  de  passer 
du  point  C au  point  P par  un  nombre  fini  d’abscisses  en  pro- 
gression géométrique , on  passerait  successivement  par  toutes  les 
abscisses  intermédiaires.  Mais  alors  les  aires  rectangulaires  ne  sont 
plus  autre  chose  que  les  aires  hyperboliques , comprises  entre  CB 
et  les  ordonnées  correspondant  à ces  abscisses.  De>  là  résulte  cé 
beau  théorème , que  les  aires  hyperboliques  telles  que  BCPM  sont 
les  logarithmes  des  abscisses  correspondantes  AP. 

Quelle  est  la  base  du  système  dans  lequel  se  prennent  ces  loga- 
rithmes? Cette  question  revient  à déterminer  un  nombre  tel  qu’en 
l’élevant  à la  puissance  indiquée  par  l'une  de  ces  aires,  on  trouve 
pour  résultat  l’abscisse  correspondante.  Reprenons,  dans  les  pro- 
gressions ci-dessus,  les  termes  correspondants 
X et  n{x'  — l), 

dont  le  second  exprime  la  somme  des  rectangles  compris  entre  BC 
et  MP.  En  faisant  » = » , cette  somme  doit  devenir  égale  à l’aire 
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bjrfrérbëU^K  BCPMî  t’est  (loutt^d  nous  poserotlâ  l’éc(Udtit>n 
g.(rf-t)  X,  du , ce  »}üi  ëst  la  même  chose , . ' 

• ' ■ ' * 

[13  , . . = . 

et  ndUâ  détfeHHinetons  la  Vidèilë  de  fl  <|ui  répond  it  la  TBleilr  «=£!*>  : 
Nous  aurons  alors  ht  bfase  cherchée.  ■ ■■• 

~C6fhtM  la  iràietir  de  fl  doit  reeter  'la  même  tpiel  que  seit^j  néüs 
ohdiaireds  pour  x la  Valeur  qui  rcaid  Teaposant  de  E à i«  lër»- 
qâ*on  filit  « ==  * . OVj  l’éqüatiou 

-i:  ,r.  ..  • »(v^— l)  = ï ' ...'1' 


donne. 


- + ■■  , 
91  tih  développe  1à  puiüëtihce,  il  trient  i 

v:.  ;-^+à-s)+a-è)a-ii)' 

: +a-è)(5-â)(i-i)+«'«r 

et,'  en  ëupposont  » s « f on  trouve 


■ *-*+!  + 0 + 2^1+**®- 

. . ■ • * j'  .i 

, On  démontre  en  algèbre  que  la  valeur  exacte  de  cette  série  nu- 
mérique est  irrationnelle.  Mais  si  on  prend  dans  la  série  un  nombre 
suffisant  de  termes , on  peut  obtenir  cette  valeur  avec  une  aussi 
grande  approximation  qu’on  veut.  En  la  désignant , selon  l’usage , 
par  e,  on  trouve 

e = 2,718  281 888  459  048;. i 

'^Maintenant,  pour  l’indéterininéô  x,  prêtions  cfette  Vàlelir  paC- 
Bbùliëre , et  l’équation  [1]  devient 

-t  ‘ ^ 

[3]  E»Vï'-d=:B. 


Mais  l’équation  [2]  doit  se  vérifier  en  posant  a;  = e et  w =.  00  ; 
donc  l’exposant  de  E,  dans  l’équation  [3],  se  réduit  à I quand 
<m  fait  N E=  <30  ; doUc E s=  e;  Ainsi , c’est  le  nombres  qni  est  la  base 


r_'.i'-lhyC'iu)^k 
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du  système  dans  lequel  il  jfaut  prendre  les  logarithmes  des  ab- 
scisses AF,  pmr  avoir  les  aires  hyperboliques  telles  que  BCPM . 

Ces  logarithmes  sont  (^ux  que  NÈPsa^  inventeur  des  logarithmes, 
calcula  d’abord , et  (mi  leur  donne  le  nonî  de  Népériens.  Je  les  in- 
diquerai par  la  lettre  1 , et  ^n  conséquence  j’écrirai 

aireBCPJfl  — Ix. 

Cette  formule  donne  aussi  les  aires  qui  répondent  aux  abscisses 
< AC,  pourvu  qu’on  regarde  comme  négatives  les  aires  telles 
que  BGQN,  qui  sont  placées  à gauche  de  BC.  £n  effet,  si  on 
mène  BG  et  NU  perpendiculaires  sur  on  aura  BGUN  |y  ; ear 
tout  est  semblable  pour  chaque  asymptote.  Or, 

BCQN  = BCAG-|-BGHN-NQAH, 
et,  àcause  de  xy  = 1,  on  a BCAGss  NQAH=:1  ; donc  .;  « !' 

, BGQN=BGHN*=ly=ll.=:— Ix.  . 

SC 

t t ’ i . ' • ' . 

417.  Jusqu’ici  l’on  n’a  considéré  que  l’hyperbole  équilatère  don- 
née par  l’équation  xy  =>  l.  Maintenant  supposons  plus  générale- 
ment que  les  asymptotes  tassent  entre  elles  un  angle  ykx  = p 
(fig.  176),  et  qu’oa  ait  l’équation  ‘ 


xy  = nf. 


Menons  A/  perpendiculaire  sur  ko6,  et  concevons  qu’on  ait 
décrit  sur  les  axes  rectangulaires  Ax  et  Ày''  l’byperbole  équilatère 
qui  a pour  équation  xy  = 1.  Si  en  prend  AG=>1  et  APc:t  x<  si  on 
mène  les  ordonnées  correspondantes  des.  deux  hyperboles,  et  si  on 
désigne  par  S et  s les  surfaces  BCPM,  B'CPM',  il  sera  facile  de  dé- 
montrer, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n*  368 , que 


S OT^sinp 

x~  ï 


d’où  S = m'siu^Xbr. 


On  peut,  si  Port  veut,  considérer  Paire  S comme  étant  elle- 
même  le  logarithme  de  x ; mais  il  faut  prendre  alors  les  logarith- 
mes dans  un  système  qui  aurait  pour  module  /n’sin  p (c’est  ainsi 
qu’on  nomme  la  quantité  constante  par  laquelle  il  faut  multiplier 
les  logarithmes  népériens  pour  les  transporter  dans  un  autre 
système). 
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CHAPITRE  XI. 


' DE  LA  PARABOLE. 


La  parabole  rapportée  b son  axe,  etc.  ' ■ 

418.  On  a vü  (267)  qu’un  choix  convenable  de  coordonnéés 
rectangulaires  ramène  l’équation  d’une  parabole  à la  forme 

[p]  y*  = ^x. 

Déplus,  on.pourra  supposer  P positif  : car  si  on  avait  y*=— 
il  n’y  aurait  qu’à  (Ranger  le  sens  des  x podtils  pour  changer  cette 
équation  en  y*=  2px. 

Cette  forme  d’équation  montre  sur-le-champ  que  l’origine  est 
un  point  de  la  courbe;  car  en  faisant  x=0,  on  &y=0.  Kilo 
montre  encore  que  la  Kgne  des'a?est  un  axe  de  la  cour^,  puisque 
chaque  abscisse  donne  pour  l’ordonnée  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires , et  que  d’ailleurs  lès  coordonnées  sont  rectan- 
gulaires. Cét  axe  est  le  seul  qui  existe  dans  la  parabole  (445). 

419.  L’équation  [p]  donnant 

on  voit  que  la  courbe  ne  s’étend  pas  vers  les  x négatifs  ; car  æ né- 
gatif rend  y imaginaire.  Mais , si  x croit  depuis  0 jusqu’à  -|-  oo , p 
croit  aussijusqu’à^ae  ;doncia  parabole  s’étend  à partir  de  l’ori- 
gine jusqu’à  l’infini , symétriquement  au-dessus  et  au-dessous  de 
l’axe  dœ  x.  Elle  doit  d’ailleurs  être  toujours  concave  vers  cet  axe, 
ainsi  que  le  représente  la  figure  1 77  : autrement,  on  pourrait  la  cou- 
per en  plus  de  deux  points  par  une  droite , ce  qui  est  impossible. 

La  parabole  n’a  qu’un  seul  sommet  : c’est  le  point  A où  elle  est 
rencontrée  par  son  axe.  Le  coefficient  de  a;  dans  l’équation  [p] 
j>ar  lequel  une  parabole  diffère  d’une  autre  parabole , se  nomme 
le  paramètre. 

420.  Le  rapport  du  carré  de  l’ordonnée  à l’abscisse  étant  con- 
stant d’après  l’équation  même , il  s’ensuit  que  dans  la  parabole  les 
carrés  des  ordonnées,  perpendiculaires  sur  l’axe,  sont  entre  eux 
comme  les  distances  du  sommet  aux  pieds  de  ces  ordonnées. 
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421 . Pour  chaque  point  de  la  parabole  on  a y* — 2px  = O.  Si  on 
considère  un  point  extérieur  K,  et  qu’on  mène  sur  ky  la  perpen- 
diculaire QK  dont  le  prolongement  rencontre  Fa  parabole  en  M, 
l’abscisse  du  point  K sera  moindre  que  celle  du  point  M , et  l’or- 
donnée sera  la  même  ; donc  au  point  K on  devra  avoir  y* — 2px>0. 
Un  raisonnement  semblable  montre  que  pour  un  point  intérieur  K' 
on  a y* — ipx  <;  0.  Ainsi  on  a toujours 

y* — 2px  = 0 sur  la  parabole, 
y* — ipx  > 0 hors  de  la  parabole, 

^ — ipx  < 0 dans  la  parabole. 

422.  On  peut  décrire  très-simplement  la  parabole.  Soit(fig.  177j 
AP  une  abscisse  quelconque , on  porte  sur  l’axe  kx,  à gauche  du 
sommet , une  distance  AB  égale  au  paramètre  2p  ; on  décrit  sur  BP, 
comme  ^amètre , une  circonférence  qui  coupe  au  point  R la  per- 
pendiculaire Ay  ; enfin  on  élève  l’ordonnée  PN , qu’on  termine  àla 
droite  RN  parallèle  à Ax  : le  point  N appartient  à la  parabole. 
En  effet,  par  cette  construction,  PN=AR  et  AR*=  ABxAP; 
donc  PN*  = 2p  X AP. 

423.  On  a vu  (260)  que  dans  le  cas  de  la  parabole  les  coordon- 
nées du  centre  sont  infinies.  Cela  conduit  à considérer  cette  courbe 
comme  une  ellipse  infiniment  allongée  ; et  cette  analogie  pouvant 
être  utile  pour  prévoir  avec  facilité  les  propriétés  de  la  parabole , 
il  importe  de  la  vérifier.  Prenons  ( 296)  l’équation 

[<1  y*=ÿ(2<w;  — X*),  •. 

I 

dans  laquelle  l’origine  est  au  sommet  A de  l’ellipse  (fig.  178).  La 
distance  OF,  du  centre  au  foyer,  est  — 6*;  et  en  la  retranchant 
de  a on  a AF  = a — yja? — 6*.  Introduisons  cette  quantité  dans 
l’équation  de  l’ellipse , comme  constante  que  nous  prendrons  égale 
on  aura  a — \jo? — é*=^p,  d’où  ap — Jp*.  Par 
la  substitution  de  cette  valeur,  l’équation  [e’]  devient 

ÿ*=“^~,^^  (2ax— X»), 

ou , eu  développant  convenablement  le  second  membre,' 


y*=  2px 


px(p-|-2x)  , p*x* 
2û  ■^4^* 


S02  , , Q^DXIÈIIB  P4IIT1S. 

3i  dans  cette  équation  on  donne  suocessivemeut  à a difféppn^a  va- 
leurSt  i)  restant  constant,  on  aurs  une  suite  d’ellipses  dont  Ips 
glands  axes  seront  didërents , mais  dont  le  sommet  À et  le  foyer  P 
conserveront  la  même  position.  Or,  en  augmentant  le  grand  axf 
jnsqu’à  l’infini  « il  faut  supprimer  les  tenues  qui  contiennent  « en 
diviseur  ; la  dernière  équation  se  change  donc,  en  celle-ci , , ; 

y*=slpa;i 

qui  est  précisément  celle  de  la  parabole.  Ainsi  on  peut  prendre  a 
si^and  que  la  difiërenœ  entre  l’ordonnée  dè  l’ellipse  et  celle  de 
la  parabole  soit  aussi  petite  qu’on  voudra , ce  qui  revient  à dire  que 
la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  infini. 

. t 

‘ . pu  forer  et  de  la  directrice. 

V 

424.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires , et  l’équation  de  la 
parabole  étant  y*  — 2p»,  on  nomme  foyer  le  point  dont  la  distance 
à un  point  guehongue  de  la  parabole  est  une  fonction  rationnotle 
de  l’abscisse  de  ce  point. 

Considérons  (fig.  17S)  la  suite  des  ellipses  qui  ont  un  sommet  A 
et  un  foyer  F comroons , la  distance  de  ce  foyer  à un  point  quel-r 
conque  dp  ch|tcune  de  ees  courbes  est  une  fonction  rationnelle  de 
l’abscisse  OP  ccHnptée  è partir, du  centre;  elle  est  donc  aussi  une 
fonction  rationnelle  de  l’absoisse  AP  comptée  à partir  du  sommet; 
car  OP=AP  — AO.  Or,  la  parabole  est  la  limite  de  ces  ellipses; 
donc  la  distance  du  point  F à chaque  point  de  cette  courbe  est  en- 
core une  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  de  ce  point.  D’ailleurs, 
AP  étant  représenté  par  ^ /?,  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal 
à ip\  donc  cette  courbe  a pour  foyer  un  point  situé  sur  son  axe,  à 
uue  distgnoé  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre. 

425.  Dans  l’ellipse,  la  somme  des  rayons  vecteurs,  menés  des 
foyers  à un  même  point  de  cette  courbe,  est  égale  au  grand  axe  : 
cherchons  la  propriété  correspondante  dans  la  parabole. 

Soit  une  ellipse  ( fig.  178)  dopt  le  grand  axe  est  AA',  et  dont  les 
foyers  sont  F et  F'.  Décrivons  du  point  F'  comme  centre,  avec  AA' 
pour  rayon , une  circonférence  HBH'  ; elle  coupera  l'axe  en  un 
point  B à une  distance  AB  = AF.  Menons  deux  rayons  vecteurs 
FN,  F'N,  à un  point  quelconque  de  l’ellipse,  et  prolongeons  F'N 
jusqu’à  sa  rencontre  R avec  la  circonférence  ; on  aura  évidemment 
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F1S[  = NK.  Maintenant  supposons  que  l’ellipse  conserve  toujours 
la  sommet  A et  le  foyer  F,  mais  que  son  grand  axe  augmente  Jus- 
qu’à devenir  infini.  A cette  limite , l’ellipse  devient  une  parabole, 
la  eirconférence  HU'  se  change  en  upe  droite  LL'  perpendiculaire 
à l’axe  au  point  B , et  la  ligne  NK  devient  perpendiculatre  à LL', 
sans  ce^er  d’être  égale  au  rayon  vecteur  NF.  La  perpendiculaire 
LL',  qui  passe  à une  distance  du  sommet  égale  à AF  ou  au  quart 
du  partupètre,  porte  le  nom  de  directrices  Donc  chaqve  point  de 
lajMrabole  est  également  élqigné  du  fcyer  et  de  l(^  directrice. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  reconnaître  qu’à  la  limite  oo , l’une 
deç'direçtrices  de  l’ellipse  devient  LL'.  En  effet,  d’après  lé  n*  315, 
ç et  d étapt  les  distances  du  centre  aux  foyers  et  aux  directrices, 
PP  doit  avoir  cd=«*,  Nommons  d' la  distance  du  somipot  A à |a 
directrice  voisine , on  aura  c = a Jp,  d = » -j-  d',  pt  par  suite 

(t* — ip)  («  -f-  = «N 


d'  = 


— JE- 


2o — P 


2-^ 


En  faisant  a = co , il  vient  d'  = ^p,  ce  qui  donne  la  ligne  LL'. 

426.  Pour  trouver  directement  le  foyer  de  la  parabole,  on 
applique  à la  définition  les  calculs  déjà  (bits  pour  l'ellipse  et  pour 
l’hyperbole.  Désignons  par  a;';  les  coordonnées  du  foyer  in- 
connu ; par  x,  y,  celles  d*uq  point  quelconque  de  la  parabole  ; et 
par  S la  distance  de  ces  deux  points  : op  aura 


S*  = {x — arO*-}-  ( y — y')*  = — 2a:’a:  y* — 2y'y  -f-  y'*. 

L’équation  la  parabole  donne  y = v/3pa;  i dopo,  pour  que  ^ soit 
une  fonction  rationnelle  de  ic,  il  faut  ^re  y’  ==  Q.  Cette  suppo- 
sitkui  donne 

S*  = a!*  — 2a;'a;  -|-a;''-f-2pa;  = a;*-|-2(p  — af)x-^x*. 

y pe  suffit  pas  que  S’  soit  une  fopction  rationnelle  de  oc,  il  fapt 
que  S lui-ipêrae  en  soit  upe  : cette  condition  eipgo  qu’op  ait 


(p — a:')*=x'*,  d’où  a:'=^p; 


donc  dans  la  parabole  il  n’existe  qu’un  foyer,  lequel  est  situé  sur 
l’axe  à une  distance  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre. 
427.  En  mettant  ^p  au  lieu  de  od,  il  vient  * 

S = a;-l-ip. 


D 
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Si  on  prend  ( flg.  179)  AB  = AF  = ip,  et  qti’on  élè^fe  BL  perpen- 
diculaire à l’axe  Ax,  le  point  F^ra  le  foyer  de  la  parabole,  et  BL 
eh  sera  la  directrice.  Si  ensuite  on  mène , d’un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  le  rayon  vecteur  FM  et  les’lignes  MP  et  MQ  per- 
pendiculaires sur  Ax  et  BL,  on  aura  ' ■ ' 

, ^ FM  = x-f ^p  = AP-f AB=MQ;  * 

et  ainsi  on  retrouve  que  chaque  point  de  la  parabole  est  égale- 
ment éloigné  du  foyer  et  de  la  directrice. 

428.  Soit^^  un  point  extérieur  à la  parabole;  menez  NQ  perpen- 
diculaire à la  directrice , prolongez  NQ  jusqu’à  sa  rencontre  M 
avec  la  courbe , et  joignez  le  foyer  F aux  points  N et  M : on  a 
NF-f-MN>MF,  er  MF  = MQ  = NQ-1-MN;  donc  NF-)-MN 
> NQ  -f-  MN , ou  bien  NF  > NQ. 

Pour  un  point  intérieur  N',  on  a,  en  suivant  les  constructions  de 
la  figure,  NT  < NTÜ  -j-  MF  ; or,  NT«  -f-  MF  = N'M  -}-  MQ = N'Q  ; 
donc  NT  <N'Q.  • 

Donc,  selon  qu’un  point  est  sur  la  parabole,  ou  au  dehors,  ou  au 
‘'dedans,  sa  distance  au  foyer  est  égale  à sa  distance  à la  directrice, 
ou  elle  est  plus  grande,  ou  elle  est  moindre. 

429.  U est  facile  de  construire  une  parabole  dont  on  connaît  le 
paramètre  2p.  Ayant  pris  (fig.  180)  AB  = AF  = ^p , on  élève  une 
perpendiculaire  GH  par  un  point  quelconque  P de  l’axe;  puis, 
avec  BP  pour  rayon  et  le  point  F pour  centre,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  GH  en  M et  N.  Ces  points  sont  à la  parabole  : car 
ils  sont  également  distants  du  foyer  F et  de  la  directrice  BL. 

Pour  décrire  la  parabole  d’un  mouvement  continu,  placez  contre 
la  directrice  BL  une  équerre  mobile  EQR,  prenez  un  fil  d’une  lon- 
gueur égale  à QR , attachez  une  de  ses  extrémités  en  R,  et  l’autre 
au  foyer  F ; tendez  alors  ce  fil  par  le  moyen  d’un  style  appliqué 
contre  QR , et  faites  glisser  l’équerre  le  long  de  la  directrice  : le 
style  décrira  la  parabole.  En  effet,  on  aura  toujours  FM-1-MR  = 
QM  -f  MR , donc  FM  = QM  ; donc  le  point  M est  à la  parabole. 

430.  Cherchons  encore  l’équation  de  la  parabole  d’après  l’énoncé 
suivant,  qui  est  celui  du  n*  316 , dans  lequel  on  fait  m=n. 

Trouver  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  d’avoir  chacun  de 
ses  points  également  distant  d’un  point  donné  F et  d’une  droite 
donnée  LL' (fig.  180). 

Je  mène  BFx  perpendiculaire  à LL',  et  par  le  point  A,  milieu 
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de  BF,  j’élève  ky  perpendiculaire  à kx.  La  courbe  cherchée  sera 
symétrique  par  rapport  à Àx  et  passera  au  point  A : c’est  pour- 
quoi l’on  choisit  les  lignes  kx  et  ky  pour  axes  de  coordonnées. 
Soit  M un  point  quelconque  de  la  courbe,  AP  son  abscisse,  et 
MP  son  ordonnée  : je  mène  MQ  perpendiculaire  à LL',  et  je  fais 
AF  = ^,  AP  = x,  MP  = y. 

Cela  posé,  ÂCF*  — y'-\-{x — et  MQ  = »-f-^p  : or , on  doit 
avoir  MF  = MQ  ; donc  l’équation  de  la  courbe  sera  y*  + (a;  — 

= (»  + kPft  0“  *5*®“  * toutes  réductions  faites , 

y*  = Ipx. 

431 . Ici  encore  on  peut  appliquer  au  foyer  et  à la  directrice  de 
la  parabole  ce  qui  a été  dit  au  sujet  de  l’ellipse  n"  317  et  318. 


De  la  tangente  et  de  la  normale. 


432.  Les  coordonnées  de  deux  points  de  la  parabole  étant  x',  y\ 
et  a^,  y",  si  on  mène  une  sécante  par  ces  deux  points , et  qu’on 
désigne  par  S l’angle  formé  par  cette  sécante  avec  l’axe  des  x,  on  a 

Les  deux  points  étant  sur  la  parabole*,  on  doit  avoir  y’’  = 1px\ 
y"*  = 2pa/';  par  suite,  il  vient  y'* — y"*=2p(a:'  — a/'),  d’où 


V-f. 

x' — 


2p 


y'  + y" 


donc 


tangS: 


2p 


■y'+y"' 

Quand  le  second  point  se  réunit  au  premier,  on  a x"=x',  y"=y', 
et  alors  la  sécante  devient  tangente  ; donc,  si  on  désigne  par  a la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  des  x par  la 
tangente  à la  parabole,  on  aura 

y'' 

Par  suite  l’équation  de  la  tangente  sera  y — ÿ=.^{x  — x'),  ou 

bien,  en  observant  que  y^=2px', 

[t]  y'y=p(x-i-x'). 

433.  Le  double  de  cette  équation  étant  retranché  de  l'équation 

20 
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— ^px',  011  trouve  y**  — a/y  = — ^px  ; et  en  ajoutant  y’  de 
part  et  d’autre , il  vient 

(y  — /)* = y’  — 


La  quantité  y* — est  donc  positive  pour  tous  les  points  de  la 
tangente,  excepté  pour  celui  dont  l’ordonnée  est  y'  ; tous  points 
sont  donc  extérieurs  à la  parabole  (421). 


434.  Si  on  fait  y'  = O,  la  formule  “ = ^ donne  a = ce  ; donc  la 

tangente  au  sommet  est  perpendiculaire  à l’axe.  Si  on  fait  croître  y' 
jusqu’à  l’infini  positif,  a décroît  jusqu’à  zéro  ; donc  la  tangente  à 
la  parabole  approche  sans  cesse  de  devenir  parallèle  à l’axe. 

436.  Pour  avoir  (fig.  181)  le  point  T où  la  tangente  rencontre 
l’axe  des  x,  il  faut  faire  y = 0 dans  l’équation  de  cette  ligne,  ce 
qui  donne  x = — x’.  Ce  résultat  prouve  que  le  point  T est  du  côté 
(les  abscisses  négatives,  à une  distance  AT  égale  à l’abscisse  AP. 

En  ajoutant  a;'  à AT , on  a la  sous- tangente  PT  = 2x'.  Donc, 
dans  la  parabole,  la  sous-tangente  est  dvable  de  l’abscisse,  ce  qui 
fournit  une  construction  fort  simple  de  la  tangente. 

436.  Ayant  trouvé  l’équation 


U]  y'y=pix  + ^) 

pour  la  tangente  à parabole,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x' 
et  y',  il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  tangente  qui  passe  par  un 
point  extérieur.  Si  on  représente  les  coordonnées  de  ce  point  par  af 
et  y",  elles  devront  satisfaire  à l’équation  de  la  tangente  : on  a donc, 
entre  les  inconnues  od  et  y',  les  deux  équations 

t/*  = 2px',  ^'y’=p{a/  + xl'). 

On  en  tire  

y'=y"±v'y"*— 2p(r", 
y"*-px*'±y’'v'y"«-2pa/'. 

X — , 

P 

et  il  n’y  aurait  plus  qu’à  substituer  ces  valeurs  dans  l’équation  [t]. 

Quand  le  point  donné  est  hors  de  la  parabole , la  quantité 
y**  — 2pjc"  est  positive,  les  deux  valeurs  de  y'  sont  réelles  et  iné- 
gales, et  celles  de  x'  .sont  réelles  aussi  ; donc  alors  il  y a deux  tan- 
gentes. Quand  le  point  donné  est  sur  la  courbe,  les  deux  valeurs 
de  x'  se  réduisent  à une  seule,  aussi  bien  que  celles  de  y',  et  il  n’y 
n plus  qu’une  seule  tangente.  Enfin,  quand  le  point  donné  est  dans 
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la  courbe , les  valeurs  de  x'^el  de  t/  étant  imaginaires , il  n’existe 
plus  de  tangente. 

437.  Cherchons  maintenant  l’équation  de  la  normale  à la  para- 
bole, au  point  qui  a pour  coordonnées  a/  et  y'.  D’abord,  cette 
équation  doit  être  de  la  forme 

Ensuite , comme  la  normale  doit  être  perpendiculaire  à la  tan- 
gente , on  doit  avoir 


et  par  suite,  l’équation  de  la  normale  devient 
[n]  _ y — / = — ^(x  — a/). 

En  faisant  y = O dans  cette  équation , 1a  valeur  correspondante 
de  X — x'  sera  celle  de  la  sous-normale  PS  (flg.  181  ).  On  trouve 
ainsi  PS  = x — x'=p  ; donc,  dans  la  parabole,  la  sous-normale 
est  constante  et  égale  à la  moitié  du  paramètre. 

438.  Le  foyer  de  la  parabole  étant  en  F (fig.  181),  oh  a vu  que 
AP  = et  FM  = X -j-  La  tangente  au  point  M étant  MT,  on  a 
vu  aussi  que  AT  = x.  Par  conséquent  TF  = x -)-  ^p  ; donc  FM=TF 
et  l’angle  TMF  =FTM.  Ainsi,  dans  la  parabole. , la  tangente  fait 
des  angles  égaux  avec  l’axe  et  avec  le  rayon  vecteur  mené  au  point 
de  contact. 

Si  on  mène  MG  parallèle  à l’axe,  l’angle  RMG  = FTM;  pat 
conséquent,  on  peut  encore  dire  que  la  tangente  fait  des  angles 
égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallèle  à l’axe,  menée 
par  le  point  de  contact.  Dans  cet  énoncé  on  reconnaît  un  théorème 
analogue  à celui  du  n°  330,  et  qui  devait  naturellement  résulter  de 
ce  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  infiniment 
éloignés  l’un  de  l’autre. 

439.  On  tire  de  là  un  moyen  très-simple  de  mener  une  tangente 
à la  parabole  par  un  point  donné.  Supposons  d’abord  que  ce  point 
soit  en  M sur  la  courbe  (fig.  182)  ; menez  le  rayon  vecteur  FM, 
prenez  PT  = FM,  et  tirez  TM  : ce  sera  la  tangente  demandée. 

Pour  le  démontrer  à posteriori,  on  mène  la  directrice  BL  à la 
distance  AB  = AF  = ^p,  on  tire  MK  parallèle  à l’axe , et  on  joint 
KF.  Par  la  nature  de  la  courbe  MK  = MF  (425),  et  il  résulte  de  la 
construction  que  l’angle  KMT  = TMF , donc  MT  est  perpendicu- 
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laii-e  sur  le  milieu  de  KF.  Maintenant,  si  d’un  point  quelconque  R, 
pris  sur  MT , on  mène  la  droite  RF  au  foyer , la  droite  RL  per- 
pendiculaire à BL,  et  qu’on  joigne  KR,  on  aura  RF  = RK  : or,  RK 
est  > RL  ; donc  RF  > RL.  Ainsi , chaque  point  de  MT,  excepté  le 
point  M , est  hors  de  la  parabole  (428). 

440.  Remarque.  Le  point  A est  le  milieu  de  BF  : donc  la  ligne  Ay, 
perpendiculaire  à l’axe,  doit  passer  au  point  O,  milieu  de  KF.  Or, 
la  tangente  TR  passe  par  ce  point  et  est  perpendiculaire  à OF  ; 
donc , .n  du  foyer  de  la  parabole  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  tangentes  à cette  courbe,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
ont  pour  lieu  géométrique  la  droite  menée  par  le  sommet , perpen- 
diculairement à l’axe. 

441.  Quand  la  tangente  doit  être  menée  par  un  point  T situé  au 
dehors  de  la  parabole  (fig.  183),  on  observe  que,  si  M est  le  point 
de  contact  cherché  et  MT  la  tangente;  en  menant  MF  au  foyer 
et  MK  perpendiculaire  à LL',  la  tangente  MT  doit  être  perpendi- 
culaire au  milieu  de  FK  ; donc  les  distances  TF  et  TK  sont  ^ales  ; 
donc  le  point  K sera  connu  par  l’intersection  de  la  directrice  avec 
le  cercle  décrit  du  centre  T,  avec  FT  pour  rayon.  Alors,  en  joi- 
gnant KF  et  abaissant  TR  perpendiculaire  sur  KF,  la  ligne  TR  sera 
tangente  à la  courbe , et  le  point  de  contact  sera  l’intersection  M de 
cette  tangente  et  de  la  ligne  KM  parallèle  à l’axe. 

Quand  le  point  T est  hors  de  la  parabole,  sa  distance  TF  au  foyer 
est  plus  grande  que  sa  distance  à la  directrice  ; donc  le  cercle  coupe 
la  directrice  en  deux  points  K,  K',  et  il  y a deux  tangentes.  Quand 
le  point  T est  sur  la  parabole,  TF  est  égale  à la  distance  du  point  T 
à la  directrice  ; donc  le  cercle  touche  cette  ligne , et  il  n’y  a plus 
qu’une  seule  tangente.  Enfin,  quand  le  point  T est  intérieur  à la 
parabole,  la  première  distance  est  moindre  que  la  seconde,  le  cercle 
n’atteint  pas  la  directrice,  et  il  n’y  a plus  de  tangente. 

442.  La  construction  précédente  peut  être  considérée  comme 
ime  modification  de  celle  qui  a été  donnée  pour  l’ellipse  (333),  mo- 
dification qui  résulte  de  ce  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  infini. 

Dans  la  construction  donnée  pour  l’ellipse,  on  décrit  une  pre- 
mière circonférence  LBL'(fig.  184) de  l’un  des  foyers,  F',  avec  un 
rayon  F'B  égal  au  grand  axe  AA'  ; puis  on  en  décrit  une  seconde 
du  point  donné  T comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  di- 
stance TF  de  ce  point  à l’autre  foyer.  Le  point  K étant  une  des  in- 
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tersections  de  ces  deux  circonférences,  on  joint  KF,  on  abaisse  TR 
perpendiculaire  à KF,  et  on  mène  KF'  qui  coupe  TR  en  M ; TR  est 
la  tangente,  et  M le  point  de  contact. 

Maintenant  imaginons  que,  l’ellipse  continuant  d’avoir  le  point  A 
pour  sommet  et  le  point  F pour  foyer , le  grand  axe  devienne  in- 
fini : les  points  A'  et  F'  s’éloigneront  à l’infini  ; mais  comme  on 
a AB  = AT = AF,  la  circonférence  LBL'  continue  toujours  de 
rencontrer  l’axe  au  même  point  B.  Quand  AA'  est  infini,  cette  cir- 
conférence devient  directrice  de  la  parabole , la  ligne  KF'  devient 
parallèle  à l’axe , et  on  retombe  ainsi  sur  la  construction  qui  con- 
vient à la  parabole. 

443.  Le  cas  où  les  tangentes  partent  d’un  point  placé  sur  la  di- 
rectrice mérite  d’être  remarqué.  Soit  T (fig.  185)  un  point  de  la 
directrice,  et  TM,  TM',  deux  tangentes.  Soit  F le  foyer  de  la  pa- 
rabole, joignez  TF,  MF,  MT,  et  menez  MK,  M'K',  perpendiculaires 
sur  la  directrice. 

Le  triangle  TKM  est  égal  à TFM , à cause  de  MT  commun , 
de  KM  = MF , et  de  l’angle  KMT  = FMT  ; donc  l’angle  TFM  est 
droit  comme  égal  de  l’angle  K , et  de  plus  l’angle  KTM  = FTM. 
Les  triangles  TM'K',  TMT,  sont  aussi  égaux,  et  ils  prouvent  que 
l’angle  TFM'  est  droit,  et  que  l’angle  K'TM'  = FTM'. 

Puisque  les  angles  TFM , TFM',  sont  droits , il  s’ensuit  que  la 
ligne  MFM'  est  droite  ; et  puisque  les  angles  FTM  et  FTM'  sont 
égaux  aux  angles  KTM  et  K'TM',  il  s’ensuit  que  leur  somme  est 
égale  à un  droit  : donc  l’angle  MTM'  est  droit.  Ainsi  on  a ce  théo- 
rème remarquable  : 

Les  tangentes  menées  à la  parabole , par  un  point  de  la  direc- 
trice, font  entre  elles  un  angle  droit  ; et  la  droite  qui  unit  les  points 
de  contact  passe  au  foyer , et  est  perpendiculaire  sur  celle  qui 
joint  le  foyer  avec  le  point  d’oùpartent  les  tangentes. 


Des  diamètres. 


444.  Soit  l’équation  d’une  droite  quelconque, 
y=Sx-|-p  ; 

si  on  la  combine  avec  celle  de  la  parabole  y‘=  Ipx,  et  qu’on  éli- 
mine X,  on  aura,  pour  déterminer  y. 


r- 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  points  où  la 
droite  rencontre  la  courbe , et  l’ordonnée  du  milieu  de  la  corde 
qui  joint  ces  points  est  égale  à la  demi>somme  de  ces  deux  ra- 
. dnes  ; donc , en  désignant  cette  ordonnée  par  y,  on  a 


Cette  valeur  ne  contient  point  ^ , et  reste  la  même  tant  que  S de- 
meure constant  : ainsi,  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  pa- 
rallèles à l’axe. 

Réciproquement,  toute  droite  parallèle  à l’axe  peut  être  consi- 
dérée comme  diamètre  de  la  parabole  : car  en  donnant  à S une  va- 
leur convenable,  y devient  égal  à telle  quantité  qu’on  voudra. 

445.  Supposons  qu’un  diamètre  AV  (fig.  186)  soit  mené  à une 
distance  t/  de  l’axe , on  aura , pour  ce  diamètre , 


S y ' 


d’où  S = ^ 


— S 
iT 


Cette  valeur  est  celle  de  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que 
font  avec  l’axe  les  cordes  coupées  en  parties  égales  par  le  diamètre. 
D’un  autre  côté,  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  la  tangente  au  point  A' (432)  ; 
donc  les  cordes  qu’un  diamètre  divise  en  parties  égales  sont  paral- 
lèles à la  tangente  menée  à l’extrémité  de  ce  diamètre. 

Pour  que  la  tangente  S soit  infinie»,  il  faut  poser  y'= 0 ; donc  la 
ligne  des  x est  le  seul  axe  de  la  parabole. 


La  parabole  rapportée  a ses  diamètres. 

446.  Les  formules,  pour  passer  des  axes  rectangulaires  aux  axes 
obliques,  sont 

x=x'coia-\-y'  cos  a' -f- a,  y = a:'sin  a-|-y'sina'-f- 6. 
L’équation  de  la  parabole,  en  coordonnées  rectangulaires,  étant 
y>  = 2/)a;,  si  on  place  la  nouvelle  origine  en  un  point  A'  de  la 
courbe  (fig.  186;,  on  aura  entre  a et  6 la  relation  2pa.  Do 
plus,  si  on  prend  le  diamètre  AV  pour  axe  des  x',  on  aura 
sin  a = 0,  cos  a = 1 ; et  si  on  choisit  la  tangente  .Vy  pour  axe  des 

y",  on  aura  tanga'=^.  Prenons  les  formules  connues  (25) 

tanga'  1 

sin  a y/x_|_tang’a”  y'i -)-tang*a' ’ 
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en  y remplaçant  tang  a'  par  sa  valeur,  elles  deviennent 
■ P à 
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sin«  = 


et  en  substituant  les  valeurs  de  sin  a , cos  a , sin  cos  les  for- 
mules de  la  transformation  deviennent 


11  ne  reste  plus  maintenant , pour  rapporter  la  parabole  aux 
nouveaux  axes , qu’à  mettre  ces  valeurs  dans  l’équation  2px  : 
par  cette  substitution  l’on  obtient 

P 

Mettons  encore  à la  place  de  6*,  sa  valeur  2pa,  et , pour  abréger, 
posons  4(a-t~^p)= 2p'  : on  aura 

2(y-fp»)^2(2pg+p«)^^  ^2/; 

et  l’équation  de  la  parabole  devient,  en  ôtant  les  accents  à a/  et  y', 
[/>i]  y*  = 2p'x. 

Le  coefficient  2p'  est  ce  qu’on  nomme  le  paramètre  du  diamètre 
auquel  la  parabole  est  rapportée  ; et  comme  2p’  représente 
et  que  a-|-^p  est  la  distance  du  foyer  au  point  A'  (427),  on  conclut 
que  le  paramètre  d’un  diamètre  est  égal  à quatre  fois  la  distance 
du  foyer  à l’extrémité  de  ce  diamètre. 

447.  L’équation  de  la  parabole  étant  la  même  par  rapport  à ses 
diamètres  que  par  rapport  à son  axe,  les  propriétés  indépendantes 
de  l’inclinaison  des  coordonnées  seront  communes  dans  les  diffé- 
rents systèmes. 

1°  Selon  qu’un  point  est  sur  la  parabole,  ou  dehors,  ou  dedans, 
la  quantité  y’ — 2p'x  doit  être  nulle,  positive  ou  négative  (421). 

2°  Les  carrés  des  ordonnées  au  diamètre  sont  entre  eux  comme 
les  abscisses  correspondantes  (420). 

3°  £n  désignant  par  a le  rapport  de  sinus , égal  au  coefficient  de 
X dans  l’équation  générale  de  la  ligne  droite,  la  valeur  de  a , rela- 
tive à lu  tangente , sera  (432), 


t 
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on  aura , pour  l’équation  de  la  tangente , 
y'y=jp'(x-f  a/); 

et,  pour  la  sous-tangente  (436),  on  aura  PT=  2a;'  : c’est-à-dire 
que  la  sous-tangente  est  toujours  doublé  de  l’abscisse  du  point  de 
contact. 

448.  Une  droite  étant  donnée,  si  on  mène  à la  parabole  une 
tangente  parallèle  à cette  droite,  et  le  diamètre  qui  passe  au  point 
de  contact , l’équation  de  la  courbe  rapportée  à ce  système  d’axes 
sera  t/=Zp'x.  Menons,  d’un  point  quelconque  de  la  droite  donnée, 
deux  tangentes  à la  parabole  : en  désignant  par  a/'  et  y"  les  coor- 
données de  ce  point,  on  a (436),  pour  déterminer  celles  des  points 
de  contact,  les  deux  équations 

y’*=2p'a;',  i/y=p'{x’-i-af'). 

La  seconde  fait  voir  que  la  droite , qui  a pour  équation  y"y  = 
p'  {x-\-x!'),  passe  par  les  points  de  contact.  Si  dans  cette  équation 
on  fait  y = 0,  il  vient  x = — a/'  : résultat  indépendant  de  j/',  et 
qui  donne  pour  la  parabole  le  théorème  déjà  trouvé  pour  l’ellipse 
et  l’hyperbole  (353,  403).  Donc,  en  général. 

Si,  de  chaque  point  d’une  droite  donnée,  on  mène  deux  tangen- 
tes à une  courbe  du  second  ordre,  et  qu’on  tire  une  droite  par  les 
deux  points  de  contact,  on  aura  des  sécantes  qui  viendront  toutes 
se  rencontrer  en  un  même  point,  situé  sur  le  diamètre  qui  divise  en 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à la  droite  donnée. 

Et,  réciproquement,  si , par  un  point  donné  dans  le  plan  d’une 
courbe  du  second  ordre,  on  tire  différentes  sécantes,  et  que  par  les 
points  où  chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  on  mène  deux  tan- 
gentes , le  lieu  des  points  d’intersection  de  ces  tangentes , ainsi 
prises  deux  à deux,,  sera  une  droite  parallèle  aux  cordes  que  di- 
vise en  parties  égales  le  diamètre  passant  au  point  donné. 

449.  L’équation  [pi]  montre  encore  que  si  on  veut  décrire  une 
parabole , lorsqu’on  connaît  le  paramètre  d’un  diamètre  et  l’incli- 
naison des  ordonnées  correspondantes,  il  suffit  de  décrire  d’abord 
une  parabole  sur  ce  diamètre  pris  pour  axe  , avec  le  paramètre 
donné , et  ensuite  d’incliner  convenablement  les  ordonnées  de 
cette  courbe  , sans  changer  leurs  longueurs. 

On  peut  encore  déterminer  d’abord  le  foyer  et  la  directrice , et 
décrire  ensuite  la  parabole.  Soit  AV  (fig.  187)  le  diamètre  donné, 
menez  la  droite  y'A'T  sous  l’inclinaison  donnée , cette  ligne  sera 
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tangente  à la  parabole  au  point  A'  (445)  ; faites  l’angle  TAT= y'AV, 
la  ligne  AT  passera  au  foyer  ( 438  ) ; prenez  AT  égale  au  quart  du 
paramètre  donné,  le  point  F sera  le  foyer  (446).  Alors,  sur  le  pro- 
longement de  k'a/,  portez  A'C=AT,  puis  élevez  CL  perpendicu- 
laire à k'x'  : CL  sera  la  directrice  (427). 

Quadrature  de  la  parabole. 

450.  Soit  APM  (fig.  188)  un  segment  parabolique  terminé  par 
le  diamètre  kx  et  par  l’ordonnée  PM  parallèle  à la  tangente  AV, 
il  s’agit  d’en  évaluer  la  surface. 

Ayant  inscrit  un  polygone  dans  le  segment,  menons  par  les  som- 
mets de  ce  polygone  les  ordonnées  P'M',  P"M",...  et  les  tangentes 
MT,  M'T',  M'T',.-.  Ces  tangentes  déterminent,  par  leurs  intersec- 
tions successives , des  triangles  TRT',  T'RT',...  que  nous  allons 
comparer  avec  les  trapèzes  correspondants  PMM'P',  P'M'M"P",... 

Si  du  point  R , et  du  point  1 milieu  de  la  corde  MM',  on  abaisse 
RQ  et  IK  perpendiculaires  sur  kx , on  aura 

aireTRT'=ilTxRQ,  airePMM'F  = PP'xIK. 

Mais  d’abord,  de  ce  que  MT  est  tangente  il  suit  que  AT=AP  (447)  ; 
et  par  une  raison  semblable  AT'=  AP';  donc  TT'=  PP’.  En  second 
lieu,  si  par  le  point  I on  mène  IG  parallèle  à Ax , IG  sera  un  dia- 
mètre (444) , et  les  tangentes  en  M et  M' devront  couper  ce  diamètre 
au  même  point  ; donc  le  point  R est  sur  le  diamètre  IG,  et  RQ  est 
égal  à IK.  De  là  on  conclut  que  le  trapèze  est  double  du  triangle. 
On  ferait  voir  semblablement  que  P’M'M  'P'  est  double  de  T'R'T",  et 
ainsi  de  suite.  Donc  la  somme  des  trapèzes  est  double  de  la  somme 
des  triangles,  et  cela,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

Il  suit  de  là  que  le  segment  parabolique  APM , qui  est  ta  limite 
de  la  première  somme , sera  double  du  segment  extérieur  AMT, 
qui  est  la  limite  de  la  seconde  somme.  Le  segment  AMP  étant 
double  de  AMT,  il  est  les  deux  tiers  du  triangle  rectiligne  TMP  ; 
et  comme  ce  triangle  est  équivalent  au  parallélogramme  APMV, 
dont  la  hauteur  est  la  même  et  dont  la  base  AP  est  moitié  de  TP, 
on  conclut  que  le  segment  parabolique  APM  est  les  deux  tiers  du 
parallélogramme  fait  sur  l’abscisse  AP  et  sur  l'ordonnée  MP. 
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CHAPITRE  XII. 

DES  COORDOMNtBS  POLAIRES. 


Déflnitioiu.  — Formules  générales. 

4SI . Âu  lieu  de  déterminer  la  position  des  différents  points  d’un 
plan  en  les  rapportant , comme  nous  l’avons  fait  jusqu’à  présent, 
à deux  axes  tracés  dans  ce  plan , on  peut  encore  fixer  la  position 
de  chacun  de  ces  points  au  moyen  de  sa  distance  MF  (fig.  189)  à 
un  point  fixe  F,  et  de  l’angle  MFR  que  la  ligne  MF  fait  avec  une 
droite  FR  connue  de  position.  Le  point  fixe  F se  nomme  lepdfe 
ou  l’ori^'ne,  la  distance  MF  est  le  rayon  vecteur  du  point  M, 
et  MFR  est  l’angle  décrit  par  le  rayon  vecteur.  Le  rayon  vecteur  et 
l’angle  correspondant  se  désignent  conjointement  sous  le  nom  de 
coordonnées  polaires. 

Pour  bien  comprendre  comment  l’angle  et  le  rayon  correspon- 
dent l’un  à l’autre,  il  faut  imaginer  qu’une  droite  FS,  terminée  au 
pointF,  mais  illimitée  de  l’autre  côté,  soit  d’abord  couchée  sur  FR, 
qui  elle-même  est  terminée  en  F,  et  que  cette  droite  FS  tourne 
autour  du  pôle  F toujours  dans  le  même  sens.  Alors  un  point  X, 
pris  arbitrairement  sur  cette  ligne , décrit  un  arc  qui  peut  croître 
jusqu’à  360“,  et  même  jusqu’à  -f-  œ ; et  si  FS  tourne  en  sens  con- 
traire, l’arc  décrit  sera  négatifet  pourra  croître  encore  jusqu’à — * . 
C’est  cet  arc  qu’on  prend  pour  l’angle  décrit  par  le  rayon  vecteur 
et  que  je  désignerai  dorénavant  parw. 

Quant  au  rayon  vecteur  MF,  je  le  représenterai  par  p,  et  il 
pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles , soit  positives  soit  né- 
gatives. Les  premières  servent  à déterminer  les  points  situés  sur 
le  rayon  vecteur  lui-même  ; et  les  dernières , à déterminer  ceux  qui 
se  trouvent  sur  son  prolongement,  de  l’autre  côté  du  pôle. 

D’après  ces  considérations , si  on  donne  pour  les  variables  u et  p 
des  valeurs  particulières , on  sera  en  état  d’assigner  la  position  du 
point  auquel  se  rapportent  ces  coordonnées. 

Soit,  par  exemple,  w = 352“  et  p=  17"^  : on  prendra  l’arc 
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Xfxv  = 352°,  et  on  mènera  la  droite  FvN,  sur  laquelle  on  prendra, 
dans  le  sens  Fv,  la  distance  FN  = 17“*'.  Si  on  donnait  o>  = 352° 
et  p = — 17“*'  , il  faudrait  prendre  FN'=  17“**  sur  le  prolonge- 
ment de  Fv,  de  l’autre  côté  du  pôle. 

452.  Cherchons  les  formules  générales  qui  expriment  en  coor- 
données polaires  les  coordonnées  parallèles  à deux  axes. 

AP  et  MP(fig.l90)  étant  les  coordonnées  d’un  point  quelconqueM 
rapporté  aux  axes  kx  et  Ay,  on  fera  AP  =ar  et  MP  = y.  L’angle 
MFR  et  la  distance  FM  étant  les  coordonnées  polaires  du  même 
point,  on  fera  MFR  =io  et  FM=  p.  Menons,  parallèlement  à kx 
et  à Ay,  les  lignes  Fx*  et  Fy',  qui  coupent  MP  en  Q et  kx  en  B ; puis 
désignons  par  n et  6 les  coordonnées  AB  et  BF  du  pôle  F,  par  a 
l’angle  RFa?,  et  par  0 l’angle  yAxou  y'Fa/.  Cela  posé,  on  a d’abord 

x=n  + FQ,  y=ft+MQ. 

Ensuite  le  triangle  MFQ  donne 

FM  — MQ 

sin  mqF“  ’ sin  1ÉIQ~  ' sin  MFQ- 


Or,  on  a FM  = p,  sinMQF  = sin6,  sinMFQ  = sin(«-|-<.)), 
sin  FMQ  = siny'FM  = sin  (a  — « — o»)  ; donc 


De  là  on  tii-e 


FQ 

sin  0 sin(0  — a — w) 


MQ 

sin(a-|-u))’ 


pQ_psin(0— g — ta)  wQ_psin(tt-fto). 

sinO  ' ^ sinO  ’ 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  x et  de  y,  on  a 


[1] 


, psin(0  — g — (o)  , 

x = a + ^ L-_ i y=b- 

' sm  0 ^ 


psin(g-|-ia) 
.sin0  - I 


453.  Quand  les  coordonnées  a;  et  y sont  rectangulaires,  on  a 

0 = 90°,  et  par  conséquent  , 

[2]  a:  = a -|-  P cos  (g  -1-  U)),  y = 6 -|-  p sin  (g  -|-  ta), 

formules  qu’il  serait  facile  de  trouver  directement. 

454.  La  généralité  des  formules  [ 1]  ne  souffre  aucune  restriction  : 

je  me  bornerai  à les  vérifier  pour  le  cas  représenté  fig.  191,  dans 
lequel  on  a x = kP,  y=  — PM,  o=AB,  ô = — BF,  p = — FM, 
0 =Aj4,.«=^jA.X=360^ — AX,  M = Xv.  ' 
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En  mettant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales , il  vient 


' sinAfi 

_ PM  = — BF  + — “ 


BF- 


FMsin[xv 
sinAfi  * 
FMsinAv 


sinAj*  sinAjji 

Mais  le  triangle  MFQ  donne  QF  = MQ  = ; par 

suite  les  deux  égalités  qui  précèdent  sont  évidentes  ; car  elles  de- 
viennent AP  = AB  — QF  = AP,  — PM  =—  BF  — MQ  = — PM. 

Au  lieu  de  P = — FM  et  w = Xv,  on  pourrait  prendre  p = -|-  FM 
et  o)= Xpiv'  ou  O) = — Xv'.  Les  mêmes  vérifications  auraient  encore 
lieu. 

Équations  polaires  des  trois  courbes  du  second  ordre. 

455.  Ellipse.  Soit  a*y*-|-  a*b^  l’équation  d’une  ellipse  rap- 
portée à son  centre  et  à ses  axes  (fig.  192),  et  F le  foyer  situé  du 
côté  des  abscisses  négatives  ; la  distance  AF  étant  représentée  par  c, 
et  le  rayon  vecteur  FM  par  p,  on  a trouvé  (308) 


[1] 


P = « + 


cx 


Désignons  l’angle  variable  MFtc  par  (•>  ; le  triangle  rectangle  MFP 
donnera  FP  = p cosu,  et  par  conséquent  x = p cosw — c : en 
substituant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  [1],  il  vient 

, cpcosu — c* 

, = . 

De  là,  en  remarquant  que  c*=  a* — Ô*,  on  tire 
^ a — ccosu 

c é* 

et  en  posant  - =e,  — =^,  cette  valeur  de  p devient 

_ P 


**  1 — ecosu  ' 

telle  est  l’équation  polaire  de  l’ellipse.  En  donnant  à u toutes  les 
valeurs  possibles  de  0 à 360",  le  rayon  vecteur  p prend  des  valeurs 
correspondantes  qui  déterminent  tous  les  points  de  la  courbe. 

La  quantité  2p,  qui  est  une  troisième  proportionnelle  au  grand 
axe  et  au  petit  axe , se  nomme  le  paramètre  de  l’ellipse.  Ainsi,  dans 
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l’éq.  [a]r«  représente  le  rapport  de  l’excentricité  au  grand  axe, 
rapport  qui  est  moindre  que  l’unité , et  p est  le  demi-paramètre. 

Il  ne  faut  pas  confondre  le  paramètre  de  l’ellipse  avec  le  para- 
mètre d’un  diamètre.  Ce  dernier  est  une  troisième  proportionnelle 
au  diamètre  et  à son  conjugué. 

456.  Hyperbole.  Soit  o*y* — = — a’è*  l’équation  d’une  hy- 
perbole, et  F (fig.  193)  le  foyer  situé  du  côté  des  x positifs.  En  dé- 
signant la  distance  AF  par  c , et  le  rayon  vecteur  FM  par  p , on  a 
trouvé  (367),  selon  que  le  point  M est  situé  sur  la  branche  qui  ren- 
ferme le  foyer  F ou  sur  la  branche  opposée, 

CüC  ex  i 

[2]  p = fl,  ou  ps=s U fl. 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  M , si  on  désigne  toujours 
l’angle  MFx  par  i»,  on  a x= c -|-  p cosco.  En  substituant  cette  va- 

c è* 

leur  dans  les  équations  [2] , et  posant  - = c,  — =p,  U vient 

La  quantité  e,  qui  est  ici  plus  grande  que  l’unité , est  encore  le 
rapport  de  l’excentricité  au  premier  axe  ; et  2p  est  le  paramitre  de 
l’hyperbole , c’est-à-dire , une  troisième  proportionnelle  au  pre- 
mier axe  et  au  second. 

Il  faut  bien  remarquer  que , dans  les  équations  [2] , p doit  être 
positif  (367),  et  que  par  suite  cette  supposition  doit  être  maintenue 
à l’égard  des  équations  [p]  et  [p'],  qui  sont  tirées  des  équations  [2]  : 
ainsi  il  faudra  rejeter  les  valeurs  négatives  de  la  variable  p,  comme 
si  elles  étaient  imaginaires.  Alors  l’équation  [p]  donne  une  branche 
de  l’hyperbole,  et  l’équation  [p']  donne  l’autre. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute  à cet  égard , discutons  successive- 
ment chacune  des  deux  équations.  En  supposant  d’abord  le  rayon 
vecteur  appliqué  sur  Yx,  il  faut  faire  w=0,  et  l’équation  [p]  donne 


Cette  valeur  est  négative,  car  le  nombre  e surpasse  l’unité;  la 
courbe  n’a  donc  aucun  point  correspondant  à cette  valeur.  En 
général , le  signe  de  p sera  celui  du  dénominateur  1 — e cos  b>. 
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puisque  le  numérateur  p est  positif  ; or  1 — e cos  m restera  négatif 

jusqu’à  ce  qu’on  ait 

1 — ecosü»=0,  d’où  cosw  = i; 

e 

donc,  (Jppuis  oi  = O jusqu’à  cette  limite,  on  ne  trouvera  sur  le 
rayon  vecteur  aucun  point  de  l’hyperbole.  Voyons  ce  que  repré- 
sente cette  limite. 

C \ Q 

Si  onremet  - au  lieu  de  e,  la  valeur  - devient  Mais,  si  on  mène 
a ec 

au-dessus  de  l’axe  CB  la  perpendiculaire  BI  égale  à 6,  on  sait  que 
la  droite  AJ  est  une  asymptote  de  l’hyperbole  (406),  et  le  trian- 
gle AlB  donne 

, . „ AB  a . 
cosIAB=jj  = -, 

donc  la  droite  FH , parallèle  à l’asymptote  AI , est  la  limite  jusqu’à 
laquelle  s’élève  le  rayon  vecteur  sans  cesser  d’étre  négatif.  Nous 
désignerons  l’angle  HFa:  par  V. 

Continuons  la  discussion.  Du  moment  où  t»  surpasse  V,  le  dé- 
nominateur 1 — e cosüj  devient  positif;  u = V donne  p = eo  ; 
DI  =3  OCf  donne  p=p;  et  dans  l'intervalle  les  valeurs  de  p sont 
décroissantes  : on  trouve  ainsi  l’arc  SK. 

Au  delà  de  FK,  w continuant  d’augmenter,  cos  u>  devient  négatif, 
et  p continue  encore  de  décroître  jusqu’à  ce  qu’on  fasse  w 180*. 
Alors  on  a cosu  — 1,  et  par  suite 


Cette  valeur  est  celle  du  rayon  vecteur  FB,  ainsi  qu’il  est  facile  de 
le  vérifier,  et  l’hyperbole  est  actuellement  prolongée  jusqu’en  B. 

Depuis  180*  jusqu’à  360“,  cosw  prend  les  mêmes  valeurs,  mais 
dans  un  ordre  inverse,  que  de  0 à 180“;  donc,  si  on  fait  l’angle 
H'Far  égal  à HFx,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose , si  on  mène  FH' 
parallèle  à la  seconde  asymptote , on  trouvera  dans  l’angle  AFH' 
un  arc  tel  que  BK'S'  symétrique  à BKS.  Dans  l’angle  HTx,  le 
rayon  vecteur  est  négatif  comme  il  l’a  été  dans  l’angle  HFa:,  et  ces 
valeurs  doivent  être  rejetées. 

En  faisant  croître  l’angle  u au  delà  de  360“,  le  rayon  vecteur 
aura  les  mêmes  positions  et  les  mêmes  valeurs  qu’il  a déjà  eues; 
de  sorte  qu’on  n’obtient  plus  de  nouveaux  points  de  la  courbe. 
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L’équation  [p]  n’a  fait  trouver  que  la  première  branche  de  l’hy- 
perbole : en  raisonnant  de  la  même  manière  sur  l’équation  [p'], 
on  aura  l’autre  branche  TÇT'. 

Maintenant , nous  ferons  remarquer  que  s’il  y a dans  l’équa- 
tion [p]  un  défaut  de  généralité  qui  l’empéche  de  donner  les  deux 
branches  de  l’hyperbole,  cela  tient  uniquement  à ce  que  nous 
avons  attaché  à p la  condition  d’être  positif.  Si  on  été  cette  res- 
triction , et  que , suivant  la  règle  générale  (451),  on  porte  les  va- 
leurs négatives  de  cette  variable  sur  le  prolongement  du  rayon 
vecteur,  l’équation  [p]  déterminera  aussi  l’autre  brandie,  telle 
qu’elle  résulte  de  l’équation  [p']. 

En  effet , soit  FR  une  position  du  rayon  vecteur  correspondant 
à w=(ù',  l’équation  [p]  donnera 

‘ ^ P 
^ 1 — ecosw'  ’ 


supposons  que  cette  valeur  soit  négative.  Pour  le  prolongement  FR' 
de  FR,  on  a <d  =r  b>'  180;  et  en  substituant  oette  valeur  dans  [p'], 

il  viendra 


^ 1 — CCOSto"  ' 

quantité  qui  est  positive , puisque  l’autre  est  supposée  négative  : 
elle  détermine  donc  sur  FR'  un  point  N de  la  branche  TOT'.  Or, 
ce  point  est  le  même  qu’on  eût  trouvé , si , au  lieu  de  rejeter  la  va- 
leur négative  de  p déduite  de  [p],  on  l’eût  portée  sur  le  prolongement 
de  FR  : donc  l’équation  [p]  donnera  à elle  seule  toute  l’hyperbole, 
pourvu  qu’on  regarde,  ainsi  qu’on  doit  le  faire  en  général , les  va- 
leurs négatives  du  rayon  vecteur  comme  devant  être  portées  sur  le 
prolongement  de  cette  ligne , de  l’autre  côté  de  l’origine. 

457.  Parabole.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires  ( fig.  194), 
et  l’équation  de  la  parabole  étant  ipx,  si  le  rayon  vecteur  FM , 
mené  du  foyer  à un  point  quelconque  de  la  coubre , est  désigné 
par  p,  on  a trouvé  (427)  p = -j-  ar. 

En  faisant  l'angle  MFj;=  u,  on  & x=z\p-\-  pcosi»;  par  suite 
l’équation  polaire  de  la  parabole  sera 


M 


p 


P 

1 — cosw' 


458.  En  rapprochant  les  équations  [o],  [p],  [y],  on  aperçoi 
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sur-le-champ  que  les  trois  courbes  peuvent  être  données  par  la 
seule  équation 

P 

^ 1 — ecosw’ 

dans  laquelle  p représente  toujours  le  demi-paramètre  de  la 
courbe.  On  aura  l’ellipse,  l’hyperbole  ou  la  parabole,  selon  que 
le  rapport  e sera  <1,  >1,  ou  =1. 

Quand  w = 90“,  le  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  à l’axe  : 
alors  on  trouve  p = p ; donc , dans  les  trois  courbes , la  corde  per- 
pendiculaire àV  axe,  et  passant  par  le  foyer,  estégaleau  paramètre. 
Cette  propriété  appartient  exclusivement  aux  foyers , et  peut  ser- 
vir à les  déterminer. 

Sur  les  signes  et  l’extension  qu’il  convient  de  donner  aux  coordonnées 
polaires.  — Exemples. 

459.  C’est  une  erreur  assez  commune  de  croire  qu’il  est  permis 
de  ne  faire  varier  l’angle  m que  dans  les  limites  de  0 à 360°,  et  de 
négliger  tout  à fait  les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur,  comme 
si  elles  étaient  imaginaires.  La  raison  sur  laquelle  on  s’appuie, 
c’estfljïie  le  rayon  vecteur,  en  tournant  autour  du  pôle  sans  sortir 
du  même  plan,  ne  peut  revenir  à sa  première  situation  qu’après 
avoir  passé  par  tous  les  points  de  ce  plan  : d’où  l’on  conclut  qu’il 
n’y  a aucun  point  qui  ne  puisse  se  déterminer  par  une  valeur  po- 
sitive de  tü  moindre  que  360°  et  par  une  valeur  positive  de  p. 

Cette  conclusion  est  exacte , mais  elle  ne  s’applique  qu’à  des 
points  pris  isolément,  et  qui  se  succèdent  sans  aucun  ordre.  Il  en 
est  autrement  lorsque  l’on  considère  les  variables  w et  p dans  une 
équation  qui  exprime  la  relation  qu’elles  doivent  avoir  pour  tous 
les  points  d’une  même  ligne. 

Supposons  qu’ime  droite  (fig.  195),  d’abord  confondue  avec  Fa;, 
tourne  autour  du  pôle  F sans  sortir  d’un  même  plan , pendant 
qu’un  point  M , parti  de  l’origine,  se  meut  le  long  de  cette  droite, 
de  telle  sorte  que  la  distance  FM,  correspondant  à une  position 
quelconque  de  la  droite , soit  toujours  égale  au  quart  de  la  lon- 
gueur de  l’arc  ÂB  décrit  par  un  point  B donné  sur  la  droite  FR.  Le 
pointM  décrira  une  courbe  ; et  si  on  désigne  toujours  par  to  l’arc  AJB, 
et  par  p la  distance  FM , l’équation  de  cette  courbe  sera  p = i». 

Si  on  ne  fait  croître  <o  que  jusqu'à  360^,  on  trouve  une  courbe 
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telle  que  FMH,  qui  se  termine  brusquement  en  H sur  la  limie  Fr 
Cependant  il  est  évident  que  la  droite  FR,  après  s’être  replacée 
sur  Hx,  ne  cesse  pas  pour  cela  sa  rotation,  et  que  la  courbe  dé- 
cnte  par  le  point  M se  prolonge  an-dessu.s  de  Far.  Il  en  est  encore 
ainsi  après  chaque  révolution  de  FR;  en  sorte  que  la  courbé  fait 
elle-même  une  infinité  de  circonvolutions  autour  du  point  F.  Or 
1 équation  ne  peut  donner  toutes  les  parties  de  cette  courbe  ou’en 
faisant  croître  a.  jusqu’à  l’infini  : ce  seniit  donc  à tort  nv'onvou- 
araU  arrêter  cette  variable  à la  limite  360“. 

Tirons  la  droite  Fa/  qui  rencontre  en  A'  la  circ.onférence  décrite 
par  le  point  B et  représentons  l’arc  AA'  par  a;  si  on  veut  compter 
les  arcs  variables  u,  à partir  de  Far',  il  faut,  dans  l’éq.  p=>  « rem- 
placer 0)  par  a-f-  cü  quand  FR  est  au  delà  de  Far'  et  par  ’«  — w 
quMd  FR  est  en  deçà.  ILvient  ainsi  p = et  p’=i(ix-o.) 

On  voit  alors  que  toute  la  courbe  ne  sera  plus  représentée  par 
une  seule  équation , à moins  (|u’on  ne  donne  à w des  valeurs  néw- 
tives  : c est  donc  encore  mm  raison  qu’on  rejetterait  du  calcul  les 
valeurs  négatives  de  cette  variable. 

Revenons  aux  rayons  vecteurs,  et  imaginons  (fig.  I96)  qu’au 
moment  où  la  droite  FR  a commencé  sa  rotation , le  mobile  M soit 

K'aÏ  ““  point  A,  pour  se  mouvoir' du 

côte  AF.  Si  pn  suppose  toujours  que  la  distance  qu’il  parcourt  soit 
le  quart  de  1 arc  décrit  par  le  point  B,  on  aura  encore  p = to, 
Mais  la  variable  p désigne  ici  une  distance  BM  comptée  à partir  du 
point  B,  lequel  se  déplace  en  même  temps  que  la  droite  FR 

Lorsque  FR  prend  la  position  FS,  dans  laquelle  l’arc  « est  égal 
a quatre  fois  le  rayon  FB , la  distance  p devient  égale  à FB,  de  sorte 
que  le  point  mobile  se  trouve  arrivé  en  F.  La  droite  continuant  de 
tourner  et  venant  se  placer  en  FT,  p surjiasse  FB,  et  le  point  M 

de  Fl . 11  s éloigne  eusmte  de  plus  en  plus  du  pôle. 

Si,  au  beu  de  BM,  on  veut  introduire  dans  l’équation  une  di- 
stance variable  dont  l’oi'igine  soit  au  pôle,  et  qu’on  désigne  FB 
par  a,  il  faut  remplacer  p para  — p s’il  s’agit  d’un  point  tel  que  M 
et  par  a -|- p s il  s d’un  point  tel  que  M'.  Alors  p désignera  les 
distances  FM  ou  FM',  et  on  aura  p=a— iMetp  = + M — 

Par  là  on  voit  que  la  courbe  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une 
seule  équation , a moins  qu’on  ne  regarde  les  valeurs  négatives  du 
rayon  vecteur  comme  devant  être  portées  sur  le prolongiLnt  de  ce 
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rayon,  de  l’autre  cùle  du  pâle.  Cette  conclusion  s'accorde  avec  la 
discussion  établie  plus  haut  au  sujet  de  rhjperbule. 

Maint^ant  il  est  hors  de  doute  que  les  coordonnées  polaires  ne 
doivent  être  assujetties  à aucune  limitation.  S’il  se  rencontre  dea 
courbes,  et  il  en  existe  en  eltet  un  grand  nombre,  qui  soient  déter- 
minées tout  entières,  par  des  valeurs  de  ta  moindres  que  360**,  et 
par  des  valeurs  positives  de  f),.  ce  sont  des  cas  particuliers  qui  ne 
sauraient  servir  de  règle  générale. 

46U.  A l'appui  de  ce  qui  précède , je  piésenterai  encore  quelques 
considérations  qui , eu  rendant  sensible  la  liaison  des  coordonnées 
polaires  avec  celles  qui  sont  parallèles  à deux  axes,  me  paraissent 
bien  propres  a montrer  comment  las  signes  attribués  aux  dernières 
doivent  s’appliquer  aussi  aux  premières. 

Soient  ( fig.  197)  deux  axes  rectangulaires  XX',  Yï',  qui  se  cou- 
pent en  F.  De  ce  point  coiiune  centre  décrivons  une  circonférence 
qui  coupe  F¥  en  .\,  et  menons  DjYD'  parallèle  à XX'.  Concevons 
que  DD'  s’enroule  sur  la  circonférence  de  manière  que  Iqj  points 
tels  que  Q et  Q’  déterminent  les  arcs  Àq  et  Ag',  égaux  aux  lon- 
gueurs AQ  et  AU',  en  même  temps  que  les  perpendiculaires  QP 
et  U'P'  viennent  coïncider  avec  les  rayons  ¥q  et  ¥q'.  .\lors  un 
point  M,  dont  les  coordonnées  parallèlas  aux  axes  l'ectangulaires 
étaient  FP  et  PM.,  vient  prendre  une  position  m,  dans  laquelle  il  a 
poiu  coordoimées  polaires  l’arc  A//  = AQ  = FP  et  le  rayon  vec- 
teur F»t  = PM.  Les  abscisses  placées  à droite  et  a gauche  de  l’ori. 
gine  F étant  de  signes  contraiies , et  pouvant  croître  jusqu’à  l’infini, 
il  eu  doit  être  de  même  dus  arcs  situés  de  chaque  côté  du  point  A ; 
et  pareilletnent,  les  coordonnées  situées  au-dessus  et  au-dessous 
de  XX',  comme  PM  et  PN,  devant  être  prises  avec  des  signes  con- 
traires, les  rayons  vecteurs  correspondants  ¥m  et  F»,  dont  le  pre- 
mier s«  tr  ouve  du  côté  F? , et  le  second , sur  le  prolongement  de  Fq, 
de  l’autre  côté  du  pôle,  devront  aussi  être  affectés  de  signes 
différents.  Ces  conclusions  l'amènent  précisément  aux  règles  éta- 
(4ôl)  sur  les  signes  et  l’extension  qu’il  faut  donner  aux 
coordonnées  polaires. 

461 . Pour  terminer,  je  proposerai  comme  exercices  les  questions 
suivantes  : 

1,  Construire  l’équation  polaire  p=zow  (spirale  de  Conon). 

U,  Construire  l’équation  lopzsa  a*  (spirale  hyperbolique). 

11).  Construire  l’équatim)  pan  cos  m-)-  A,  dans  laquelle  n et  ô 
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WHAt  potitife.  On  distfD^emtr«{5  0tts:^>a,>3Ck«,  SI  ft==0, 
i’é(}uMion  représenta  un  terele;  " '•>  ! .■  /<' 

IV.  Construire ‘l’équÉtibn  P <^âcoSM(»  âsi»t«seM(sti^nts  : 

ints 3,  »»=  w ï=à I,  « îi=  f,  m acf,  ’fî- ’ " ‘.*n 

T;  Construire  l’équatldn  y=ir  B nos  3w-f-  é.  On  distlnguériktWîs 

cte  : &>■«,  &<;;b.  j il.  : I /if  it  . v . 


VII.  Trouver  l'équation  polaire  du  cerélé,  pour  iihe  origine 
quelconque.  Cette  équation  est  p’ — 2fîp  cOs («”—  «)  -f  R» = 0, 

et  tes  propriétés  deS  sécantes  s’en' déduisent  imtuéâlàtdtnent.i  ' 

" Vllî.  Problème TËtaAt  donné  un  cdne  droit  dont  la  base  a pour 
rayon  le  i de  l’apothème,  prenez  snr  la  surface  de  ce  cône  un  point 
situé  à une  distance  a du  sommet,  et  de  ce  point  comme  centre, 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  è r,  tracez  une  courbe  sur 
cette  surface  ; supposez  ensuite  qu'on  développe  cette  surface  sur 
nn  plan , ce"  qui  donne  Un  sèoteur  circulaire  dont  l’angle  est  égal 
aux  f d’un  droit.  On  demande  l’équation  delà  coiirtle  tracée  par 
le  compas , et  devenue  plafie  par  le  développement.  ' ' 


L’équation  de  cette  courbe  étant  trouvée  en  général  pour  toutes 
les  valeurs  de  a et  de  r,  on  fera  a = 3,  r = ï,  et  on  déterminera , 
pour  ce  cas  particulier,  la  figure  exacte  de  la  courbe.  ‘ ^ ’ 


CHAPITRE  Xm.  , 
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Seetions  conique».  — Identité  de  eës  cowcbee  avec  eelles  du  ucond  ordre. 

I . ■!  • ■*' 

462  Nous  nommons  ici  cône  droit  la  surface  engendrée  par  urie 
droite  indéfinie  qui  tourne  autour  d’une  droite  fixe,  sans  ces.serdé 
passer  par  un  même  point  de  catte  ligne  et  de  faire  avec  elle  le 
méme^ angle.  La  droite  mobile  est  la  génératrice  du  cône,  la  droite 
fixe  en  est  l’aœe,  et  le  point  par  lequel  passe  constamment  la  géné- 
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rufrire  en  est  le  Mmmct.  L» génératrice  étant  illimitée  de  chaque 
côté , la  surface  est  composée  de  deux  parties  ou  fMppes  parfaite- 
ment semblables,  situées  de  part  et  d’autre  du  sommet. 

De  cette  génération  il  suit  que  tout  plan  perpendiculaire  à l’axe 
coupe  la  surface  suivant  un  cercle , et  que  tout  plan  conduit  par 
l’axe  la  coupe  suivant  deux  génératrices  qui  font  entre  elles  un  an-  ’ 
gle  double  de  l’angle  constant  formé  par  la  génératrice  avec  l’axe. 

463.  Laissant  de  côté  tous  les  cas  particuliers,  proposons-nous 
de  rechercher  les  différentes  courbes  qu’on  obtient  en  coupant  un 
cône  droit  par  un  plan , et  qu’on  nomme  sections  coniques, 

. Soit  MAN  (fig.  198)  la  courbe  dont  il  s’agit  ; par  l’axe  W'  me- 
nons un  plan  perpendiculaire  à celui  de  cette  courbe  ; il  coupera 
le  cône  suivant  deux  génératrices  opposées  RSR',  TST',  et  le  plan 
de  MAN  suivant  une  droite  kx  que  je  prendrai  pour  la  ligne  des 
abscisses.  Par  un  point  quelconque  de  la  courbe  j’abaisse  l’ordon- 
née rectangulaire  MP  ; je  désigne  AP  par  x,  MP  par  y,  et  il  s’agit 
de  trouver  une  relation  entre  x eX  y. 

11  y a trois  cas  à di.stinguer,  selon  que  kx  rencontre  la  géné- 
ratrice TT'  sur  la  même  nappe  que  RR',  ou  qu’il  la  rencontre  sur 
la  nappe  opposée,  ou  qu’il  lui  est  parallèle. 

Premier  co-sC  fig.  198).  Par  les  points  A et  B,  où  kx  rencontre 
les  deux  génératrices  SR,  ST,  je  mène  AC,  BD,  perpendicuUires^ 
à l’axe  SV, et  je  fais  AB= 2«,  BD  = %f,  AC  = 2y.  Je  mène  encore, 
par  le  point  P,  EF  perpendiculaire  à l’axe , puis  je  conduis  un  plan 
par  MP  et  EF;  ce  plan  sera  lui-même  perpendiculaire  à l’axe,  et 
coupera  par  conséquent  le  cône  suivant  un  cercle  EMF , qui  aura  EF 
^ur  diamètre. 

L’ordonnée  MP  étant  perpendiculaire  à Aæ,  et  située  dans  le 
plan  MAN  perpendiculaire  au  plan  ASB , doit  être  elle-même  per- 
^ndiculaire  à ce  dernier  plan  ; donc  elle  fait  un  angle  droit  avec 
le  diamètre  EF,  donc  on  a y*  = EP  X PF. 

Les  triangles  semblables  AEP,  ADB,  donnent  EP  : a:  ::  2/ . 2a  ; 
et  les  triangles  BFP,  BCA,  donnent  PF  ; 2a  x 2y  . 2a.  De  ces 

proportions  on  tire  EP  =-Jet  PF  = 
de  la  section  conique  sera 

y*  =■^(200!  — œ*); 

donc  la  section  conique  est  une  ellipse. 
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RemarqyM.  1.  Le  %tmà  axe  d’une  ellipse  étantdési(pié  par  2A, 
et  le  petit  axe  par  2B,  si  on  rapporte  cette  ellipse  à son  grand  axe 
et  à une  perpendiculaira  élev^  par  l’un  des  sonunets,  l’équation 
de  cette  coprbe  est  (296;  . ' ' ' 

B*  * . 

• y*  = ^(2Aàr  — a;*).  ' ' 

En  la  comparant  à la  précédente , on  voit  que  te  grand  aXe  de  la 
section  conique  est  égal  à 2â,'^que  le  petit  axe  est  égal  à et 
que  par  suite  la  dist^ce  des  deux  foyers  est  ‘ 

ALaissez  AG.  perpendiculaire  sur  BD  : on  a BG  =/  4"  9> 
triangle  ABD  donne  AD*  = 4a* -j- 4/* — — ^/g ; 
donc  AD  = 2v/fl* — fg,  distance'  égale  à cdle  des  foyers. 

Ainsi,  dans  l’ellipse  résultant  de  la  section  du  c&ne,  le  grand 
axe  est  égal  à AB,  le  petit  axe  est  moyen  proportionnel  entre  AC 
et  BD,  et  l’excentricité  est  égalé  à AIX.  , , 

n.  Inscrivez  un  cercJa  dans  le  triangle  ASB;  et  soient  H,  I , K, 
les  points  de  contact  avec  les  trois  câtés.  Il  est  facile  de  voir  qu’on 
aAH  = AI,BH  = BK,  SI  = SK.  ..  . 

Par  suite  on  a CK=A1^AB.  Or , BK — CK=iBC;  donc  Bfl — ^AH 
=BC  ; donc  aussi,  en  prenant  BH’=  AH,  on  auraBH— BH'=HH' 
= BC;  On' vient  de  voir  que 4a  distance  des:  foyers  de  l’ellipse  est 
égale  à BC  ou  AD  ; donc  les  points  H et  H'.soof  les  deux  foyers. 

Au  reste,  le  foyer  H'  est  aussi  déterminé'par  Ip  œrcle  décrit  au- 
dessous  de  AB  tangentiellement  aux  trois  mmes  lignes  AB,  AR,  BT. 
En  etfet,  si  on  suppose  que  H',  I',  K',  soient  les  points  de  contact, 
on  a BH'=  BK'=  DT.  Par  conséquent  AH'— BH'==s  Ar~Dr=AD  ; 
donc  H'  est  l’autre  foyer.  , i ' ^ 

Si  on  mène  IL  parallèle  à AC  , le  triangle  AIL  sera  semblable 
à ABD,  et  on  aura  AL  ; AB  : : AJ  : .AD.  Soit  O le  milieu  de  AB  : on 
a AB  = 20A , AD  ==  20H,  Al  = AH  ; donc , au  lieu  de  la  prqxMr- 
tion  précédente,  on  peut  ^rire  AL:  OA  AH  : OH,  ou  bien, 
componendo,  OL  : OA  OA  : OE,  d’où  OL  X OH  = ÔÂ*- 
Pareillement , si  on  mène  K'L'  parallèle  à BD,  on  aura  OL'  X OH' 
= ÔÂ*.  Ces  résultats  étant  rapprochés  du  n*  315 , on  conclut  que 
les  points  L et  L' sont  les  pieds  des  deux  directrices. 

ni.  Si  le  plan  coupant  se  meut  parallèlement  à lui-mème,  les 
triangles  ADB,  ACB,  conserveront  les  mêmes  angles  ; donc  le  rap- 
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qtii  ^st  cèlüi  des  axes  de  l’eHfpse;  restera 'Constant. 

/ . ^■‘n.  ’ l,  , ' ■ ' . ' tr  il  . 

C est  en  cfela  que  consistent  les  ellipses  semblables. 

IV.  Quand  le  cône  et  l’ellipse  sont  doniiés  séparément,  on  connaît 
les  côtés  .\B  et  AD  du  triangle  ABD,  ainsi  que  l’angle  Û.  En  effet, 
AB  est  le  grand  axe  de  l'ellipse  / AD  est  la  distance  des  foyers,  et 
l’angle  D est  le  complément  de  l’angle  formé  par  la  génératrice  du 
cône  aveç  l’îuo.  On  peut  donc  çonstcuire  le  triangle  ABD,.et  avoir 
ensuite  , le  point  S en  .élevant  SV  perpendiculaire  au  milieu  de  BD. 
Alors  il  est  évident  que  le  cône  engendré  par  la  révolution  de  SR 
autour  de  SV  est  égaltiü  cône  donlléj’èt  que  le  plan  conduit  par  AB, 
perpeudiculairerncnt  au  piàn  RSV,  coupe  ce  CÔnd  suivant  l’ellipse 
donnée  ; donc  toute  ellipse,  peut  êtréplacéè  sur  un  cône  donné. 

Par  la  nature  de  l’ellipse,  AD  est < AB;  d’ailleurs,  l’angle  AJ)B 
eat  aigu;  donc  le  triangle  ADB  est  toujours  possible,  et  la  conclu- 
sion précédente  n’est  sujette  à aucune  exception. 

464.  Deuxième  cas  (fig.  199).  En  faisant  les  mêmes  construo- 
tions  que  dans  le  premier  cas,  et  conservant  les  mêmes  dénomi- 


nations, oh  a toujours  y*  = MP*  = EP  X PE- 

Par  la  comparaison  des  triangles  semblables  AEP,  ADB,  et  par 
^lle  des  triangles  BFP„BCA,  qui  sont  aussi  semblables , on  trouve 

EP  = PF — y J donc  y* = ^ -h  î donc  la  sec- 

tion  conique  est  une  hyperbole. 

Remarqués.  I.  En  plaçant  l’origine  au  sommet,  l’équation  de 
l’hyperbole  est  (360)  y*=  ^(itA^-f  ar*).  On  voit  par  là  que,  dans 
l’hyperbole  située  sur  le  cône,  lè  premier  axe  est  égal  à 2a,  que 
le  second  est  égal  à 2y//y,  et  que  l’excentricité  est  2v/a*  -f/y. 

En  menant  AO  perpendiculaire  à BD,  on  trouve  facilement  ÂD* 
_ 4a»  4y*  _ 4 fCf—g)  = 4a*  -f  Afg  ; donc  AD  = îv/a'-f/ÿ,  ce 
qui  prouve  que  la  distance  .AD  est  égale  à l’excentricité. 

II,  Soient  II , 1 , K , et  II',  I’,  K',  les  points  de  contact  des  lignés 
a/x,  RH',  TT,  âvec  les  deux  cercles  tangents  à ces  lignes  et  com- 
pris entre  les  génératrices  HR'  et  TT',  on  aura  AH  = Al  CK,  et 
par  suite  BH  -f-  AH  e=  BK  CK  = BC.  Or , la'  ligne  AD  ou  BC  est 
égale  à la  distance  des  foyers  de  la  courbe  ; donc  le  point  H est 
un  foyer:  On  a aussi  BH'  BK'  a=  DP,  et  par  suite  AH'  -f  BH'  = 

Al'  -i-  DP  sa:  AD  ; donc  le  point  IP  est  t'outre  foyer. 


*■'  ■- 
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Tirons  IL  et  KX'  parallèla*  à BD.  Les  triangles  semblables  AIL , 
àDB  , donnent  AL  : AB  c : Al  ou  AH  : AD  ou  HH'. 

Soit  0 le  milieu  de  la  distance  AB  : cette  proportion  revient  à 
oeüe-ci, AL: OA ::  AH  :0H;(k>ne,d^ideftdo,OL  :0a  ::0A:  OH, 


d’oà  l’on  tire  OL  i .. 

''  flcitibleblement,  trouverait  OL'  X OH'  ;iaï5Â*  ; donc  (ST2)  le» 
points  L et  L'  sont  les  pieds  des  deux  directriçes. 


ni.  Pour  des  sections  parallèles,  le  rapport  des  (kux  axes 


)Hi 


MBte  constant;  «lors  les  hj^rboles  sont  dites  sémblables. 

Oe  rapport  demeurant  constant,  les  hyperboles  qui  résultent  de 
ces  sections  ont  leurs  asymptotes  parallèles.  Il  est  facile  de  recon- 
naître aussi  que  la  sèction  parallèle , faite  par  le  sommet  du  cOné , 
donne  deux  génératrices  parallèles  â ces  asymptotes. 

rV^Pour  placer  une  hyperbole  sur  un  cOne  donné , on  construit 
te  triangle  ADB,  dans  lequel  on  connaît  Tangle  aigu  D,  le  côté  AD 
égal  à la  distance  des  foyers  de  l’hyperbole , et  le  côté  AB  égal  à 
l'axe  transverse  ; on  élève  ensuite  SY  perpendiculaire  au  miliau 
de  BD.  Le  cône  droit  qui  a SV  pour  axe  et  SA  pour  génératrice  est 
égal  au  cône  donné,  et  lë  plan  mené  par  AB , perpendiculairement 
àu  plan  ASV,  coupe  ce  cône  suivant  l’hyperbole  donnée. 

Mais  le  côté  AB  étant  < AD',  le  triangle  ADB  n’est  possible  que 
dans  le  cas  où  AB  n’est  pas  moindre  que  la  perpendiculaire  AG.  Or, 
le  triangle  ADG  donne  AG.= AD  sin  ADG= AD  x cos  ASV  ; donc 


il  faut  qu’on  ait  AD  x coaASV  ■<  AB , d’où  oos  ASV  ■<  (Ici 


le  signe  < n’exclut  pas  l’égalité). 


A-D  4 

Dans  l’hyperbole  donnée , le  rapport  ^ est  égal  au  cosinus  de 


l’angle /ormé  par  l’asymptote  avec  le  premier  axe  (411).  En  dési- 
gnant donc  cet  angle  par  6 , on  a cos  ASV  cos  6 , d’où  ASV  >•  6 
et  2ASV>29.  Donc  une  hyperbole  peut  se  placer  sur  un  cône 
donné,  pourvu  que  l’angle  de  deux  génératrices  opposées  ne  soit  pas 
moindre  que  celui  des  asymptotes  de  l’hyperbole. 

465.  Troisième  cas  ( fig.  200).  En  ee  servant  toujours  des  mêmes 
constructions,  ou  a encore  EP  X PF. 

• Ax  étant  parallèle  à ST , on  a PF  » AG  2ÿ  ; foisons  AS  = d. 
Les  triangles  AEP,  SAC , étant  sembltibles , on  a EP  ; : Ig  : d ; 


\ 
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donc  EP  = , et , par  suite , y* = ^ i ; donc  là  section  conique 

est  une  parabole. 

. Remarques.  L Le  paramètre  de  cette  parabole  est  égal  à Or, 

si  du  milieu  de  AC,  on  mène  GH  perpendiculaire  sur  kx,  le  trian- 
gle AGH  sera  semblable  à AGS,  et  on  aura  AH  : g ::  g:  d,  d’où 

AH =^;  AH  est  donc  le  quart  du  paramètre , et  par  conséquent 
h pointO  est  le  foyer  de'laparabole.  ' 

II.  Dès  lors,il  est  évident  que  ce  foyer  est  le  point  de  contact  de 
la  ligne  x'x  avec  le  cercle  décrit  entre  les  génératrices  RR'  et  TT, 
tangentiellement  à ces  deux  génératrices  et  à la  droite  x'x. 

De  plus , il  est  facile  dé  voir  que  si,  par  le  point  de  contact  de  RR' 
avec  le  même  cercle,  on  tire  BL  parallèle  à AC,  on  aura  AL  ^=AH; 
donc  la  directrice  passe  au  point  L. 

III.  Il  n’y  a pas  lieu  à remarquer  que  les  paraboles  données  par 
des  plans  parallèles  sont  semblables,  par  la  raison  que  toutes  les 
paraboles  doivent  être  considérées  cqmme  semblables.  Cela  se  fonde 
sur  ce  que , dans  deux  paraboles  quelconques’,  les  droites  menées 
par  les  sommets,  et  également  inclinées  sur  les  axesj  sont  toujours 
proportionnelles.  La  démonstration  de  cette  proposition  est  trop 
facile  pour  qu’il  soit  nécessaire  de  la  donner  ici. 

IV.  Une  parabole  étant  donnée,  pour  la  placer  sur  un  cône 
donné,  on  construira  le  triangle  rectangle  GAH,  dont  on  connaît 
le  côté  AH  et  l’angle  GAH  ; puis  on  élèvera  GS  perpendiculaire 
sur  AG , et  on  fera  l’angle  GAS  = GAH.  La  surface  décrite  par  la 
révolution  de  SA  autour  de  SG  sera  celle  du  cône  donné,  ®t  le  plan 
conduit  par  AH  perpendiculairement  au  plan  ASG  coupera  ce  cône 
suivant  la  parabole  donnée.  Donc  toutes  les  paraboles  peuvent  être 

^ placées  sur  un  cône  donné. 

466.  Ce  qu’il  faut  principalement  conclure  de  tout  ce  qui  pré- 
cède , c’est  que  les  sections  coniques  sont  dés  courbes  du  second 
ordre  ; et  réciproquement , que  les  courbes  du  second  ordre  sont 
des  sections  coniques. 

Autre  méthode. 

467.  Nous  allons  encore  chercher  les  sections  coniques  par  une  , 
méthode  qui  fera  trouver  les  trois  courbes  dans  une  seule  équation. 
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Faisons  (fig.  SOI)  les  mêmes  cGnstruétions  i]Ue  «iSnsie  ri*  463  ; 
et , potar  avoir  des  données  qui  conviennent  à tontes  lés  portions 
de  la  ligne  Kx,  prenons  SA  = d,  SAa;  = a,  RSV  = p.  Cela  {kisë , 
lo-oercle  EMF  donne  y*  i=  EP  X PF.  ' 

Dans  le  triangle  APE,  on  a -EP  : sinPAE  : sinPEA.  Or,’ 

a^sina 


sinPA£  = sina,  sinPEA  = cosp;  donc  EP; 


cosp  ' 


Menons  AC  parallèle  à EF,  et  PH  parallèle  à SF  : le  triangle  AMf 
donne  AH  : x ;;  sinAPH  ; sinAHP.  Or,  sinAPH=  sm(a-|-2p)  et 

sin  AHP  = cos  P ; donc  AH  = ^ 

cosp  c 

Le, triangle  SAG  donne  2AG  = AC  = 2d&ihp;  et  en  retran- 

arsin  (a-|- 
cosp 

Enfifi,  en  remplaçant  EP  et  PF  par  leurs  valeurs,  on  aura  l’équa- 
tion générale  des  sections  du  cène , savoir  : 


chant  AH  de  AC , il  vient  PF = 2d  sin  p • 


[S] 


ÿ' 


2<tsin'asinp  sin 


co  s P 


inasin(a  + 2p) 
cos*p  ^ ’ 


donc  les  sections  coniques  sont  des  courbes  du  second  ordre. 

Pour  démontrer  la  proposition  réciproque,  il  faut  remarquer 
d’abord  qu’en  prenant  des  coordonnées  rectangulaires  et  en  pla- 
çant l’origine  à un  sommet,  les  trois  courbes  dn  second  ordre  sont 
contenues  dans  l’équation 

[s]  y*  = 2j»ar-t->M!’,  ’ r 

2p  désignant  le  paramètre  de  la  courbe , et  n le  carré  du  rapport 
du  second  axe  au  premier  (abstraction  faite  du  signe).  Alors , la 
question  revient  à démontrer  que  les  quantités  p,  »,  p,  étwt  don- 
nées, on  peut  déterminer  pour  les  inconnues  d et  a des  valeurs 
réelles  qui  rendent  les  équations  [S]  et  [s]  identiques.  * 

En  égalant  respectivement  les  coefficients  de  x et  de  a:*,  dans  les 
deux  équations , il  vient  ^ 

dsinasinp sin  a sin  (o -j- 2p) 

cos  P ^ cos’ P " 


[1] 


•«. 


L’équation  [1]  donne  pour  d une  valeur  réelle  quand  a est  lui- 
même  réel.  Mais  la  forme  de  l’équation  [2]  n’est  pas  commode  pour 
faire  connaître  cet  angle  ; c'est  pourquoi  nous  allons  la  changer. 
Prenons  les  formules  trigonométriques  qui  éxpriment  cos(A-)-B) 
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f l’*î 
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- -^r  .<■  / ... 

et  ^ (A.— ^)i  at  retraiuibon6  lapremière  d«  la  seconde,  DD  tnmva  9^) 
2sinA.aHiB;=?.<)os(A — B),— oos(A.-f-B).  r ' A . 

Sqil  faiti  = (X  + 2^  et.  a , cetto>  deroière  formule  dooidi 
2 sin  a sin  (a  4-  W = c»s  2p  — oof  (2«  4*'  2?)  ; et  per  BUite  l’éqo»^ 
ti^  devient  oq92|1  '^-oœ  (2«^.4-  2P)  sp  3»  d’où  ( : 

' «o^(2a4*2p)?i=cos2?4-^cos*p.  . • ■'  .• 

0»,.c{)62p  = cos*f  — sinfP  = 2pos’P“-l,‘  dtMaceafln  ‘ 

- Cô8(3<^+2p)=^2(i%ft)cos*p-‘l.' 

• ^ , 

Dans  l’ellipse , le  rapport  n est  négatif  et  <1.  Il  s'ensuit  tjtte  la 

valeur  précédente  est  comprise  entre  4- 1 et — 1 ; donc  l’arc  2®4^2p 
est  réel,  et  par  suite  a l’est  aussi  ; donc  un  cône  droit  étant  donné, 
on  peut  toujours  \e  couper  tuivant  une  ellipse  donnée. 

Dans  l’hyperbole,  n est  positif  et  peut  avoir  une  grandeur  quel- 
conque. Si  la  valeur  de  cos(2a4-2p)  est  négative,  il  est  évident 
qu’elle  sera  plus  petite  que  l’unité^  et  par  conséquent  a sera  réel. 
Mais  il  n’en  est  phis  ainsi  quand  cotte  valeuf  est  positive  : il  faut 
alors  qu’on  ait 

2(l4-n)coB*p  — 1<1,  d’où  cosp<y/y^. 

Pour  interpréter  cette  condition , remettons  au  lieu  de  n le  carré 
du  Kqiport  des  axes  ; elle  devierit  cos  p < si  on  dé- 

signe par  6 l’angle  des  asymptotes  avec  l’axe  transverse,  on  a aussi 
ç/>sa  — “ I ; donc  cosP<cob6;  donc  p>-?  et  2p>29. 

Ainsi  on  retrouve  cette  condition  que,  pour  placer  une  hyperbole 
sur  ùn  cône  droit,  il  faut  que,  dans  ce  cône,  l’angle  au  sommet 
.soit  au  moins  égal  à celui  des  asymptotes. 

Dans  la  parabole,  » = 0,  et  alors  l’équation  [2]  donne  ou  sin  «=0 
ou  sin(a4-  2p)  = 0.  La  première  valeur  n’est  pas  admissible  : car 
en  la  mettant  dans  l’équation  [1]  on  aurait  p = 0,  et  l’équation  [s] 
ne  représenterait  plus  une  parabole.  On  doit  donc  prendre 
sin  (a  4-  2P)  = 0.  Or,  04-  2p, doit  être  <36(f  ; donc  il  faut  poser 
ou  a-f*2pa30  ou  «4“2p=ttl80°i 
On  peut  négliger  l égalité  « -f  -2p  =x  0 , car  elle  donne  pour  a 
une  valeur  négative  i et  quant  à l’égalité  a -{*  2p —180“ , elle  montre 
que  Àx  (fig.  SSOl  ) doit  êbre  parallèle  à ST  : c’est  en  effet  ce  qui 
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doit  uriver  dans  le  cas  de  la  parabole,  ünai , lefpirgMes 
jmioent  se  trouver  en  coupant  un  même  cône  droit  par  des  plam. 

Sectioo  cylindrique,  , • j i 

Soit  AMB  (fig.  20S)  la  section  d’nn  ejiltndre  dl«U  par  hO 
plan  : si'oh  fait  les  mêmes  constfuètions  que  péur  ié  cône  (463),' 
et  qu’on  désire  le  rayon 'du  cylindre  paO.'êt  AB  par  ib,  dS 
trouve  facilement , pouf  la  courbe  AMB , 

[T]  — »»).  <:  . , , . - . 

Cette  équation  qui  représente  une  ellipse,  peut  aussi  Se  déduire 
de  l’équation  [S] , mais  il  faut  auparavant  introduire  datts  œlle-éf 
la  ligne  AG  CBg-  201).  Posons  AG==r:  le  triangle  ASG  donfte 
r = d sin  P , et  par  suite  [S]  devient 

' *^2rsina  MO«sin(oj-t~2P)  ^ 

çosp  ^ co&*P 

Alors,  si  on  suppose  0,  les  lignes  RR',  TT',  devi^nent  paralr 
lèles  , et  le  cône  se  change  en  cylindre.  Cette  hypotb^  réduit 
l’équatiou'à  iir  sina . e-^sin's . x*;  et  ce  résultat  s'accorde 
avec  l'éq.  [TJ.  En  effet,  ■ représente  l’angle  R' AB  (fig.  202),  et  le 

triangle  ABC  donne  sin  ABC  = sln  a = - ; or,  si  on  Substitue  cette 
valeur  dans  l’équation  d-dessua,  on  retombe  sur  l’éq,  [T], 

Section  antiparallèlé  du  cAne  oblique. 

469.  Si  on  fait  mouvoir  une  droite  de  manière  qu’elle  s’appuie 
toujours  sur  un  cercle  et  qu’elle  passe  constamment  par  un  point 
donné , elle  engendre  un  cône , qui  a pour  base  le  cercle , pour 
sommet  le  point  donné,  et  pour  axe  la  droite  menée  par  le  sommet 
et  par  le  centre  de  la  base.  Le  cône  est  droit  ou  oblique , selon 
que  l’axe  est  perpendiculaire  ou  oblique  à la  base. 

Un  plan  mené  par  l’axe  d’un  cône  oblique  perpendiculairement 
à sa  base , coupe  le  cône  et  sa  base  suivant  un  triangle  qu’on 
nomme  la  section  principale. 

Le  cône  oblique,  de  même  que  le  cône  droit,  est  coupé  suivant 
des  cercles,  par  des  plans  parallèles  à sa  base;  mais  il  jouit  en 
outre  de  la  propriété  (Tétre  encore  rencontré  suivant  des  cercles 
par  d’autres  plans.  C’est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 


Digitized  by  Google 


5S2  ' DnmÈME  PARTIE.  •> 

Soit  SAB  (fig.  203)  la  aectioa  principale  d’un  cône  oblique , et 
DMC  la  courbe  produite  par  l’interaection  de  oe  cône  avec  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  SAB.  Ayant  mené  MP  perpendiculaire 
sur  CD , et  EPF  parallèle  à AB , je  conduis  par  EF  et  MP  un  plan 
qui  sera  parallèle  à la  base  du  cône,  et  qui  coupera  le  cdne  suivant 
un  cercle  EMF.  U est  facile  de  voir  que  MP  est  perpendiculaire 
au  diamètre  EF  ; donc  MP*=  EP  x PF. 

Supposons  que  la  courbe  DMC  soit  un  cercle  : la  droite  DC 
sera  un  diamètre  de  ce  cercle , et  on  aura  aussi  MP*  = DP  x PC  ; 
donc  EP  X PF  = DP  X PC , ou  bien  EP  : DP  : : PC  ; PF. 

Les  deux  triangles  EPD,  CPF , ont  donc  un  angle  égal  entre 
côtés  proportionnels;  par  conséquent  ils  sont  semblables,  et  l’an- 
gle SCD=  SEF=SAB.  Quand  cette  condition  est  remplie,  il  est 
clair  que  la  section  est  un  cercle. 

On  connaît  ainsi  la  nouvelle  direction  qu’il  faut  donner  aux 
plans  coupants  pour  que  les  sections  du  cône  oblique  soient  en- 
core des  cercles.  Ces  sections  sont  celles  qu’on  désigne  sous  le 
nom  de  antiparallèles  ou  de  sous-contraires.  D y a aussi  une  sec- 
tion antiparallèle  dans  le  cylindre  oblique  à base  circulaire. 

470.  Remarque.  Quelle  que  soit  la  position  des  lignes  CD  et  EF, 
pourvu  qu’elles  soient  parallèles  à celles  qui  répondent  aux  deux 
séries  de  sections  circulaires , il  est  clair  que  les  deux  triangles 
EPD  et  CPF  seront  encore  semblables  ; de  sorte  qu’on  aura  tou- 
jours EP  X PF=  DP  X PC.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  CD 
et  EF  sont  les  cordes  d’un  même  cercle , et  que  les  deux  sections 
circulaires,  qui  ont  ces  lignes  pour  diamètres,  sont  situées  sur  une 
même  sphère  dont  le  grand  cercle  est  précisément  celui  qui  con- 
tient les  deux  cordes  CD  et  EF. 


CHAPITRE  XIV, 


TANGENTES  ET  ASYMPTOTES  CONSIDÉBÉBS  GÉNiBALBMENT. 


Tangentes  aux  courbes  algébriques. 

471 . Soit  scf  et  y’  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  d’une 
courbe.  Pour  un  autre  point  dont  l’abscisse  serait  x'-f-A,  on  aurait 
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une  autre  ol'donnée/que.je  désigne  par  y'  sécante  |>assant 

par  les  deux-points  est  déterminée  qutuid  on  cagnaît  ks  rapport 
de  A à A : mais  la  valemr  générale  de  ce  rapport  i^;nous  est  pas 
nécessaire,  et  il  suffit  de  trouver  celle  qu  il  prend  quand  le  second 
point  coïncide  avec  le  premier . Il  est  évident,  en  effet,  qu  en  nom- 
mant X cette  limite , l’équation  de  la  tangente  sera 

La  limite  X doit  être  une  conséquence  de  l’équi^on  qui  exprime 
la  liaison  établie  entre  l’ébscisse  et  Tordonnée  dé  la  courbe  ; et 
voici  comment  on  trouve  cette  limite. 

Soit  Z^O  réquation  de  là  court».  Elle  doit  être  satisfaite  en  y 
remplaçant  x et  y par  a/  ët  y'  ou  par  x'  + h et  y' -j-A  ; donc,  çn 
appelant  Z'  et  Z"  ce  que  devient  Z "par  ces  substitutions,  on  devra 
avoir  Z'—O  et  Z”=0,  d’où  Z" — Z'  = 0. 

Or,  si  on  suppose  que  Z=0  soit  une  équation  algébrique,  il  est 
clair  que  tous  les  termes  de  Z'  doivent  .se  trouver  d^s  Z"  : car, 
lorsqu’on  fait  A = 0 et  A ::?=  0 , on  réduit  x'--\-  A à ar'  et  y'-f  A à y', 
et  par  suite  Z"  à Z'.  Il  suit  de  là  que  l’équation  Z"— Z'=0  ne  doit 
se  composer  que  de  termes  multipliés  par.  A ou  A,  ou  bien  par 
des  puissances  et  des  produits  de  ces  quantités.  On  fera  donc  k—lh 
dans  cette  équation,  ensuite xm  en  tirera  une  valeur  générale  du 
rapport  l , puis  on  passera  à la  limite  X en  faisant  A =0.-  I î- 
En  algèbre  on  démontre  que,  si  on  remplace. « et  y par  ar-}-A 
et  y -1-  A,  le  polynôme  Z dejriendra  . . i y;  ' ,3 

Z-|-XA-|-,ÏA4"W»  -•  ../îrAW.t 


X et  T étant  les  polynômes  dérivés  de  Z , relatifs  à a:  et  à y,  et  w 
étant  une  suite  de  termes  tous  multipliés  par  des  puissances  ou  par 


des  produits  de  A et  de  A.  _ ' 

Cela  posé,  il  est  évident  qu’en  désignant  parï',  Y',  i»',  ce 
que  deviennent  Z , X , Y , w , par  le  changement  de  a:  et  y en  a:' 

et  y',  on  aura  , 

^ • Z''=Z'-f-X'A  + Y'A-fo)'; 


par  conséquent  l’équation  Z" — Z'—  0 deviendra 
X'A-f  t;a-i-o>'=o. 

Maintenant  il  faut  poser  A=  Ih,  et  alors,  en  divisant  par  A et  en 
nommant  w"  le  quotient  de  w'  par  A,  il  vient  ^ 

X'-l-Y7-f  co"  = 0,  d’où  i=— Y>  — 
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La  qiuntM  •V'  oontient  «icfire  h dans  tons  ses  termaa;  donc  aile 
devient  zéro  lorsque,  pour  «voir  ta  limite  \ de  l,  on  suppose  A=a:e  ; 
ainsi  on  a simplement  ^ ■ ■ 

X' 

. ■ ¥'■  , • 

Par  suite  l’équation  de  la  tangente  sera 

X' 

ou  bien  encore,  en  posant  XV+ X'y  = V',  sous  cette  autre  Corme 
W Y'y  + X'x=V'. 

Au  moyen  de  l’éq.  Z'  = 0 , il  serait  facile  de  démontrer  que  V' 
se  réduit  toujours  à un  polynoçie  de  degré  inférieur  à Z'  : je  me 
bornerai  à vérifier  cette  proposition  dans  les  deux  exemples  sui- 
vants. 

•472.  Exemple  I.  Considérons  les  lignes  du  second  ordre,  dont 
réquation  générale  est 

[A]  Ay* -j- Bxy -4- Cx* -j- Dy  + Ex -f- F ^ 0. 

• Alors  on  a T' = 2Ay' -f  Bx' -f- D , X' = By'-|- 2Cx' -f  E , 
V'=  2Ay^-f-  2Ba/y'  -}-  2Cx'4-.Dy'  -+■  Ex'. 

. Or,  l’équation  [A]  donne  2Ay’’ -j- 2Bx'y' -|- ^Cx" œ — iÛy' 
— 2Ex' — 2F;  donc  V'= — DjK— Ex' — 2F,  et  en  conséquenee 
l’équation  de  la  tangente  devient  ^ . 

(2Ay'-fBx'+ D)y  + (By'-f  2Cx'-f  E)x  + Dy'+ Ex*  + 2f  3=0. 
Exemple  11.  Soit  encore  l’équation  ,^d^à  construite  n°  183, 
y* — 3oxy-j-x*=0. 

On  a ï'=3y'*— 3oa/',  X'=3x'*— 3oy',  V'=3y'’— 6«x'y'+3x'* 
;=3ox'y'  ; par  suite  l’équatipa  de  la  tangente  est 

(y'*—  ««')  y + {x!*—  w^)K= aac'yl . 


Tangentes  aux  courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires. 

473.  Quand  une  courbe  CD  (fig.  204)  est  donnée  par  une  équa- 
tion polaire,  on  détermine  sa  tangente,  en  un  point  quelconque  M, 
au  moyeu  de  l’angle  AMT  qu’elle  fait  avec  )e  rayeo  vecteur  AM. 
Pour  connaître  cet  angle,  on  eouskière  toujours  la  tangente  comme 
une  sécante  passant  par  deux  ppints  M et  M'  qui  vienuent  se  réu- 
nir en  un  senl.  Soit  M'MS  cette  sécante  : avec  AM  décrivez  un 
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earde  qui  rsncontrs  le  rayon  vecteur  AM'  én  N,  menez  la  droite 
NMH , et  tirez  AS  parallèle  à NH.  les  triangles  ASHf,  NMM'  sont 
semblables,  et  donnent  . ■ 


[1] 


/ 1 J 


. ^ MN 

AM'’^M*ïî‘ 


Rapprochons  .graduellement  AM'  de  AM , et  établissons  enfin  la 
coïncidence.  MS  devient  la  tangente  MT,  et  MH  devient  perpendicu.- 
laire  sur  AM  ; donc  aussi  la  parallèle  AS  prend  uhe  position  AT 


perpendiculaire  sur  AM.  Alors  se  change  en 
le  triangle  AMT  est  rectangle  en  Ar  <m  a 


AJ 

AM 


; et  comme 

h 


> ■ limite  de^^  = ^ = tangAMT.  ' 

Cherchons  aussi  ce  que  devient  alors  Iç  rapport  Soient  w,  p, 

les  coordonnées  polaires  du  point  M , et  u>-\-h  ^ p + A , cellq^ 
du  point  M';  de  sorte  qu’on  ait  l’angle  MAX  = w,  AM=p, 
angle  MAM=A,  M'PI^A.  Abaissez  AI  perpendiculaire  à MN , 

on  aura  MN  2NI  = 2p  sin  jA  ; donc  Pour 


trouver  la  limite  de  œ rapport , éernfoo»>le  ainsi  ; ' • > v<<  ' 

MN  sln^A  ' ■ 

Au  moment  où  M'  et  M se  cbnfondent , h devient  zéro , et  oh  sait 
qu’alors  le  rapport  de  sln  JA  à JA  doit  être  égal  à 1 (51)!  De  plus, 
nommons  6 ce  que  devient  le  rapport  de  A à A ; et  nous  aurons  Op 
pour  la  limite  cherchée.  Ainsi , au  moment  où  la  sécante  devient 
tangente , l’équation  [1]  donne 


[2]  tangAMT=  9p. 

La  position  de  la  tangente  MT  ne  dépend  d(»c  que  de  la  seule 
quantité  6 , qui  est  la  limite  du  rapport  de  l’accroissement  de 
l’angle  w à celui  du  rayon  vecteur  p j et  il  est  clair  que,  dans  cba-t 
que  cas  particulier,  cette  limite  se  déduira  de  l'équation  polaire  de 
la  courbe,  tout  à fait  de  la  même  manière  que  si  u et  p étaient  des 
coordonnées  parallèles  à des  axes. 

Quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires , on  appelle  sous- 
km(fenti>  le  dîstanee  AT  comprise  entre  l’origine  et  fa  tangente,  sur 
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la  perpendiculaire  élevée  au  rayoq  vecteur  par  i'ori(;ine.  Cette  di- 
stance se  déduit  du  triangle  rectangle  AilT,  et  l’on  a ■ 

AT  = P tang  AMT  = ôp*. 

474.  Exemple.  Prenons  l’équation'  polaire  des  courbes  du  se- 
cond ordre  (458), 

P ■' 

. . ^ . p = - £. ,■ 

^ 1 — ecosu 

Si  on  y change  «<>  en  w -f-  A , et  p en  p'-j-  A , il  vient  v. 

p-fA= . 

^ ‘ 1 — ecos(ü)-)-A) 

Par  suite,  en  retranchant  pdep-f-A:,ona  ' ' 

^ P P j?e[cos((o-|-A)  — cos  O)] 

1 — e cos(<»  -|-  A)  1 — ecostd  (l — e coso>)  [1 — e cos  (w  -|-  A)]  ’ 

puis 

A_A(1 — ecosa>)[l — ecos(w-|- A)] 
k pe  [cos(o)-p- A)  — cosoj] 

Mais  la  formule  connue  cosç — coép=2sin^'-|-ç')Xsin'i{/> — q) 
donne  cosu  — cos(w-|-A)  = 2sin(a>-|-iA)sin^A;  donc 

A_ 

Â - pe  sin  (ti)  ri"  èA) 

Pour  avoir  la  limite  de  ce  rapport . il  faut  supposer  A = 0 : alors , 
en'désignant  cette  limite  par  6,  il  vient  p 

. (1— ecoss))*. 

pe  sin  M ’ 

par  conséquent  la  formule  [2],  en  y mettant  la  valeur  de  p et  celle 
de  6,  devient 

1 imiT  1 — ccosw  ' 

tang  AMT  : . 

csinca 

t 

Asymptotes  4os  courbes  algébriques. 


(1 — «co8o))[l — ecos(o)-f- A)]  ^4 

^ sin  A A' 


475.  Soit,  comme  dans  le  n*  246, 

' y = ex -\-d 

l’équation  d’une  asymptote  non  parallèle  aux  ordonnées.  D’après 
la  définition  des  asymptotes , l’équation  de  la  courbe  doit  donner 
une  vMeur  de  y telle  que 

y = ca:-|«d-f  V, 

dans  laquelle  V est  une  quantité  qui  devient  nulle  quand  on  fitit 
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ar  = ±oc  . Or,  de  cette  égalité  on  tiré  d’àbord  c=  ^ — 

> . XX* 

d=sy  — cx  — V J et  ensuite  l’hypothèse  ar  = db  oo  donne 

* c=lim;-,  d = limJ<ÿ — ex). 

Ce  sont  ces  limites  ,qu’il  faut  déterminer,  etic’est  ce  que  jelme 
propose  de  faire  ici  pour  les  courbes  algébriques  en  général; 
Considérons  des  polynômes  quelconques  en  a;  et  y,  et  soient  ~ 


UüïÂ  Ba?»  y -f-elc.,  fn 

ü,=  A'afy'-f-B'af'y*'-f  etc.,  * -Ifd  ■ 

. .q-  ü . U,=  A''»r^y'+B"x'*y*''+etc.,  . ' ■'  i « 

etc;  ' 'ou'oi 


Supposons  que  tous  les  termes  de  U soient  du  degré  »i , què'oèux 
de  ü|  soient  du  degré  tn  — 1,  et  ainsi  de  suite  : les  courbes  algé- 
briques de  l’ordre  m pourront  être  représentées  par  l’équation 

[1]  ü. üf-|- ¥i~l- etc.  = 0.  ' il 

Cela  posé,  pour  avoir  c,  il  faut  faire  y— ex  dans  [1] , et  cher- 
cher la  valeur  de  c correspondant  à ar=db90 . Or,  puisque  les 
termes  de  U sont  du  degré  m , il  est  clair  qu’après  la  substitution 
de  ex , ils  contiendront  tous  x"  ; de  même  ceux  de  ü * contien- 
dront x^‘  ; et  ainsi  de  suite.  Pour  abréger,  faisons 

T=^Ae"  -1-Bc*  -j-etc.,  T,=  A'c»'+B'c*'-f-etc., 

T,=  AV'-l-rc^+etc.,  etc;;  ’ ‘" 

l’équation  [1]  deviendra  Tx"  TjX^*  -f-  -f-  etc.  ^ 0 , ou 

bien , en  divisant  par  x", 

T + § + | + etc.=0.  -b 

■ !q  iLi'i'i 

Maintenant  supposons  x==t  00,  il  reste  T =0,  ou  ■'  p . 

[2]  Ac«-|-Bc*-|-etc.  = 0; 

et  telle  est  l’équation  dont  les  racines  réelles  seront  les  valeurs  de  c. 

Connaissant  e , passons  à la  détermination  de  d.  Dans  l’équa- 
tion [1]  je  fais  y — ex  = d , ou  plutôt  y = ex-j-d.  Je  représente 
par  T',  T'',. . .,  Ti',  Ti",. . .,  IV,  Tj",. . .,  etc.,  les  pol3momes  dérivés 
relatifs  à c,  de  T,  T,,  Ti,  etc.;  et  l’équation  résultante,  ordonnée 
par  rapport  à x , sera 

. Tx-+  (Td  + T.)  X-'  + d>  -f  d-f-  T.)  X—-1-  etc.  = 0. 

22 
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La  partie  Tx”  est  nulle  en  vertu  de  l’équation  ^2],  En  la  suppri- 
mant , divisant  par  puis  supposant  x= ü « , il  reste 
[3] 

Cette  équation  fera  connaître  la  valeur  de  d correspondant  à chaque 
valeur  de  c. 

Ainsi  les  asymptdtes  non  parallèle*  aux  y.sotit  détertnihée*  pdr 
les  éqnallons{2]«t(3].  li  première,  qni  détertninfee;  dépend  imi- 
qunnent  des  boefdcients  du  polynôme  V;  et  la  seconde qui  dé- 
termine d,  se  forme  au  moyeiJ'des  seuls  polynômes  ü et  Ui,  sans 
rien  emprunter  à ceux  d’un  degré  inférieur. 

Il  y a cependant  une  observation  importante  à faire.  11  se  peut 
qu’une  valeur  de  c fasse  disparaître  de  l’équation  Taf*-|-etc.  = (f, 
non-seulement  le^  termes  en  mais  aussi  ceux  enx^‘.  Dans 
cé  cas  dn  divisé  par  et  pn  a,  pour  déterminer,  d,  l’équation 

Y ^ -|-Ti=e  0,  laquelle  en  général  est  du  secbnd  degré. 

S’il  arrive  que  leè  termës  en  disparaissent  aussi , on  ife- 
courra  à ceux  quiirenferraent.it"'^;  ét  ainsi  de  suite. 

Pour  ne  manquer  aucune  asyihptote , il  ne  faut  pat  oublier  de 
chercher  celle»  qt|d  sont  parallèles  aux  y.  Elles  sont  déterminées 
pat;  les  valeurs  de  jk  qui  rendent  y infini  i or,  en  supposant  que 
l’équation  proposéie  soit  ordonnée  par  rapport  à y,  et  qu’alors  eUe 
soit  Vy"-}-V,y"~'--^etc.  œO,  on  la  divisera  par  y’,  et  on  recon- 
naîtra sur-le-champ  que  les  valeurs  de  x-,  pour  lesquelles  on  a 
y = ± CO , sont  données  par  l’équation  \ = (f. 

49'ê.  E*É«PtE  I.  Sdit  l’èquatloil  générale  dtt'2*  dégrë  P | • 

[A]  Ay’-fS^y  + Cx’-l-Dy F = '0,  ” 

il  faut  chercher  ce  que  dovimnen t dans  de  caéles  équations  [2]  et  [3] . 
Pour  plus  de  commodité,  on  remarquera  que  T et  Ti  ne  sont  autre 
chose  que  les^^olynomeê  U dans  lesqdélè  èu  à étlpprimé  x 
et  changé  y en  c.  u id  - A -, 

, Cela  posé,  i on  aura  ' Go*,  Ui=i=Dy  + Ejc; 

Tt.*=.Dc  + E,  T'=2Ac^B.  Par.  suite  les 
équations  [2]  et  [3]  deviennent  1 V ,i  ;^i  >t 

Ac*4-Bc-fC=î:0,  (2Ac-fB>d-l-D<;’-f-K=0;  ■ ' 
at  on  eh  tire  •'  ■ - 'i 

B_,_v/B«— 4AC  D^BD— 2AE*' 

‘■,T  2A~  ‘ 2A  ’ > 'y  2A^2Â7^^^’ 
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Ces  Valeurs  reviennèut  à celles  du  n°  248  : eu  les  mettaBl  dans 
l’équation  y =6x4*  on  aura  les  BfcymploteË.  v ' . . . 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

y* — Zaxy-\-a?  = Q. 

Dans  te  tas,  ori  'à  — àaxyj 

Tl = — 3ac , T'  = 3c’  ; et  les  équations  £2]  et  [3]  sont  ’ 
c‘4-l  = 0,  3c’rf— 3ac==D:  'd’oà  r^— 1,  d—  — a. 
Donc  la  courbe  a une  asymptote  dont  l’équation  est  y= — x — a : 
c’est  la  droite  GH  ( fig.  208).  1 ' 

477.  Plusieurs  auteurs  d^éterminent  lesjisymptotes  en  les  con- 
sidérant comme  limites  des  tangentes.  Cette  proposition,  qui  a été 
vérifiée  i l'égaid=Jdé  l’bypërbôlë  (406j^  sè'dé[iitttatl‘ttr''a’iififc 
manière  générale.  Supposes  <qu6'  le  CoiiUldl 

que  la  tangente  MR(fig.  206)  devienne  GH  , dont  l’équation  est 
y^iCiè-l-d.’Soient  y',  les  ebordonhees  du  point  Ü*  ; menez 

AM  dont  l’équiatioA  ast  y34^dJ;.Qpàildda!coBtaetipèl.àiI’iMni^ 

RM  et  AM  devront  être  èo^déréés  £l^dllëles*^''ôr,"  k 

tangènlé  RM  èôïnclde'àvèe  doné  tiussi  élo^s  AM ddit  deTèdh' 

, i ( ■ ■ ■>'  L ..  '■ri'y'-'.v'-  ■)  ’i  K'i'.air.’T-» 

parallèle  à GH;  donc  limite  de|-;  = c.^,  ,,  _ 

Maintenant  menez  l’ordonnée  MP  qtii!  reneontqa  GA  en  dt 
menez  aussi  AE  parallèle  à GH.  La  figure  donne  ME  =MP — PE 
= NE — MN.  Mais  MP  =.  y',  PE=<ix^,  NE=  AGiisd;  par  eensé- 
quent  y' — cx'=d  — MN.  Or,  quand  le  point  M s’éloigne  à l’in- 
fini , puisque  la  tangepte  devient  jGP,  R fitut  que  la  distance  MN 
devienne  nulle;  donc' limite  dé  Cy  —'(‘^)  = d. 

Ainsi,  on  voit  que  les  valeurs  de  c et  d sont  les  mêmes  pour  les 
limites  des  tangentes  que  pour  les  asymptotes. 

478.  Les  lignes  droites  ne  sont  pas  les  seules  qu’on  puisse  prendre 

pour  asymptotes.  Par  exemple,  on  peut  considérer  les  courbes  pa- 
raboliques, dont  l’équatidn  estde  la  ftirme  y=cx'-\-dx^-\-  etc., 
et  proposer  de  déterminer  c,  d,...  de  manière  que  la  courbe  para- 
bolique approche  indéfiniment  d’une  autre  courbe  (|[üi  OAt  donbée. 
Afin  de  mieux  fixer  les  idées,  je  raisonnerai  sur  la  courbe  parabo- 
lique dont  l’équation  est  ’ ' ‘ > 

y = cx’-l-dx-|-‘«.  ' ‘ ' 

Pour  qiiè  cette  équation  représente  unè  asymptote , il  Éaut  qu'on 
puisse  tirer  de  l’équation  de  la  courbe  donnée  une  valeur  de  y. 
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dont  la  différence  avec  la  précédente  soit  nulle  quand  x est  infini  ; 
donc  cette  valeur  doit  être  de  la  forme 

y = cai‘-\-dx-{-e  + y , 

V étant  une  quantité  qui  devient  zéro  quand  x — 4=  °°  • Or,  de  là 
on  tire  " " i 


e — y — ca^—dx — V; 


et,  quand  on  foit  x 4=  oo , les  quantités  comprises 4ans  les  par- 
renthèses  deviennent  zéro  : donc  on  a : > 

c=lim.  , d = lim.  2— «=lim.  (y — es? — dx). 

ar  I ' X 

. En  conséquence,  dans  l’équation  de  la  courbe  donnée  on  fera 
y = CS? , et  on  cherchera  la  valeur  de  c correspondant  à 
a:  = 4=  00  ; ensuite  on  fera  y — es?.  = cte  ou  ca^-j-  da; , et  on 
cherchera  la  valeur  de  d correspondant  à a:  = ± * puis  enfin 
on  fera  y — es? — dx=e  ou  y=ca^-|-da;-f-e,  et  on  cherchera 
la  valeur  de  e qui  répond  à x—  db  oo  . 


CHAPITRE  XV. 


SDK  US  COURBES  SEMBLABLES. 


Théorie  générale. 

. 479.  On  dit  que  devx  courbes  sont  semblables  lorsqu'on  peut  les 
placer  de  telle  sorte  qu'en  menant,  par  un  même  point,  des  rayons 
vecteurs  aux  différents  points  des  deux  courbes,  les  rayons  vec- 
teurs dirigés  suivant  les  mêmes  droites  soient  proportionnels. 

Ainsi , supposons  qu’on  ait  transporté  la  courbe  ab  ( fig.  207  ) 
dans  la  situation  cd,  et  qu’oh  ait  tiré  par  le  point  0,  dans  telles 


Digilized  by  Google 


CÊOMËTBIE  AHALTTIQÜE  A DEUX  DIMENSIONS.  ZUi 


directions  qu’on  voudra , les  droites  qui  remxintrent  la  courbe 

AB  enM,  M',. et  la  courbe  cd  en  N,  N',...;  Si  alors  on  a 

OM  OM'  . OM"  , . ' . ,,  U,  . *1, 

ÜN  ~ ÜN'  ~ "ON"  courbe  ab  sera  semblable  a AB. 


Imaginons  que  la  courbe  cd  soit  reportée  en  ab,  et  que  les  lignes 
ON ON',. , . se  placent  eij  om , om',. . . ; les  points  O et  o , d’où 
partent  alors  les  rayons  proportionnels,  sont  nommés  centres  de 
similitude.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  les  rayons  de  l’une  des 
deux  courbes  font  entre  eux  les  mêmes  angles  que  ceux  de  l’autre 
courbe  auxquels  ils  sont  proportionnels,  et  qu’on  peut  désigner 
par  le  nom  A'homologues. 

La  courbe  ab  peut  avoir  telle  position  qu’on  veut  à l’égard  de  AB 
sans  cesser  de  lui  être  semblable.  Quand  cette  position  est  telle  que 
les  rayons  de  l’une  soient  parallèles  à leurs  homologues  de  l’autre, 
on  dit  que  les  courbes  sont  semblablement  situées.  Quand  elles  sont 
disposées  comme  cd  et  AB,  de  manière  que  les  rayons  homologues 
partent  du  même  point  et  soient  dirigés  suivant  la  même  droite, 
elles  ont  mime  centre  de  similitude  et  situation  semblable. 

480.  Quand  deux  courbes  sont  semblables,  je  vais  montrer  qu’on 
peut  prendre  tel  point  qu’on  veut  pour  centre  de  similitude  de  l’une 
d’elles,  et  qu’il  y a toujours  pour  l’autre  un  centre  correspondant. 
De  ce  que  les  courbes  ab  et  AB  sont  semblables , il  s’ensuit  qu’il 
existe  un  point  0 tel  qu’en  donnant  à aè  une  position  convenable  cd, 
et  tirant  à volonté  OM,  OM',  qui  coupent  leicourbes  en  M et  N, 
M'  et  N',  on  aura  OM  : ON  OM'  : ON'.  Le  point  0 est  un  centre 
de  similitude  : or  je  dis  que  les  mêmes  conditions  peuvent  être 
remplies  à l’égard  d’un  point  quelconque  G. 

Tirez  OG,  GM , GM';  menez  NH  parallèle  à GM  ; joignez  HN'.  On 
aura  OG  : OH  ; : OM  : ON  ; : OM'  : ON';  donc  HN'  est  parallèle  à GN'; 
donc  l’angle  NHN'=MGM'.  Par  conséquent,  si  on  prend  sur  GM 
et  GM'  les  distances  GP=HN  et  GP'  = HN',  puis  si  on  donne  à la 
courbe  cd  une  nouvelle  position  ef  telle  que  HN  vienne  coïn- 
cider avec  GP,  la  ligne  HN'  coïncidera  aussi  avec  GP'.  D’ailleurs 
GM  : HN  ::  OG  ; OH  GM'  ; HN'  ; donc  GM  ; GP  GM'  : GP'. 
Ainsi  les  conditions  de  similitude  sont  encore  remplies  en  prenant 
le  point  G au  lieu  du  point  0 , pourvu  qu’on  transporte  la  courbe 
ab  en  ef.  , 

Quel  que  soit  le  point  qu’on  prenne  pour  centre  de  similitude,  le 
rapport  des  rayons  vecteurs  homologues  reste  invariable,  puisqu’on 


3t2  ' î DECnuÈMK  r&RT».  ••••■  ,- 

a GM  : GP  UM  ; ON.  Ce  rapport  pourrait  être  désigné  sous  i« 
nom  Ab  rapport  de  similitude.  > •>•  ^ 

481.  Maintenant  proposons-nous  çett/e  question  : Vifuati»n' 
d'une  courbe  étan!  rlonnc'e,  trouver  l'équation  générale  des  courbes 


semblable.^.  • 'i  ; ;•  ; > : ■ 

. Koit  ÀB'fflg.  308)  la  cmu-be  dont  04  donne  Inéquation  < ' - 

P(*,y)  = 0.'  — 

Menons'  ée  l’origine' les  rayons  OM , OM',. . . et  divjsôns-les  pro- 
portionnellement en  m,  le  lieu  des  points  m,  sera  une 
courbe  aô  ' semblable  à AB.  Désignons  par  k le  rapport  de  OM 
^ par  X ci^  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de  la 
courbe  AB , par  x'  et  y'  celles  du  point  homologue  m : il  est  clair 


OM 


qu’on  aura  —,  = ^ * 1 a>  =s  kotf,  y ==  Ay. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  [o],  l’équation  résultante 

[é]  ' F(Aa/,/.y)  = 0 

comprendra  toutes  les  courbes  semblables  à la  proposée  ; et  on  les 
obtiendra  en  donnant  au  rapport  k toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  ces  courbes  auront  une  situation  particulière  1 car  )’or|gine 
est  le  centre  de  similitude  commun  à elles  et  à le  courbe  proposée, 
et  de  plus  les  rayons  vecteurs  homologues  sont  dirigés  suivant  la 
même  droite.  Donnons  à ces  courbes  une  autre  situation  ; et  d’abord 
supposons  que  les  a^  Ox  et  Oy  se  transportant  parallèlement  à 
eus-roémes  en  tE*'  et  O'y',.  la  courbe  ab  devienne  pd.  EUe-aura , 
relativement  à ees  nouveau»  axes,  la ménse  équation  [è]  ^ rela- 
tivement aux  anciens;  et,  si  oq  veut  continuer  de  le  rapporter  à 
ceux-ci,  il  suflit  de  changer,  dans  cette  équatipn,  y en  et  y 
en  yi-r  b,  a et  b étant  les  coordonnées  du  point  0'  par  rapport  an» 
aatesOa? , Oy;.  De  cette  manière  on  trouve  l’équation 
[«U  • iF[A(a;  — a),i(y  — è)]=îO,  • ■ 


qtri  représente  toutes  les  courbes  semblables  à la  proposée,  et  sem- 
blablement situées. 

Cètte  équat/on  'ii'a  point  encore  toute  la  généralité  désirable. 
Pour  l’atteindre,  i!  faut  que  les  axes  Oa;  et  Oy,  au  lieu  de  se  trans- 
porter parallèlement  à eux-mémes,  soient  déplacés  d’une  manière 
quelconque  dans  leur  plan.  Supposons  donc  qu’ils  soient  devenus 
C'a»',  Cy  (B^-  209)  , et  que  ed  soit  la'  nouvelle  position  de  la 
cwurlie  «ft  ; il  est  clair  qi*«  l’équation  de  cd,  relativement  aux  nou- 
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veaux  axte,'  sera  éncore  F(fcr',  *y')=0;  et  la  qpestion  ek  de* 
trouver  quelle  équation ‘on ‘doit' avoir  en  rappoi^nt  la’ nouvelle 

courbe  aux  mêmes  axes  (Sx,  Oy',  que  SJS.  ^ ■ ' 

Pour  passer  dos  preitoiert  a^cès  aux  derniers  , on  a ^ for- 
mules ''  “ ‘ 

, a:'sin(0— o)-l- ylfciB{$r»A!pjO  . , a;'sina-}-y'siniï' 

® + iïÏÏ6 ’j  1 ^ 

dans  lesquelles  a et  b soqt  }es  atqpr^QHéaa  OG  et  GO'  du  point  O', 
6 l’Msle  yPa;,  o et  «' Ips  jmgles  x'Ç'E , ^'Q']Ç , ,f(pjé^,{i§F 
et  avec  une  i»rallèle  ^ l’ax^  Ox,  Id  op  a ^ -rir  f*  ». I^t  Bft; 

suite ce|^ formules  dey^ 

a:'sin(8— gjrrrV'sinff  - 

sinô,  ^ -T  sin  0 

Réciproquement , on  tire  de  ces  relations  les  valeurs  de  y',  en 
fonctions  de  a?  et  de  y,  savoir:  ;■  -T  t --  ^ ^ ,» 

g.IV‘-g)»P  A 

...  . î -.SIP®,  j,.(  ■•’l  ■ ; .0  - ’A'  •-  -I 

(a? g) sin g +.(y  siff  a) . 

, 1 -U,  .i  I '.I.  ^*.9®  • ldi;  :■.•'■■■  •••■i 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’éq.  ¥ (Jhtf  , éy')  «a  û , la  musIm  ed 
sera  rapportée  aux  axes  prjiQitifiÿ , et  on  aura  ainsi  l’équation  la 
plus  générale  des  courbes  semblables  à la  courbe  donnée. 

> • s ( > •».  i • -mi  •!.»*  i n-f» 

- ■^1  -!  i'(  ; AppHcatlons.  ;• . .t  ..: 

■ l = 1 -r  .'.O  ■ 4.".-  ■ ; ' ■ . i - 

Pxiiir  p^Qûè|T#  cposid^a»  I»  paraboU  dont 

l’ilquatipn  est.  - , • ‘i  1 •,  • i. 

, " '•<  > — i-, 

Si  en  change  y en  iy  et  r en  kx  ,>  il  vient . di  posant  ^sasip', 

'■  ' ''  ' 

équation  qui  donne  toutes  les  courbes  sen^blables  q Ipparajiplq, 
et  qui  priontre  que  ces  courbes  sont  ellesTmépipg  des  paraboles.  En 
faisant  varier  k,  le  paramètre  2p'  peut  prendre  telle  grandeur  qu’on 
veut;  donc  toutes  les  paraboles  sont  semblables. 

463.  Plus  généralement  • considérons  une  équaHnn  algébrique 
" • ' F(ar,  y,/^«rO;  - 

qui  ne  renferme  qu’une  seule  constante  p,  et  qui  est  homogène 
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par  rapport  aux  trois  quantités  x,y,p-,  c’est-à-dire  que  la.somme, 
des  exposants  de  ces  trois  lettres  est  la  même  dans  tous’les  termes, 

comme  cela  arrive  dans  l’équationV—Spay-f- a:» =0.  ‘ 

Le  changement  de  x et  en  )tx  et  ky  donne , pour  les  courbes 
semblables , l’équation 

‘ ■ F(*x,  ky,p)=:0.  , . . 

Posons  ^ ; elle  devient 

' ’ ' ■ ' F(*x,Ay,  ^ = 0.  '•  - ^ ^ 

Supposons  que  la  somme  des  exposants  de  x,y,  p,  dans  chaque 
terme  de  Féquation  proposée , soit  égide  à »i , il  est  clair  que  A* 

sera  facteur  commun  de  réquaüdn  précédente  ; par  conséquent  , 

après  avoir  divisé  par  A“,  on  aura  une  équation  ^ -i 

qui  ne  différera  de  la  proposée  qu’en  ce  que^'  aqra  pris  la  place 
de/>.  D%illeurs/>'  pouvant  avoir  telle  grandeur  qu’on  veut  àcause 
de  A , on  en  conclut  que  toutes  les  courbes  données  par  l’équation 
F(x,  y,p)  = 0,  en  y faisant  varier  , sont  semblables  entre  elles. 
On  peut  même  ajoüter  qu’elles  sont  semblablement  situées,  et  que 
1 origine  est  un  centre  de  similitude  qui  leur  est  commun. 

^ "484.  Soit  eûcore  l’équation  transcendante 

' ' ■ ‘ y=Mlogx,'  \ ' 

qm  représente  une  famille  de  courbes  appelées  logarithmiques.  Elles 
diffèrent  les  unes  des  autres  à raison  du  coefficient  M : mais  elles 
rencontrent  toutes  l’axe  des  x à la  même  distance  OA=l  (fig.  210), 
cara^l  donne  j^=0;  et  elles  ont  toutes  pour  asymptotes  la  partie 
inférieure  de  l’axe  des  y,  car  x s 0 donne  y = — oo . D’ailléùrs  j 
elles  ont  la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

Remplaçons  x et  y par  Ax  et  ky,  il  vient  Ay=  Ml(^  Ax  : d’où , 
en  faisant  M = M'A , y = M’ log  Ax = M’ log x -f  M' log  A. 

Changeons  l’origine,  et  plaçons-la  en  0'  à la  distance  00'  = 
M' log  A.  En  nommant  x',  y',  les  nouvelles  coordonnées , on  aura 
X — x',  y = y'  + ,M'  log  A , et  l’équation  précédente  se  réduit  à 

y'=M'logx'. 

Cette  équation  représente  encore  une  logarithmique  ; et  conuue 
M'  peut  prendre  toutes  les  grandeurs  possibles , il  s’ensuit  que 
toutes  les  logarithmiques  sont  semblables.,.,  „ 
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486.  Pour  dernière  application , proposons  encore  de  chercher 
les  conditions  qui  doivent  être  remplies  lorsque  deux  courbes  du 
second  ordre  sont  semblables  et  semblablement  placées.  Soient 

[1]  Ay*  + 4*  + Dy  + E« -j- F = 0, 

[2]  Ay+  B'a>y4-CV+  D'y+  E'j:+  F'=  0, 

les  équations  des  deux  courbes.  D’après  ce  qui  a été  dit  pour  ob- 
tenir l’équation  [c]  du  n*  481,  il  faudra,  pour  avoir  toutes  les 
courbes  semblables  à la  première,  et  semblablement  situées,  rem- 
placer dans  [1]  X et  y par  k{x—  a)  et  A (y  — h).  " 

En  posant , pour  abr^er.  A"  ==  AA’,  B"  = BA*,  G"  = CA*, 
D"  = — 2A6A’—  BoA’-f-  DA,  E"=—  2CaA’—  Bb^ -{•  EA, 
F*-  = A6*A*  -f  BaôA*  -f-  Ca’A*  — DôA  — EoA  -f  F,  l’équation  ré- 
sultante pourra  s’écrire  ainsi 

[3]  A'y  4-  B"ary  -f  CV  -f-  D"y  -f  E"a;  4-  F'  = 0. 

Pour  que  la  seconde  courbe  donnée  soit  semblable  à la  pre- 
mière et  semblablement  placée,  il  faut  qu’en  détenninant  conve- 
nablement a,  b,  A,  on  puisse  rendre  identiques  les  courbes  Aes 
équations  [2]  et  [3];  et,  pour  que  cette  identité  ait  lieu,  il  fout 
qu’après  avoir  divisé  les  deux  équations,  l’une  par  A',  et  l’autre 
par  A",  les  termes  semblables  aient  les  mêmes  coefficients.  N’éga-. 
Ions  d’abord  que  les  coefficients  de  xy  et  de  : on  aura 

B'  B C'_C  A'_B'_C'  ■ 

A'“A’'  A'~A’  A~B~TÎ’  ' 

' r t 

Ainsi  on  a déjà  ce$  conditions,  que  les  coefficients  des  termes  du  2*  de- 
gré, dans  les  deux  équations  données,  doivent  être  proportionnels.  ' 
Supposons  donc  que  ces  conditions  soient  remplies,  et  qu’on  ait 
A'=  Ap,  B'=  Bp,  C'=  Cp.  De  plus,  faisons  D'=dp,  E'=ep,  F'=/p  : 
l’équation  [2],  étant  divisée  par  p,  deviendra 

[4]  Ay*4-Bxy-f-C**4-dy-|-e®4"/=0- 

Pour  achever  de  rendre  les  courbes  identiques , il  faut  encore  po- 

ly/  ^ g/r  ^ pff  JT 

ser  remettant  pour  A",  D",  E",  F", 

leurs  valeurs,  ces  conditions  deviennent  ’ 

[5  J — 2A6A— BaA4-D  = dA,  [6]  — 2CoA— B6A4-E=cA, 
[7]  AW  -t-  BaèA’-f  Ca’A*—  D6A  — EoA  4-  F = /A*. 
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Si  on  ajoiite  ces  trois  équations , après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  6^,  par  ak  et  par  2,  on  trouve  facilement 

[8]  2/7:’  -f-  dhk^  4-  eaA>  + D W:  + EaA  — 2F  = 0. 

Cette  équation  ne  contient  a et  é qU’à  la  1"  puissance,  et  on  l’em- 
ploie de  préférence  à l’équation  (7] , conjointement  avec  les  équa- 
tions «t  [6],  dans  la  détermination  de  a,  b,  k-  U faudra  que  les 
valeurs  da  a pt  soient  réelles , et  en  outre  que  celle  du  rapport  k 
soit  positive  : cherchons  quelles  conditions  résultent  de  là. 

En  posant,  pour  abr^er.  B’ — 4AG  = N,  BD  — 2ÀJÇ  ^ Q, 
Bd  — ■2Â.e=f:g,  BË — 2CD:;s=n,  Bf  -^2Cd^h,  les  équations 

et  [6]  donnent  a = b = 


; et  en  portant  ces  valeurs 


dans  l’équation  [8],  il  vient , tout  calcul  fait , 

2FN— EG  — DH 
' 2fS  — eg  — dh  ‘ 

Pour  que  le  rapport  k ait  une  valeur  réelle  et  positive,  il  faut  et 
il  suftit  que  if  soit  positif.  Ainsi , on  a encore  cette  autre  condition, 
que  le  numératevr  et  le  dénominateur  de  l'expression  précédente 
doivent  être  des  quantités  de  même  signe. 

Les  valeurs  de  q et  de  é étant  réelles  quand  celle  de  k est  réelle, 
elles  ne  donnent  lieu  à aucune  condition  nouvelle. 

486.  Lorsque  les  courbes  que  l’on  compare  sont  des  paraboles, 
N ou  B*  — 4AC  est  a^ro . et  les  valeurs  de  q et  de  6 semblent  de- 
venir infinies.  Mais  si , avant  d’y  introduire  rhi-pothèse  N = 0,  on 
y substitue  les  deux  valeurs  de  k,  on  trouvera  que  dans  les  deux 
systèmes  de  valeurs  qu’on  obtient  pour  a et  b,  il  y en  a un  qui  se 
compose  encore  de  quantités  finies  après  l’hypothèse  N = 0. 

Néanmoins , pour  éviter  les  difficultés  de  calcul , il  est  mieux  dq 
remonter  aux  équations  [5],  [6],  [8].  En  éliminant  b entre  les  deux 
premières,  a disparaît  aussi , et  l’on  trouve  immédiatement  k : on 
détermine  ensuite  a et  6 au  moyen  des  équations  [5]  et  [8].  La 
valeur  qu’on  obtient  pour  k est 

, G BD— 2AE . 

' 'î  r/ ~Bd— 2.Ve’ 

et  l’on  en  conclut  que , dans  le  cas  où  B’-m  4AC=;: Q,  il  faut,  /au 
lieu  de  la  dernière  condition  énoncée  ci-dessus , que  lesqmntités 
BD— 2AE  et  Bd  — 2Ae  soient  de  même  signe. 
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CHAPITRE  XVI. 

(^1,'ELQÜES  CSAGES  DR.S  COURBES. 


••I  «h  -iv*,' 


(>>l}$tnicli9i}  des  d(|U3itpns  déleiwinés». 


487.  Proposons-nous  de  construire  uno  «quation  quelconque  à 
une  seule  inconnue- 

Per  cet  énoncé , on  doit  entendre  que  j’inçonnue  est  une  Iodt 
gueur  qu’il  faut  ^terminer  par  des  intersections  de  lignes,  sans 
effectuer  la  résolution  4e  l’équation  donnée,  d’inconnue  pourrait 
représenter  toute  autre  espèce  de  grandeur,  et  même  un  nombre 
abstrait,  sans  que  la  question  fût  changée  pour  cela  ; ,car  il  est  évi- 
dent qu’on  peut  toujours  considérer  cette  inconnue  comme  une 
ligne  dont  le  rapport  à une  certaine  unité  linéaire  est  égal  au  rap- 
port de  la  quantité  cherchée  à l’unité  de  même  espèce  qu  elle. 

Soit  l’équation  proposée  / (te)  = 0,  dans  laquelle  x est  ime  ligne 
inconnue  ; si  on  construit  par  points , ou  de  toute  autre  manière, 
la  courbe  représentée  par  l’équation  y il  est  clair  que  les 

abscisses  des  points  où  cette  courbe  rencontre  1 axe  désir,  sont 
Ips  racines  réelles  de  l’équation /(x)  = 0.  Ainsi,  supposons  que 
la  courbe  soit  celle  de  la  fig.  211,  les  racines  cherchées  seront 
X = xVR,  x=\R',  ar=— AR". 

On  peut  encore  transposer  dans  le  second  membre  une  partie 
des  termes  de  l’équation  f{x)  = 0.  Alors  on  en  a une  de  la  forme 


on  construit  les  lignes  qui  ont  pour  équatiops  y — ® y îj*  (f ) » 

et  les  intersections  de  ces  lignes  ont  pour  abscisses  les  valeurs 
cherchées.  En  effet,  pour  ces  points,  on  a ç (x)  = <{'  (ir). 

En  général  on  peut  choisir  d’une  infinité  de  manières  différentes 
deux  lignes  dont  les  intersections  fassent  connaître  les  racines  d’une 
équation.  Mais  une  condition  essentielle  h remplir,  et  qui  est  la 
seule , c’est  que  l’élimination  de  y,  entre  Ips  équations  de  ces  lignes, 
donne  pour  résultante  l’équation  proposée , ou  au  moins  une  équa- 
tion qui  en  contienne  toutes  les  racines  réelles.  H est  bien  entendu 


<f(x)=^(x); 
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que,  dans  le  cas  où  cette  résultante  renferme  d’autres  racines  que 
celles  de  la  proposée,  il  faut,  après  les'constructions , pe  tenir 
aucun  compte  de  ces  valeurs  étrangères. 

488.  Si  on  considère  des  lignes  d’une  espèce  déterminée , il  est 
facile  de  reconnaître  quelles  équations  elles  peuvent  servir  à ré- 
soudre. 11  suffit  d’examiner  le  degré  de  l’équation  finale  qu’on 
obtient  en  éliminant  y entre  les  équations  de  ces  lignes.  Ainsi , 
l’élimination  de  y entre  les  équations  de  la  droite  et  du  cercle  don- 
nant une  résultante  du  second  degré,  on  en  conclut,  comme  au 
n®  171,  que  la  droite  et  le  cercle  ne  peuvent  résoudre  que  les  pro- 

, blêmes  dont  l’équation  est  réductible  au  second  degré.  Deux 
courbes  quelconques  du  secohd  ordre  donnent  une  équation  finale 
du  quatrième  degré  ; et  on  en  conclut  qu’on  ne  doit  pas  chercher 
dans  les  intersections  de  ces  lignes  la  construction  d’une  équation 
de  degré  supérieur  au  quatrième.  Il  est  inutile  de  pousser  plus 
loin  ces  conséquences  : présentons  quelques  applications. 

489.  Construisons  d’abord  l’équation  du  second  degré 

[1]  x*-{-ax-\-b  = o. 

Si  on  la  considère  comme  résultant  de  l’élimination  de  y entre 
les  équations  yz=zO,yz=x‘-\-ax-\-by'i\  faudra  construire  sur  des 
axes  quelconques  la  parabole  représentée  par  la  deuxième;  et  les 
distances  comprises  sur  l’axe  des  x,  entre  l’origine  et  la  courbe, 
seront  lés  racines  cherchées. 

On  peut  se  servir  d’une  parabole  donnée.  En  effet,  l’équation  [1] 
résulte  aussi  de  celles-ci,  Ay-(-aa;-}- ft  = 0;  et  le  para- 

mètre k peut  avoir  telle  grandeur  qu’on  voudra. 

Mais  c’est  la  combinaison  du  cercle  et  de  la  droite  qu’on  doit 
préférer.  Or,  si  on  pose  les  équations 

y = 0,  (y-p)*=R*, 

et  si  on  élimine  y,  il  vient 

a;*—  2ox  -I-  a»  -f  P*—  R*  = 0; 

et , pour  que  cette  équation  soit  identique  avec  [1],  il  faut  qu’on 
ait  — 2a  = a,  a*-f-  p* — R*=  è,  d’où 


« = -|,  R*=^-ô-fp*. 


Ain»,  on  peut  prendre  p arbitrairement,  pourvu  que  R*  soit  po- 
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sitif;  et  alors  on  aura  un  cercle  dont  l’intersection  avec  la  ligne 
des  X déterminera  les  racines  de  l’équation  [1]. 

490.  Soit  à construire  l’équation  du  3'  degré, 

[2]  + oo; -j- 4 = 0.  i- 

D’abord  on  peut  la  remplacer  par  celles-ci , * sjui'»* 

y-\~  ax-\-b=0\  ,i; 

de  sorte  qu’après  avoir  construit  la  courbe  y = a^,\\  n’y  aura  plus 
qu’à  construire  une  ligne  droite.  Et  remarquez  que  la  même  courbe 
peut  servir]  quels  (fue  wient  les  coefficients  de  l’équation  [2], 

Mais  il  est  facile  d’éviter  les  lignes  supérieures  au  second  ordre. 
Par  exemple , à l’équation  [2]  on  peut  substituer  les  suivantes  ; 
ky  = a;*,  hxy  -|-  oa;  -f-  4 = 0. 

Or  celles-ci  représentent  une  parabole  et  une  hyperbole.  Comme 
le  paramètre  de  la  parabole  est  arbitraire,  on  peut  employer  tou- 
jours la  même  parabole;  mais  l’hyperbole  doit  être  différente 
chaque  cas  particulier  de  l’équation  [2]. 

Enfin  regarde-t-on  comme  plus  simple  de  faire  usage  de  la  para- 
bole et  du  cercle?  on  le  peut  encore , et  c’est  ce  qu’on  verra  à la 
fin  du  numéro  suivant. 

491.  Considérons  encore  l’équation  du  4*  degré, 

[3]  = 

et,  laissant  de  côté  les  différents  systèmes  de  lignes  auxquelles  on 
peut  recourir,  déterminons-en  les  racines  par  les  intersections 
d’une  parabole  et  d’un  cercle.  A cet  effet,  prenons  les  équations 
A:y=«*,  (æ  — o)*-f  (y  — p)*  = R*. 

En  éliminant  y,  il  vient 

ar* -f- A (A— 2p)  a;* — 2A*aa: -j- (a‘ -f  P*  — R»)  4*  = 0. 

Or,  cette  équation  devient  identique  avec  [3]  en  posant 

A(A-  — 2?)  = o,  2A^«  = — 4,  («*  + p*_Rt)A*  = c: 
on  a donc  ainsi  trois  équations  entre  les  quatre  quantités  arbi- 
traires A,  O,  P,  R ; par  conséquent  on  peut  disposer  de  l’une  de  ces 
quantités,  et  déterminer  ensuite  les  trois  autres.  Alors  on  con- 
naîtra une  parabole  et  un  cercle  dont  les  intersections  auront  pour 
abscisses  les  racines  réelles  de  l’équation  [3]. 

Cette  solution  comprend  comme  cas  particulier  celle  de  l’équa- 
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Iran  du  9*  degré.  En  affét^  pàr  i'bypotl^  esO,  l’é^fiiatiott  (J] 
devient  + é® *»* 0,  ottlsi^  ed  faiaatu 

attraction  de  la  raoide  éérd.  Alôra  la  dernière  des  trû»  rddtions 
ci-dessus  donne  R*  = a*-|-  donc  le  cercle  passe  par  rorigine'; 
et  comme  la  parabole  y passe  aussi , il  est  évident  que  c’est  à cètfe 
intersection  querépoud  ià  t'adÜe  iliutile  ^Üi  âbJtéti'è  Ôap- 

primée.  • v ' >,ç  - v 

^.,1  C’cjii^  içiqw’il  convtol.de  placer  quelques  problèmes  célètes, 
ont  b«^nc{»up.exep;a6  les  géomètres  de  l’antiquité , mais 
. sont  pour  l^.tpfOMfnes  qu’un  simple  j^u.  d’apMyse^  n/  i,  ■ i:j;>q 

■j-fîno  i-no3‘Ji;  m.  '.yujifi'-r:  . .•  . ' oliori  i-vi  ?;rM 

tameux  Chsz  les^ie^,  ^q 

492.  Problème  Ii  Trimer  de*ec  tni^ennes  proportionnelles  entre 
deux  droites  données. . < ,v  . i 

.1  J tj  4'. 

, Soient  a. et ,6 les  droites  données,  xetyi  les  deua moyennes, in- 
connues, on  doit  avoir  a i x x : y,  x ',  y ::  y.:  è;  et  ces  pro- 
portions donnent  les  équations  ' I 

qui  détetminent  déùt  pataboles.  Elléir  sont  rtprôseiitéëé'fife.  îii, 
et  les  valeurs  de  ® et  « sont  a;  = AP,  y = PM.  CettU  donélruëtidb 
a été  donnée  pËi?  MiNECëRÈ  géétliètrfl  de  l’ééolé  dé  PLatoi^.  ' 

En  multipliant  les  équations  [1]  membre  à membre,  et  ôtant  Ife 
facteur  commun.  ®y,  i|  vient  xy  = ab,  équation  d’une  hyperbole 
entre  seé  asymptotes.  On  peut  substituer  cette  courbe  à f une  des 
deux  .paraboles,,  et  on  obtient  ainsi  la  construction  représent^fe 
fig.  ili3,‘lâqueilé  a auSsi  été  donnée  par  AIénechme. 

On  regarde  ceS  deux  solutions  comme  défectueuses  en  ce  qu’elles 
emploient  deux  sections  coniques,  tandis  qu’onè  seule,' combinée 
avec  le  cercle,  peut  suffire.  En  effet , si  on  lÿoute  leséq,  |1],  il  vient 
y*  -j-  ay  -}-  6®  ; et  si  on  construit  cette  équation  sur  des  axes 
rectangulaires,  ort  a un  cercle  dont  l’intersection  avec  l’uné  dés 
paraboles  détermine  les  deux  moyennes  x et  y.  Voyez  11g.  214. 

On  peut  également  employer  le  cercle  avec  l’hyperbole  : cette 
solution  était  connue  d’ÂJ>roixoNiüs. 

Solution  de  Dioclès.  C’est  pour  résoudre  le  pi'obième  dès  deux 
moyennes  proportionnelles  que  Dioclès  avait  imaginé  la  cissotde. 
Soit  (fig.  215)  une  cissoïde  décrite  au  moyen  d’un  cercle  quelconque 
ALB.  D’aprèÿ  la  construction  de  cette  courbe,  n°  184,  Prob.  1,  on  n 
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AM=3ÿ^D;  donc  les  triangles  AMP,  LDR,  sont  égaux;  donc  on  a 
AP  = QB  = LR,  MP  = DR,  AQ  =c  BP,  PN  *a  ^ L. 

Gela  posé  4 les  propriétés  des  triangles  rectangles  donnent 
AQ  :*QL  ::  QL  : QB,  BR  ; LR  ti  LH  : DR  ; ou,  à cause  deslignes 
égales,  BP  >PN::PN  : AP,  PN  : AP  AP  : MP;  ou  bien  encore, 
ce  qui  est  la  même  chose , 

fi  BP  : PN  : AP  : JtP. 

Ainsi  PN  et  AP  seraient  les  deux  moyenbes  demandées,  ^i  BP  et  MP 
étaient  les  lignes  dofinées  aet  ô. 

Déterminons  d’abord  le  point  M sur  la  cissoïde  de  sorte  qu’on 
ait  BP  : MP  ::  a : b.  k cet  effet,  on  prend  à angle  droit  B£ 3=  a, 
£F=é,  puis  on  .tire  BF,  qui  rencontre  la  courbe  au  point  cherché  M . 
BPxé 

Aldrt  ; ét  en  rtidltipliarft  lés  ternies  dè  la  prdgrtsélôn  èi- 

dessus  par  6,  puis  dMsant  par  MP,  il  trient  H a : ^ i 

Donc , pour  les  moyennes  demaùdéés , on  à ‘ 


ft;: 


PN.X  b 

■ MP~* 


c’est-à-dire  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  construire  deux  quatrièmes 
proportionnelles , ce  qui  n’offre  aucunp  difficulté. 

Nous  avons  indiqué , n”  184 , Prob.  Il , le  moyen  de  décrire  li} 
cissoïde  par  un  mouvement  continu  : ce  perfectionnement  de  la 
solution  de  Dioclès  est  dû  à Newton.  Déscartes  a aussi  imaginé 
un  instrument  arec  lequel  oft  cdnsthilt  dès  ttlbyennes  pwpdr- 
tionnelles  en  tel  nombre  qu’ort  veut , effltre  deut  lignes  doiitlééS  ; 
mais  ce  n’est  plus  aujourd’hui  qu’un  objet  dé  pure  curiosité. 

493.  Problêsie  II.  Trouver  un  cubé  doublé  d'un  cube  dohné. 

Soit  a le  côté  du  cube  donné , et  x celui  du  cUbè  cherdhé,  il 
i’agit  de  construire  l’équation 


[2] 

Or  elle  résulte  de  l’élimination  de  y entre  les  deux  équations 
et  y = 2a,  dont  la  première  est  facile  à construire  par 
points,  et  dont  la  seconde  représente  une  droite  parallèle  à l’axe 
des  abscisses  ; par  conséquent  l’abscisse  du  point  d’intersection  , 
a;  = AP  (fig.  216),  donne  le  côté  du  cube  inconnu. 

On  peut  écrire  l’équation  [2]  de  cette  manière  = 2«'. 

Alors  on  voit  qu’elle  peut  aussi  résulter  desdeux  équations  aih=i(nj, 
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et  ary  = ; d«ic  ta  question  peut  se  résoudre  par  l’intefsection 

d’une  parabole  et  d’une  hyperbole. 

En  introduisant  la  racine  x=0,  dont  on  ne  tiendra  aucun 
compte  Han»  la  suite,  l’équation  [2]  devient  ■ *: 

‘ ' ‘ ar‘  = 2o’a;.  * 

Or,  en  posant  a^=oÿ,  cette  dernière  s«  change  en  ^—2ax; 
donc  le  problème  est  encore  résolu  avec  deux  paraboles. 

On  peut  ajouter  les  équations  de  ces  deux  paraboles,  et  il  vient 
ÿ*  _j_  ay  -f-  2ax.  On  peut  donc  aussi  se  servir  d’une  parabole 
et  d’un  cercle , et  cette  a)lution  est  la  plus  simple. 

L’analogie  de  ce  problème  avec  le  précédent  est  frapptote.  C’est 
que  le  côté  du  cube  doubhs  est  la  première  de§  deux  moyennes 
propo^onnelles  entre  a et  2a.  En  effet,  si  on  pose  les  proportions 

a'.xx’.x:^  et  X : ^ ^ : 2a,  on  en  déc(jiit  Véq-  [2]  x*=2a?. 

494.  Problème  III.  Diviser  un  angle  en  trois  parties  égales. 

Soit  BAC  (fig.  217)  l’aûgle  donné.  Je  décris  l’arc  BC  du  centre 
A avec  un  rayon  quelconque,  puis  j’abaisse  CD  perpendiculaire 
à AB  : on  peut  prendre  AB  pour  unité  et  AD  pour  le  cosinus  de 
l’arc  BC , et  le  problème  sera  résolu  si  je  trouve  cos^  BC.  En  po- 
sant cosBC  = o,  et  cos4BC  = x,  on  a vu  (33)  (^üe  l’inconnue  x 
.dépend  de  l’équation 
[3]  _ , X*  — Jx  — io  = 0. 

Quoique  plus  compliquée  que  celle  de  la  duplication  du  cube,  elle 
se  construit  cependant  par  les  mêmes  courbes.  , 

1»  On  peut  la  remplacer  par  les  deux  éq.  y = x*,  y = ^ x -j-  io, 
lesquelles  représentent  une  droite  etune  courbe  construites  fig.21  S. 

2“  On  peut  prendre  les  équations  kxy — \x — ^o=0,  x* = Ay, 
k étant  un  paramètre  arbitraire  : c’est^-dire  qu’on  peut  employer 
une  hyperbole  et  une  parabole. 

3*  En  multipliant  l’éq.  [3]  par  x,  elle  devient  x* — f x* — {ax=0; 
et  celle-ci  peut  résulter  des  deux  éq.  y* — f y — |ax— 0,  ai‘=y; 
donc  la  question  peut  se  résoudre  par  deux  paraboles.  Mais  il  fau- 
dra avoir  soin  de  rejeter  la  valeur  x = 0. 

4®  On  peut  ajouter  ces  deux  dernières  équations,  et  prendre  le 
système  x*=y,  x’-f-y’ — |y  — \ax  — Q,  lequel  indique  une 
parabole  et  un  cercle. 

Remarque,  Outre  l’arc  BC , il  en  existe  une  in&nité  d’autres  qui 
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ont  aussi  a pour  cosinus,  et  l’équation  [3]  doit  donner  le  cosinus 
du  tiers  de  chacun  d’eux.  Or,  on  sait  (33)  qu'il  y en  a trois  dont  h» 
tiers  ont  des  cosinus  difl'érents  ; donc  les  trois  racines  de  l’équa- 
tion [3]  doivent  être  réelles  et  < 1 . -, 

La  fig.  218  a été  tracée  dans  l’hypothèse  de  a = |.  Les  valeurs 
de  X,  en  néghgeant  la  valeur  zéro.,  sont  a;  = OP,  j;=  — OP', 
x = — OP';  et  il  est  facile  de  voir  que  la  première  est  la  seule, 
qui  convienne  à la  question.  Maintenant,  si  on  revient  à la  tig.  217, 
si  on  y suppose  AD  = ^AB,  si  on  y prend  AE=OP  et  qu’on 
mène  EF  perpendiculaire  à AB,  l’arc  BF  sera  le  tiers  dei’arc  BC 
et  l’angle  BAF  sera  le  tiers  dé  l’angle  BAC. 

Usage  des  courbes  dans  l’algèbre. 

495.  'Les  lignes  dfirant  un  moyen  facile  de  représenter  et.de: 
peindre,  pour  ainsi  dire,  la  continuité  des  grandeurs,  peuvent  sour<. 
vent  être  employées  avec  le  plus  grand  avaUtage  dant  les  recherches  ■ 
de  pure  analyse  : c’est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  ici.  , 
Soit  f(x)  = 0 une  équation , de  la  forme  Ax'"  + B«'"-’^‘  -f- 
etc.  ==  0, 'dans  laquelle  »i  est  un  nombre  entier  positif, 
et  A,  B,  C,. . . des  nombres  quelconques  donnés.  Adoptons  une 
certaine  longueur  pour  unité , et  considérons 

■ y 

comme  l’équation  d’une  courbe.  En  faisant  pRsser  a;  par  tous  les 
états  de  grandeurs,  l’ordonnée  y n’a  pour  chaque  abscisse  qu’unq 
seule  valeur,  laquelle  ne  peut  jamais  être  imaginaire.  De  là  il  suit  : 
1°  que  la  courbe  s’étend  indéfiniment  vers  les  x positifs  et  vers 
les  X négatifs  ; 2°  qu’elle  a,  entre  deux  quelconques  de  ses  poLuts, 
un  cours  non  interrompu  ; 3°  qu’elle  ne  peut  poiqt  revenir  ruç. 
elle-même,  comme  cela  arrive  fig.  219.  . 'i 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  les  coordonnées  perpendiculaires, 
entre  elles,  désignons  par  f(x)  le  polynôme  dérivé  de et 
par  a l'angle  que  la  tangente  à la  courbe  fait  avec  l’axe  des  x: 
d’après  la  formule  qui  donne  X n°  471 , on  aura 

tanga— /'(a?).  , , , .. 

Par  la  nature  du  polynôme /'(a;) , on  ne  peut  avoir,. pour  une 
même  valeur  de  x , qu’une  seule  valeur  de  tang  a , et  cette  valeur 
ne  peut  pas  devenir  infinie  à moins  que  x ne  soit  infini  ; donc  la 
courbe,  en  aucun  de  ses  points,  ne  peut  présenter  les  formes  indi- 
quées sur  la  fig.  220  en  M et  M'. 
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Mai8  rien  ii’etupèchc  que  certaines  valeurs  do  u-  ne  rendent 
/'(*)  =3 0 ; alors  il  y aui-ait  des  tangentds  i»r&llèles  aux  abscisses, 
comme  cela  arrive  aux  points  N et  N'; 

496.  Cela  posé,  admettons  que  deux  ahsdSSfft  .VP  et  .VP'  (fig.  221) 
donnent  des  ordonnées  de  signes  contraires,  MP  et  M'P'  : la  émirbe 
ne  -pourra  point  «lier  de  M en  .M' sans  rencontrer  l’axe  Air  énr  quei- 
(|ite  poiét  R,  situé  entre  Pet  P'.  Or  il  est  évident  que  l’abscisse 
X œ AR  est  une  racine  de  l’é.quation/ («)  4s  OV  de  lé  ce  principe  si 

^ (XMinu  en  algèbre;  iMHqwdmtx  tiuantUés  mhxhyuMi  dms^  l’éqxta-^ 
tinti  p)H>poitée  donnev4  dfis  r^stiffutu  de  ahjni’x  contraire» , il  y (t  ait 
inoinx  utie  rattine  réelle  vomjtrine  entre  ces  quantités. 

On  voit  aussi , à l’inspection  de  la  fig.  222 , qu’entre  deux  ordon- 
nées de  signes  contraires  la  courbe  peut  avoir  plusieurs  intersec- 
tions avec  la  ligne  .Vr,  mais  toujours  en  nombre  impair.  9!  les 
deux  Ordonnées  étaient  de  même  signe  (Hg.  22,1'  la  courbe  pourrait 
n’avoir  aucune  intersection  entre  P et  P',  ou  bien  il  y etl  aurait  un 
nombre  pair.  Donc , si  devæ  quantités  comprennent  entre  elles  un 
nombre  impair  de  rneines,  et  qu’on  les  substitue  dans  l'éi/uation , 
on  trouvera  des  résultats  de  signes  contraires , et  si  ces  quantités 
m comprennent  aucune  racine,  ou  si  elles  en  comprennent  un 
nombre  pair,  les  résultats  seront  de  même  signe. 

497.  Cependant  il  y a des  cas  où  la  dernière  proposition  paraît 
en  défaut.  Il  peut  se  faire  que  la  courbe,  après  avoir  atteint  l’axe 
kx  etl  un  pointR  (fig.  224),  ne  passe  pas  immédiatement  de  l’autre 
côté  de  cet  axé.  Alors  les  ordonnées  MP  et  MT'  petivent  être  de 
signes  contraires  quoique  \es  points  communs  à la  courbe  et  à 
l’axe  kx  soient  en  nombre  pair.  Mais  aloi's  aussi  on  doit  observer 
qire  l’équation  f{±)  *=  0 a un  nombre  pair  de  racines  égales  !»  AR , 
et  (jue , par  cette  raison , il  convient  de  considérer  le  point  R 
comme  étant  la  réunion  d’un  nombre  d’intersections  pareil  à celui 
de  <*8  racines  égales  : c’est  Ce  qu’il  faut  éclaircir. 

Désignons  ARpar  a : pour  avoir  l’ordonnée  if,  corréspondant  à 
une  abscisse  « -j-  A,  il  faut  substituer  n-j- A au  lien  de  x dans/(a;). 
Représentons  comme  à l’ordinaire  par  f{a),  /'(a),  /"(a),...  les 
quantités  qu’on  obtient  en  faisant  x = a dans  le  polynôme /(x)  et 
dans  ses  dérivés , on  aura 


1.2.3 
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Puisque  a ou  A.R  est  racine  <îe  l’éqUation  on  a/(a)  0 f'ôdiic' 

Déplus,  comme  la.courbe,  après  avoir  alteiut  le  point  R,,  passe 

pas  de  l’autre  côté  de  l'axe  kx,  les  ordonnées  très-voisines  dei» 
point , soit  à droite , soit  à gauche , doivent  être  damémesigne  ; par 
conséquent , en  prenant  pour  h des  valeurs  aussi  petites  qu’on  vou- 
dra , positives  et  négatives , l’expression  précédente  doit  conserver 
le. même  signe.  Or,  pour  que  cela  soit,  je  vais  prouver  qu’on  doit 
avoir  /'fa)  = 0.  Écrivons  la  valeur  de  y'  comme  il  suit  : ..  v- . 

1 +^+tW+*|-  ■ 


Alors  il  est  évident  que  si /'(a)  n’étaitpas  zéro,  on  pourrait  prendre  h 
assez  petit  pour  que  la  quantité  comprise  entre  les  accolades  eût  le 
signe  de  /'(o),  et  qué  par  suite  y'  changeât  de  signe  en  même  temps 
que  h ; donc  on  a/'(a)  = 0.  Rien  n’empêche  mômé  que  plusieurs 
autres  des  quantités /'(a),  /"(a) , ...  ne  soient  nulles  aussi  ; mais  le 
raisonnement  précédent  montre  qu’il  faudra  toujoure  que  le  plus 
petit  exposant  de  A,  dans  les  termes  restants,  soit  pair. 

Pour  fixer  les  idées , je  suppose  qu’avec  /(a)  = 0 et /’(a)  = 0,  on 
ait  encore  ,f '(a) = 0 et  f"'{a)  = O comme  en  démontre  en  algèbre 
que  ces  quatre  conditions  établissent  l’existence  de  quatre  racines 
égales  à a dans  l’équation /(«)=0 , on  voit  clairement  pourquoi 
l’on  convient  de  regarder  alors  le  point  R comme  représentant 
quatre  intersections  que  des  hypothèses  particulières  ont  fait  coïn- 
cider en  une  seule.  Et  remarquez  bien  qu’en  ce  point  l'axé'Aa;  est 
tangent  à la  courbe,  puisqu’on  a tang  a =/'(a)= 0 (495). 

498.  La  courbe  peut  quelquefois  atteindre  l’axe  Aà-,  puis  passer 
de  l’autre  côté , et  avoir  cependant  cet  axe  pour  tangente  (fig.  225). 
C’est  ce  qui  arrive  quand  le  nombre  des  quantités ./"'(«r),  /'(«),...  qui 
deviennent  nulles  en  même  temps  que/(n),  est  pair.  .Violas  le  dévelop- 
pement de  y'  commence  à une  puissance  impaire  de  h : par  suite , 
des  valeurs  de  h de  signes  contraires,  mais  très-petites,  donnent 
pour  y'  des  valeurs  de  signes  contraires  ; et  cela  prouve  que,  dans 
le  voisinage  du  point  R,  la  courbe  est  située  partie  au-dessus,  partie 
au-dessous  de  l’axe  kx.  D’ailleurs  cet  axe  est  encore  tangent  puisque 
f{a)  = Q.  Dans  le  cas  dont  il  s’agit  l’équation  proposée/(j;)  = 0 a un 
nombre  impair  de  racines  égales  à a,  et  pour  cette  raison  on  convient 
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(ic  1-ogarder  le  point  de  contact  R comme  résultant  d’un  nombre 
impair  d’intersections  qui  se  sont  réduites  à une  seule. 

Il  serait  facile  de  faire  remarquer  dès  à présent  différents  ordres 
lie  contact  entre  la  droite  \x  et  la  courbe,  selon  l’ordre  de  la  puis- 
sance par  laquelle  commence  le  développement  de  Mais  ces 
considérations  appartienneiiten  propre  au  cnlcut  diffét-entiel,  et  ne 
doivent  pas  en  être  séparées. 

■199.  Je  placerai  encore  ici  d’autres  propositions  assez  impor- 
tantes, qui  sont  attribuées  à Roli.k,  auteur  d’un  procédé,  connu 
sous  le  nom  de  Méthodes  des  cascades , pour  résoudre  les  équa- 
tions numériques. 

Si  on  construit  (Hg.  22ü)  le  lieu  de  l’équation  y= / (a;),  il  est 
évident  qu’entre  deux  intersections  consécutives  de  la  courlie  avec 
l’axe  des  a;,  il  y a au  moins  un  point , tel  que  M , dont  l’ordonnée 
MP  est  plus  grande  que  celles  qui  la  suivent  ou  qui  la  précèdent 
immédiatement  ; et  je  vais  montrer  qu’en  ce  point  la  tangente  est 
parallèle  aux  abscisses.  En  eftét,  soit  AP  = a,  faisons  a:  = a -)- A 
dans/(o:)y  et  nommons  1/  l’ordonnée  correspondant  à a -f  A : on 
aura,  comme  dans  le  n°  497, 

¥X<»)  I 


ÿ'=/(a)  + 


1.2 


etc. 


En  donnant  à A des  valeurs  positives  ou  négatives , mais  toujours 

très-petites , on  trouvera  les  ordonnées  qui  suivent  ou  qui  précèdent 

Hiimédiatement  MP  : or,  toutesces  ordonnées  doivent  être  n loindres 

lin  > y/  ^ J 1 A/'(«)  I I . 

que  MP  ou  /(o)  : donc  la  quantité  --j-  -| — ’ 


est  ajoutée  à /(a)  dans  y',  doit  rester  constamment  négative  pour 
toute  valeur  très-petite  de  A,  soit  positive,  soit  négative.  D’api-ès 
les  raisonnements  du  n°  Cité , cette  condition  ne  peut  pas  être  rem- 
plie à moins  qu’on  n’ait  /'(a)  = 0;  donc  la  tangente  en  M est  paral- 
lèle aux  abscisses.  11  est  d’ailleurs  possible  qu’il  y ait,  entre  deux 
intersections  consécutives  de  la  courbe  avec  \x,  plusieurs  points 
pour  lesquels  la  tangente  soit  parallèle  à cet  axe , comme  cela  ar- 
rive entre  R"  et  R'";  et  il  est  évident  que  les  abscisses  de  ces  points 
doivent  toujours  être  racines  de  l’équation  f'(x)  = 0. 

Donc,  lorsque  l'équation  f(x)  = 0ne  renferme  point  de  racines 
égales , si  on  forme  une  suite  décroissante  composée  : 1°  de  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  celte  équation;  2”  îles  racines 
réelles  de  la  dérivée  f '(.x)  = 0;  3°  de  la  limite  supérieure  des  racines 
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négatives  de  la  proposée  ^ chaque  racine  réelle  de  la  proposée  sera 
comprise  entre  deuJt  termes  consécutifs  de  cette  suite 

De  là  se  tire  immédiatement  cette  conséquence,  qu’on  déduit 
aussi  de  la  figure',  savoir:  qm  le  nombre  des  racines  réelles  de  l’é- 
quation proposée  nepeutpas  surpasser  déplus  d’une  unité  lenombre 
des  racines  réelles  de  la  dérivée.  Et  même  on  peut  dire  le  nom- 
bre des  racines  réelles  qui,  dans  la  proposée,  sont  affectées  d’un 
certain,  signe,  -}-  om  — , ne  peut  jamais  surpasser  de  plus  d’une 
unité  le  nombre  des  racines  de  même  signe  qui  se  trouvent  dans  la 
dérivée. 

n est  bien  entendu  que  les  racine  réelles  de  chaque  signe  peu- 
vent être  moins  nombreuses  dans  la  proposée  que  dans  la  dérivée. 

500.  Je  vais  faire  voir  maintenant  comment  la  Géométrie  indique 
des  méthodes  pour  approcher  des  racines  des  équations. 

Reprenons  l’équation 

KaT  + -f-  etc.  = 0, 

dont  j’ai  désigné  le  premier  membre  par /(a:).  Je  suppose  qu'on 
connaisse  une  racine  avec  un  certain  degré  d’approximation  ; il 
s’agit  d’en  obtenir  une  valeur  plus  approchée. 

Soit  MM'  (fig.  227)  la  courbe  dont  l’équation  est  y =/(o:),  et 
soit  A R la  racine  dont  on  a déjà  une  première  approximation 
P = ÀP.  Menons  l’ordonnée  MP,  la  tangente  MP',  et  calculons  la 
sous-tangente  PP'.  On  a tang  MP'a:=/'(p),  et  par  suite 

P1V_  MP /(£). 

tangMP'P  f(p)  ■ V 

après  avoÿ'  calculé  cette  valeur  on  l’ajoutera  à p,  et  l’on  aura  une 
nouvelle  valeur  approchée  p'  = AF. 

Menons  encore  l’ordonnée  M'P’  et  la  tangente  M'P'.  En  calculant 
semblablement , au  moyen  de  p',  la  sous-tangente  FP",  et  en  l’a- 
joutant à p'  on  aura  une  troisième  valeur  approchée.  Cette  valeur 
servira  à en  déterminer  une  quatrième  ; et  ainsi  de  suite , en  se 
servant  toujours  de  la  dernière  fqiproximation  pour  en  obtenir 
une  nouvelle. 

Le  lecteur  a sans  doute  reconnu , dans  ce  procédé  d’approxi- 
mation , la  méthode  de  Newton.  Dans  le  cas  de  la  fig.  228 , on  voit 
que  les  pieds  P',  F',...  des  tangentes  s’éloignent  de  plus  en  plus 
du  point  R;  par  conséquent  alors  le  procédé  est  défectueux.  Mais 
si , comme  dans  la  fig.  227,  les  ordonnées  sont  décroissantes  depuis 
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le  poil) L.\]  jusqu’en  R;  et  si  dans cel inteivalle  la epurbe  demeure 
toujours  (xmvexe  vers  l*R,  il  est  évident  que  les  pieds  P',  P',... 
s’approebent  de  plus  eu  plus  du  point  R , et  que  les  calculs  précé- 
dent^ dorment  en  effet  des  valeurs  de  plus  en  plus  exactes.  Cepen- 
dant, méiiie  alors  t ou  pourrait  craindre  encore  que  les  pieds  des 
tangentes,  quoique  se  rapprochant  continuellement  de  R,  ne 
pussent  pas  dépasser  une  certaine  limite,  distincte  du  point  R.  • 

501.  Âu  lieu  des  tangentes  on  pourrait  employer  les  cordes,  et 
voici  comment.  Âpres  avoir  trouvé  par  un  moyen  quelconque  que 
P et  p'  sont  deux  quantités  qui , substituées  dans  f{x),  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires,  et  qui  ne  comprennent  entre  elles 
qu’un  seule  racine , prenez  ( fijg.  229)  AJ*  = p et  AP'  = p';  et  soient 
les  ordonnées  correspondantes  MP  = /(p)  et  M'P'=/(p').  Menez 
la  corde  MM'  qui  coupe  PP'  en  P ",  calculez  PP"  au  moyen  des 
triiingles  semblables,  puis  ajoutez  le  résultat  avec  AP  ou  p : vous 
connaîtrez  ainsi  AP",  que  je  désignerai  par  p". 

Alors  vous  chercherez  si  le  point  P"  est  situé  du  côté  RP  ou  du 
cAté  RP'  : il  suffit  pour  cela  de  substitue^  p"dans  /(a’)  et  d’exami- 
ner le  signe  du  résultat.  Supposons-le  négatif,  on  sera  sûr  que  la 
racine  AR  est  comprise  entre  AP  et  AP".  Ces  limites, sont  plus 
rapprochées  que  AP  et  AP'  ; et  en  continuant  l’emploi  du  même 
procédé  on  obtiendra  des  limites  de  plus  en  plus  resserrées. 

Ce  procédé  n’ést  point  non  plus  exempt  d’imperfections,  mais 
ce  n’est  pas  ici  le  lieu  dë  le  discuter  : notre  objet  est  seulement  de 
remaï  quer  les  secours  que  la  Géométrie  peut  prêter  à l’analyse. 

, Théorème  remarquable  de  M.  Càdcht.  ^ , 

Je  placerai  ici  ce  beau  théorème , avec  la  démonstration  qu’en 
ont  donnée  MM.  Stcrm  e^LI0UVILLB,  Journal  de  mathématiques 
pures  et  Uppliquées.  , 

502.  Soit/(s)  = 0,  une  équaÇon  algébrique  de  la  forme 

-f-  Ca’*“*  -|-  etc.  = 0, 

dans  laquelle  A,  B,  C,  sont  des  quantités  données , réelles  ou  ima- 
ginaires. Si  on  remplace  z p&v  x-\-y  /(s)  prendra  la  forme 

p _|_  Qy/^,  P et  Q étaiït  des  polynômes  en  x et  y,  qui  ne  con- 
tiennent pas  v/^.  Pour  résoudre  l’équation  /(a)= 0,  il  faut  trou- 
ver les  vMeurs  réelles  de-r  et  y qui  annulent  à la  fois  P et  Q. 
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On  peut  regarder  x eiy  connue  rabscisae  ÜP  et  l’oi-doimée  Mi* 
d’un  certain  point  M;  et  loraqu’on  pro- 
pose do  résoudre  l'équation  /(a)=  0,  la 
question  revient  à chercher  les  points  dont 
g les  coordonnées  sont  telles  qu'en  les  sub- 
stituant à la  place  de  x et  y,  on  ait  à la 
_ fois  P=  0,  Q =0.  Ces  points  sont  en  quel- 
^ que  sorte  une  représentation  géométrique 
des  racines  de  l’équation,  et,  pour  abréger, 
j’appliquerai  le  nom  de  racinrs  à ces  points  eux-mémes.  Si  l’or- 
donnée y est  zéro , le  point  M est  placé  sur  l’axe  des  abscisses , et 
alors  la  racine  est  réelle. 

Traçons  dans  le  plan  des  coordonnés  a:  et  y un  contour  fermé 
quelconque  ABCD.  On  peut  demander  si , dans  l’intérieur  de  ce 
contour,  il  y a des  points  pour  lesquels  P et  Q sont  nuis  à la  fols, 
et  combien  il  y en  a:  bu,  plus  brièvement,  oD  peut  demander 
combien  , dans  l’intérieur  de  ce  contour,  il^  a de  racines  de  l’é- 
quation /(s)  = 0.  Poim  résoudre  cette  question,  M.  Caücrt  a donné 
le  théorème  dont  il  s’agit  et  qui  s’énonce  comme  il  suit  ; 

P 

Considères  lè  rapport  ^ = R,  svppûses  qu’il  n’y  ait  $vr  le 

contour  aucun  point  pour  lequel  P et  Q soient  zéro  en  même  temps  : 
pour  chaque  point  de  ce  contour,  le  rapport  R aura  une  valeur 
déterminée.  Si  l'on  suit  le  contour  ABCD  à partir  d'un  point  quel- 
eonque  A en  avançant  toujours  dans  le  même  sens  ABGD.;’««9«*à  ce 
qu’on  revienne  à ce  même  point  A,  le  rapport  flprend  successivement 
diverses  valeurs,  et  il  pourra  changer  de  signe  en  passant  par  zéro 
si  P devient  zéro,  et  par  l’infini  si  Q devient  zéro.  Soit  i le  nombre 
de  fois  que  ce  rapport,  en  s’ évanouissant  et  changeant  de  signe,  passe 
du  positif  au  négatif;  soit  i'  le  nombre  de  fois  que  ce  mime  rapport, 
en  s’évanouissant  et  changeant  de  signe,passe  du  négatif  au  positif: 
le  rumbre  i ne  sera  jamais  moindre  que  i'  et  la  différenee  i — T sera 
double  du  nombre  des  racines  contenues  dans  l’intérieur  du  con- 
tour ABCD.  Ainsi,  en  désignant  par  p le  nombre  de  ces  racines,  et 
par  A l’excès  i — i',  on  devra  avoir  (a  = ^ A. 

Le  théorème  de  M.  Cauchy  consiste  dans  l’égalité  ^ A ; c’est 
donc  cette  égalité  qu’il  s’agit  de  démontrer.  Dans  ce  théorème,  on 
suppose  qu’en  aucun  point  du  contour  P et  Q ne  «ont  Péro  à la  Cois, 
il  est  essentiel  aussi  d’observer  qu’on  n’y  doit  tenir  aucun  compte 
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(les  chanfçements  de  sifçoes  que  peut  (-prouver  le  rapport  R en  pas- 
•saut  par  1 iutini , et  qii  (jii  ne  fait  aucune  attention  au  cas  où  ce  rap- 
port devient  zéro  sans  changer  de  signe. 

503.  Le  tliéorènie  est  ('-vident  si , dans  l’intérieur  du  contour  et 
sur  le  contour  nièrae,  on  n’a  jamais  P = 0 : alors  en  effet  on  a 
(X  = 0,  A = 0,  et  par  suite  fx=|A. 

Cette  égalité  est,  encore  satisfaite  lorsque , dans  l’intérieur  du 
contour  et  sur  le  contour  même , on  n’a  jamais  Q = 0.  Alors  le 
nombre  p.  çst  encore  zéro , et  je  vais  prouver  qu’on  a aussi  A = 0. 
En  effet , le  rapport  R , quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  re- 
venir au  point  de  départ , devra  reprendre  le  même  signe  qu’il 
avait  d abord,  au  commencement  du  mouvement  ; donc , à la  fin, 
il  aura  passé  autant  de  fois  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au 
{)ositiL  En  outre,  à chaque  changement  de  signe,  R aura  dû  s’é- 
vanouir, puisque’  le  dénominateur  y est  supposé  ne  pouvoir  pas 
devenir  zéro.  Ainsi;  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  ladifférenceA=0- 
donc  l’égalité  P = i A est  satisfaite.  ’ 

504.  C()nsidérons  maintenant  un  point  M dont  les  coordonnées 
« et  ô satisfont  à la  fois  aux  équations  P = 0 et  Q = 0 , ou , ce  qui 
est  la  même  chose,  supposons  que  c=rt-{-5  soit  une’racine, 
simple  ou  multiple,  de  l’équation  f(z)<=0.  Traçons  autour  du 
point  M un  contour  convexe  : si  pour  chaque  point  N,  de  ce  con- 
tour, le  rayon  vecteur  MiN  est  suffisamment  petit,  on  va  prouver 
que,  pour  ce  contour,  l’égalité  g = ^ A doit  àvoir  lieu. 

Posons  MN  = P et  nommons  w l’angle  de  ce  rayon  vecteur  avec 
I axe  des  x.  Les  coordonnées  du  point  N seront  x = a-\-  p costa, 
y=à-\-p^iua;  et  par  suite  la  valeur  générale  s = x-^yJ'^ 
devient _s  = (a-)-  b.^—l)  -f  p^sw  sin<d).  En  posant 

“"i  V ^ ^ P (cos (O -)-^/ — 1 sin<a)=e,  on  pourra  écrire 

simplement  s = A -|-  0 ; et  la  substitution  de  cette  expression  chan- 
gera /(s)  en  /(A-|-0).  Si  ensuite  on  développe  et  si  on  observe 
que  /(A)  = 0 , il  viendra 


/(*+»)=/Bo  + Æ>,.. 


1.2.3 


T*ar  la  formule  de  Moivre  (124),  on  a 
0 = P (costo  -j-  \/ — 1 siiiw), 

0*=  p*(cosM  -f-  y/— 1 sinw;’=  p*(cos2w-)-y/^  sin2o)), 
P*(eOsM  -f-  y/.— 1 sinM)’^  p»(cos.3w-|- y/— 1 sin3«>), 
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D’nn  autre  câté , les  multiplicateurs  des  différentes  puissances 
de  6 se  prêtent  à des  transformations  qu’il  importe  de  remarquer. 
Par  exemple,  au  moyen  du  calcul  algébrique,  on  pourra  mettre  ' 
/'(A)  sous  la  forme] 


Vc*4-d*^v'e*+i 


Observons  que  les  carrés  des  fractions 


-==,  -7==  font 
v/c*+  d*  v'c*+  d* 

une  somnnie  égale  à 1 , de*  sorte  qu'on  peut  les  regarder  comme  le 
cosinus  et  le  sinus  d’un  même  angle  a,.  Faisons  aussi  v^c*-|;‘d*=Mi. 

On  pourra  écrire  = Mi  (cos  a,  + sin  o,)  ; par  conséquent 


(k,'\  — — 

onaura'^-Y-^®  = Mi(cosoi-j-  y/ — l sino^)x  p(cos(o-|-v^ — 1 siuw) 

= M,p  [cos(ü>  -}-  »i)  -f-  V — 1 sin  (6)  + «i)}. 

Des  transformations  pareilles  peuvent  se  faire  sur  les  termes  qui 
contiennent  les  diverses  puissances  de  9 ; de  sorte  qu’on  peut  écrire 

/(a;  + yv/^).  = M,p  [cos(üj  + a,)  -|-  ydî  sin(io  a,)] 

-j-  Mip*[cos(2u)-f-  O*)  -j-  y/ — 1 sin(2<i>-j-  o^)] 

' ' “j-  Mj^*  [cos(3«o-|-  cij)  }/ — 1 sin(3«<i-f"  ®j)] 

etc. 

Dans  ce  développement  mettons  ensemble  les  termes  réels , et 
aussi  ensemble  ceux  qui  contiennent  v^—1.  On  aura  ainsi  les  quan- 
tités désignées  par  P et  Q,  savoir  : 

P = MipCOS(to  -|-  a,)  -|-  Mip*  C0S(2b>  -|-  a,)  -|-  etc., 

Qi  - Mip  sin  (oj  — 1“  a,)  Mip*  sin  (2<o  aj)  etc. 

Lorsque  A ou  a -|-  6 y/ — 1 est  une  racine  simple,  le  polynonie 
dérivé  /'(A)  doit  être  différent  de  zéro  ; donc  l’une  au  moins  des 
quantités  désignées  plus  haut  par  c et  d doit  être  différente  de 
zéro , et  par  suite  Mi  aussi  est  différent  dé  zéro.  Ce  cas  est  celui 
qu’il  convient  d’examiner  en  premier  lieu. 

505.  Pour  déterminer  le  degré  d^  petitesse  du  rayon  vecteur  p, 
posons 

S = M,  -j-  Mj  -|-  etc., 

S = Ml  oos(2a>  -j—  a»)  Mip  cos(3w  -j—  œj)  etc., 

S ’ — - Ml  sin  (âa>  -j-  ai)  “j—  Mip  sin  (Sio  -f-  as)  -j-  etc . 
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Désignons  aussi  parX  un  arc  quelcotique,  pris  arbitrairament  dans 
le  premier  quadrant  : on  pourra  écrire  ■ 


Sp«| 


Ml  COSX  cos  (ù>  -|-  a,)  , S' 
Sp  ^ cosX 


!• 


et  alors  je  supposerai  que  le  contour  convexe  tracé  autour  du 
point  M soit  tel  qu’en  chacun  de  ses  points  le  rayon  vecteur  p soit 

moindre  que  la  pluspetite  des  trois  quantités  1 , M^anX 

Cele  posé,  les  termes  qui  composent  S sont  tous  positifs  et  res- 
pectivement plus  grands  que  ceux  qni  leur  correspondent  dans  S' 


S'  S" 

et  S";  donc  les  fractions  g-  «tg"  seront,  en  grandeur  absolue,  1 • 

D’un  autre  côté,  les  quantités^^'^^^  et ^ seront  positives  et 

> h;  donc.  P aura  le  signe  de  son  premier  terme  pour  toutes  les 
valeurs  de  w qui  rendront,  en  grandeur  absolue,  cos(<o-|-o,)>cosX, 
ce  qui  arrivera  quand  l'angle  w-j-ot,  sera  compris  entre  H — X et  H-}-X, 
ou  entre  2H — X et  2H  -|-  X (II  représente  la  demi-circonférence)  ; 
et  pareillement , Q aura  aussi  le  signe  de  son  premier  terme  pour 
toutes  les  valeurs  de  u>  qui  rendront,  en  grandeur  absolue, 
sin(w-f-«,)  > sinX,  ce  qqi-  arrivera  quand  l>ngle  «>  -j-  a,  sera 
compris  entre  X et  H — X ou  entre  H -f-  X et  2H — X. 

En  conséquence  écrivons  le  tableau  ci-dessous , 


Arcsco-j-ot,....  X,  H — X,  H+X,  2H  — X.  2H-|-X,  • 
Signes  de  P...,  -f-  — ' — -|-, 

Signes  de  Q..,.' -f  -f  — , — -f. 

Signes  de  R....  -j-  — 

On  reconnaîtra  sur-le-champ  que,  dans  le  premier  intervalle,  celui 
de  X à H — X,  le  signe  de  P devra  changer  de  manière  qu’après 
avoir  commencé  par  être  -|-,  il  finira  par  être  — tandis  que  le 
signe  de  Q restera  constamment  Donc  dans  cet  intervalle  le 
rapport  R devra  en  s’évanouissant  passer  une  fois  de  plus  du  positif 
au  négatif  que  du  négatif  au  positif. 

Dans  l'intervalle  de  H — XàH-f-X,  P est  constamment  négatif 
et  le  signe  de  Q peut  changer  une  fois  ou  plusieurs  ; mais  dans  le 
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ttiéorcine  on  pc  doit  considérer  que  les  cliangeinents  désigné  de  R 
qui  ont  lieu  lorsque  F passe  par  zéro. 

Dans  l’intervalle  de  U è 2ll — X,  le  signe  de  P change  de 
telle  sorte  qu’après  avoir  commencé  pai’  étie  — il  finit  par  être  -f-i 
mais  dans  ce  même  intervalle  Q reste  constamment  négatif;  donc 
le  signe  du  rapport  R ne  peut  changer  que  par  l’évanouissemeot 
de  P ; et  comme  il  commence  par  être  -j*  RuR  P^r  être  -r,  il 
s’ensuit  que  le  nombre  des  passages  de  -f'  ^ surpasse  d’une 
unité  le  nombre  des  passages  de — à -j-. 

Quant  au  dernier  intervalle , celui  de  2U— -X  à 2H  + X,  on  remar- 
quera que  si  R peut  y changer  de  signe,  ce  ne  sera  point  en  passant 
par  zéro,  puisque  P y reste  constamment  positif-  i 

Ainsi , après  que  le  rayon  p a parcouru  une  circonférence  entière, 
on  a simplement  ^—2^  Comme  l’intérieur  du  contour  ne  renferme 
qu’une  seule  racine,  on  a |a=1,  et  il  est  évident  que  légalité  pu=|A 
est  satisfaite. 

r><X).  11  faut  examiner,  en  second  lieu,  le  cas  où  la  racine  k ou 
u-\-byJ — 1 serait  multiple  d’un  ordre  quelconque  ».  Alors  les;i 
polynômes  dérivés  sont  zéro;  par'suite  les 

modules  M,,  &1«,...  M»-|Sont  zéro  aussi,  et  les  valeurs  de  P et  Q 
sont  ' 

P = M,p"  cos(nto-|-a„)  -f  M„4.,p"+*  cos[(»-j-l)o>  -|-  a,+,]  -|-  etc., 

Q = M,p"  sin  (n&H-a,)  -f-  M,+,p*+‘.sin  [(n+l)<o  a„+,]  -f  etc. 

Divisons  par  p*^*  tous  les  termes  à partir  du  second,  désignons 
par  S la  somme  et,  eu  nous  servant  encore  du 

même  angle  auxiliaire  X,  écrivons  P et  Q sous  cette  forme 


En  raisonnant  encore  ici  comme  dans  le  cas  où  la  racine  n’était 

point  multiple,  nous  choisirons  le  contour  convexe,  qui  enveloppe 

la  racine , de  manière  qu’en  chacun  de  ses  points  lé  rayon  p soit 

. . , , J , - . MnCosX  M„sinX. 

moindre  que  la  plus  petite  des  trois  quantités  1 , — g — , — g — i 

alors  nous  reconnaîtrons  que  P prendra  des  valeurs  de  même 
signe  que  son  premier  terme  quand  on  aura  cos(nw  -f  a„)>cosX, 


■ P = Sp-+‘  J 


D 


. ty  Coogk 
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et  que  Q prendra  aussi  des  valeurs  de  même  signe  que  son  premier 
ternie  quand  on  aura  siii(«(.>  -j-  a,)  >•  sin  X. 

11  y a donc  encore  lieu  à considérer  les  valeurs  de  l’arc  w<o-|-a, 
comprises  dans  les  intervalles  de  la  suite  X,  H — X,  H-|-X,  2H — X, 
2H+^;  niais  ici  il  faudra  pousser  cette  suite  jusqu’à  2«H — X et 
2nH-(-X,afin  que  le  rayon  parcoure  une  circonférence  entière. 

D’après  les  raisonnements  du  n“  précédent,  les  intervalles  de  rang 
pair,  comme  celui  de  H — X à H-f^X,  donneront  des  changements 
de  signedu  rapport  R qui  seront  produits  par  l’évanouissementdeQ 
et  non  par  celui  de  P ; de  sorte  que  ces  changements  de  signe  ne 
doivent  être  ici  d’aucune  considération.  Au  contraire,  dans  les  in- 
tervalles de  rang  impair,  le  signe  de  R ne  changera  qu’avec  l’éva- 
nouissemént  de  P : or,  le  nombre  de  ces  intervalles  est  égal  à 2», 
et  dans  chacun  d’eux,  le  nombre  des  passages  de  -f-  à — l’em- 
porte d’une  unité  sur  cÆlui  des  passages  de  — à -j-  ; donc  l=2w. 
D’ailleurs  l’équation  donnée  admettant  n racines  égales  à k,  on 
doit  avoir  a = w ; donc  l’égalité  (x  = 5 A est  encore  vérifiée. 

.507.  Quand  le  théorème  a lieu  pour  deux  contours  ABCDA , 
DCED,  qui  ont  une  portion  commune  D€ , 
il  doit  avoir  lieu  également  pour  le  contour 
total  .ABCEDA  formé  par  leur  réunion.  Il 
est  clair  en  effet  qu’en  parcourant  ABCDA, 
les  changements  de  signes  de  R qui  pour- 
ront avoir  lieu  de  C en  D auront  lieu  aussi, 
mais  en  ordre  inverse,  lorsqu'en  parcou- 


A rant  DCED  on  ira  de  D en  C.  Donc  en 

“Ô  \ désignant  par  A'  et  A"  les  valeurs  de  A rela- 

tives aux  deux  contours  partiels,  et  en  con- 
servant A pour  le  contour  total , on  devra  avoir  A = A'  -f  A". 

Nommons  jx'  le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  premier 
contour,  jx"  le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  deuxième , 
et  [X  le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  contour  entier,  on 
a évidemment  (x  = (x'-j-  (x".  Or,  puisque  le  théorème  est  supposé 
vrai  pour  le^  deux  contours  séparément,  on  doit  avoir  jx'  = ^ A', 
|x"=^A";  doncix'-f-[x"=iA'-l-4A",  et  par  suite  jx=5  A.  Doncle  théo- 


rème est  vrai  pour  le  contour  total. 

Si  on  avait  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés , pour 
chacun  desquels  le  théorème  eût  lieu,  il  devrait  avoir  lieu  aussi 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ceux-là.  En  effet. 
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après  avoir  réuni  en  un  seul  deux  contoui-s  juxlapos«'“s , on  peut 
réunir  le  nouveau  contour  avec  un  troisième  qui  lui  soit  juxtaposé  ; 
puis  encore  le  nouveau  contour  avec  un  quatrième,  et  ainsi  de 
suite  : d’après  ée  qui  vient  d’être  dit  plus  haut , le  théorème  con- 
tinuera toujours  d’avoir  lieu. 

508.  Enfin  supposons  qu’un  contour  quelconque  soit  donné  : on 
pourra  toujours  le  diviser  en  contours  partiels  dont  les  uns  seront 
tracés  autour  de  chaque  racine  et  assujettis  aux  conditions  du 
n°  504,  tandis  qué  les  autres  ne  renfermeront  aucune  rdcme  et 
seront  assujettis  aux  conditions  du  n“  503.  Or,  d’après  le  niiméro 
précédent,  le  théorème  étant  vrai  pour  chaque  contôur  partiel, 
devra  l’être  aussi  pour  le  contour  proposé.  Ainsi  se  trouve  démon- 
tré le  théorème  de  M.  Cauchy. 

509.  De  ce  théorème  découle  comme  conséquence  que  tpifm- 
tion  f (aj  = 0 fl  m racines  de  la  forme  a -|-  bv/ — 1 , et  n’en  a pas 
davantage.  En  effet,  autour  de  l’origine  0,  traçons  un  cercle  d’un 
très-grand  rayon,  et  cherchons  combien  il  y a de  racines  comprises 
dans  l’intérieur  de  ce  cercle.  Soit  f un  rayon  quelconque  de  la 
circonférence,  et  « l’angle  de  ce  rayon  avec  la  ligne  des  x,  on 
aura  a:  =■  P cos  w et  y = P sin  b)  ; donc 

/(^+y  V^)  — A.p"*  [cos»«b>  -f-  \/ — 1 sin  »!to] 

-j-  Bp"^‘  [cos(m — l)o)  -j-  v/ — 1 sin(wi — l)w]  -f-  etc. 
Chacmn  des  coefficients  A,  B,...  peut  être  mis  sous  la  forme 
H (cosa  -|-  \/ — 1 sin  a);  par  suite  ce  développement  pourra  s’écrire 
ainsi  : . 

cos  a)  -|-  v/— ^ sin  -j-  a)  | 

-H  H, P—  [ cos  [(»i — 1 )«  -j-  «,]  -j- — 1 sin  [(iM — 1 )ui  -}-  O,]  J 
-i-  etc., 

ce  qui  donne , pour  P et  Q, 

P = Hp"*cos[7H(«)-t-a]  -)-  H|p"“‘cos[(>n — l)b>  -j-  aj]  -j-  etc., 
Q=  Hp“sin  [»îM-}-a]  4-  Hip’*-'  sin  [(»« — l)co  -j-  a,]  -j-  etc., 

ou  bien , sous  une  autre  forme,  en  employant  l’angle  auxiliaire  X 
conune  au  n°  505,  et  en  désignant  par  S la  somme  H,  -f-  -f-  etc. , 

P=sp-.{«£f-‘xîM+|:j. 
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Nous  supposerons  que  le  rayon  p ait  Mé,  pris  plus  grand  que  la  plus 
, ' S .S 

grande  des  trois  quantités  1 , fisinX’ 

signe  de  P serà  semblable  à celui  de  son  premier  terme  toutes  les 
fois  qu’on  aura  cos(»«ù>-|-o)>»  cosX  ; et  dê  même  le  signe  de  Q sera 
celui  de  son  premier  terme  toutes  les  fols  qu’on  aura  sinfwiü-j^a) 
sinX.  C’est  pourquoi  je  considère  la  suite  des  arcs 

I X,  H — X,  n + X,  2H  — X,  2H-f-X......  2w(fl-T-X,  2mH  + X; 

; et  en  raisonnant  comme  au  n°  ô06,  on  reconnaîtra  que  le  nombre 
\ = 2m  ; donc  p = m ; donc  l'équatimpropMée,  a m racines  et  n'en 
a point  davantage. 

.510.  Je  n’expliquerai  pas  ici  comment  on  peut  connaître  l’ex~ 
cès  A pour  un  contour  donné  : sur  ce  point  je  renverrai  au  Jour- 
nal de  mathématiques  de  M.  biouviLLi,  août  1836. 


CHAPITRE  XVII. 


QUELQUES  QUESTIONS  CHOISIES. 

1 - , 


Sll.  Problème  1.  trouver  l’équation  d’une  seetkn  conique  qui 
passe  par  cinq  points  donnés. 

Choisissons  les  axes  de  coordonnées  de  manière  que  chacun  d’eux 
contienne  deux  des  points  donnés , et  désignons  par  y'  et  y"  les  or- 
données des  points  A etB  (fig,  236)  situés  sur  la  ligne  des  ?/,  par  x' 
et  a?"  les  abscisses  des  points  C et  D situés  sur  la  ligne  des  ar,  par  x'" 
et  yT  iM  coordonnées  du  cinquième  point  E. 

Oni^iÈÉn  era  les  conditions  de  la  question  en  substituant  suc- 
cessivement les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points,  à la  place 
de  flans  l’équation  générale 

[A^  Ay’ -}- Bxy -j- Ca;’-|-Dy-j-Ea;-l- F3=0.  i 

De  cette  manière , on  a les  cinq  équations 

Ay”  -f-  Dy'  -}-  F = 0,  Ay«-f  Dy"  -f  F = 0, 

Cx”  -1-  Ex'4-  F = 0,  Caf'*+  Éar"  -f-  F = 0, 

At/‘-+-  ■Bx”y’"  -f^  Cx'"’-f-  Dy"’-f  F = 0. 
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Les  inconnnet  du  probièmesont  les  cueffldeAts  de  l’équation  [A.] . 

Parmi  eux  il  y en  a toujours  un  qui  reste  arbitraire  ; supposons  que 
ce  soit  F,  divisons  toutes  ces  équations  par  F,  et  on  trouve  ' 

A î D —y'—»/  C 1 E_—x'—af 
' F^y'y"’  F~  y'/  ’ F~w'it"’  F~  x'x"  ' 

B i_  /y”(y"'--y— y')  , ùc"{3fsd'—x')  \ 

F-  «'Y'V  y'y"  ^ 

En  divisant  aussi  l’équation  [A]  par  F,  et  remplaçant  alors  les 
coefflcients  par  ces  valeurs,  on  obtient  l’équation  demandée. 

Si,  parmi  les  points  donnés,  il  n’y  en  a pas  trois  en  ligne  droite, 
aucune  des  quantités  a/,  ar",  y',  y*,  ar",  y"",  n’est  zéro;  donc  les 
rapports  précédents  ne  sont  ni  infinis  ni  indéterminés.  D’ailleurs, 
chacun  d’eux  n’a  qu’une  seule  valeur;  donc,  par  citiq  points, 
quand  il  n’ij  en  a pas  trois  eji  ligne  droite,  on  peut  toujours  faire 
passer  une  section  conique,  mais  on  n’en  peut  faire  passer  qu’une. 

512.  La  condition  de  passer  par  deux  points  peut  être  remplacée 
par  celle  de  toucher  une  droite  en  un  point  donné.  Par  exemple,  si 
on  demande  que  la  section  conique  touche  la  droite  Oy  au  point  À, 
il  faut  supposer  dans  les, formules  précédentes  y"  = y'. 

51 3.  Si  on  veut  traiter  immédiatement  la  question  avec  cette  nou- 
velle condition , H fhut fiiire  d’abord  dans  (A] , ce  qui  donne 

V-|-Dy+F=0,  d’où  y=^-^±^v/»*-4AF;  • 

et  exprimer  ensuite  que  ces  deux  valeurs  sont  égales  à y'.  On  trouve 
ainsi  les  deux  équations  D*  — 4AF  = 0 et  — - 

514.  Si  on  veut  que  la  section  conique  soit  une  parabole,  on  doit 
avoir  B’ — 4AC  = 0,  et  il  ne  faut  plus  que  quatre  conditions  pour  . 
déterminer  la  courbe.  On  peut  encore  exprimer  immédiatement  _ 
cette  supposition  dans  l’équation  [A]  en  prenant  un  carré  pour  les  . 
trois  termes  du  second  degré  (233).  Aloi’S  cette  équation  prend  la 
forme  AV  2ACxy  -|-  G'**  -J-  Dy  Ex  -j-  F = 0,  qui  ne  peut 
œnvenir  qu’aux  paraboles. 

515.  Problème  II.  Soient  (fig.  2.31)  BAR'  et  SBS'  deux  angles 
donnés,  qu’on  fait  tourner  autour  de  leurs  sommets  de  manière 

que  les  cédés  AR'  et  BS'.v  étmpent  trmjoitrs  sur  une  droite  <nt  di-  , 
l'ectrlce  donnée  LL';  tes  intersections  succes.sines  des  deux  autres 
côtés  déterminent  une  courbe  dont  on  demande  l'équation. 
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Prenons  les  abscisses  sur  la  droite  ai x qui  passe  par  les  sonimets 
A.  et  B ; et  les  ordonnées  sur  la  perpendiculaire  ky.  La  directrice 
LL'  étant  donnée , je  représenterai  son  équation  par  < 


y = a(a:— P); 

et  a,  P,  seront  des  quantités  connues.  De  plus,  je  ferai  ÂB  = d; 
tang  RAR'  = a,  tang  SBS'  = h. 

Supposons  maintenant  que  les  angles  soient  dans  une  position 
quelconque , que  les  côtés  AR  et  BS  se  coupent  en  M,  et  que,  sui- 
vant les  conditions  de  l’énoncé , les  côtés  AR'  et  BS'  aillent  rencon- 
trer LL'  au  même  point  N.  Désignons  les  coordonnées  du  point  M 
par  X et  y,  et  celles  du  poin't  N par  a;'  et  y'.  Il  y aura  trois  conditions 
à exprimer  ; 1°  que  le  point  N est  sur  la  ligne  LL'  ; 2®  que  la  tan- 
gente de  l’angle  MAN  est  égale  à a ; 3°  que  celle  de  l’angle  MBN 
est  égale  à h.  C’est  ainsi  qu’on  parvient  aux  trois  équations 


»/=  “(a/— P), 


^x—x'y 

xx'-\-yy' 


y'{x—d)—y{x'—d)  _ . 
■’  (ic— d)-fyy'^  ’ 


et  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  entre  elles  -xi  et  y'  pour  avoir  l’équa- 
tion du  lieu  cherché.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  2*  ordre,  car  le  ré- 
sultat de  l’élimination  est  une  équation  du  2"  degré , savoir  : 


^(o— é)  a—  (oa  4- 1)  ^ y‘-f  {{a— b)  « -f  ô («— o)  ^ x*  ■ 

— ^(ab—l)  a -f  a-f- b)j  ^ xy—  ((ab-\- l)ad—b(aa  + l)^y 

— ^(o — b)  ad-^b  (a — a)^x  — 0. 


516.  Cette  équation  est  trop  compliquée  pour  qu’on  reconnaisse 
facilement  sielleestsusceptiblededonnerchacunedestroiscourbes. 
Mais  voici  un  cas  particulier  qui  est  assez  remarquable,  et  qui  lève 
tous  les  doutes. 

Prenons  la  directrice  LL' perpendiculaire  à AB,  l’angle  RAR'=90“, 
et  l’angle  SBS'=  0 : il  faudra  faire  o=oo,  a = co,  ô = 0.  Mais 
avant  d’introduire  ces  hypothèses  dan^  l’équation , il  faut  préala- 
blement la  diviser  par  aa.  De  cette  manière  il  vient 


(P  — d)y*-j-  px* — dpx  = 0: 


équation  qui r toute  particulière  qu’elle  est,’  peut  encore  repré 
senter  les  trois  courbes.  Pour  en  déduire  une  parabole,  il  faut  la 
diviser  par  d et  Ikire  ensuite  d = co . 


.1 
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517.  Revenons  à l’équation  générale.  Elle  est  satisfaite  par  x=0, 
y— O,  et  oeJa  prouve  que  le  point  A appartient  k la  courbe.  On 
aurait  pu  mettre  Torigine  des  coordonnées  au  point  B,  et  l’on  eût 
trouvé  alors  que  la  courbe  passe  aussi  par  ce  point. 

On  peut  reconnaître , d’après  l’énoncé,  que  la  courbe  passe  en  A 
et  B , et  même  déterminer  la  tangente  à chacun  de  ces  points.  Eu 
effet,  parmi  les  positions  que  peut  prendre  l’angle  SBS',  il  y en  a 
une  où  BS  est  couché  sur  Bx',  comme  le  représente  la  fig.  232. 
Soit  BAR'  la  position  correspondante  de  l’autre  angle  : il  est  clair 
que  RA  et  SB  se  coupent  alors  au  point  A;  par  conséquent  ce 
point  est  sur  la  courbe.  On  voit  en  outre  que  la  ligne  AR  doit  être 
une  tangente , car  elle  peut  être  considérée  comme  une  sécante 
dont  deux  points  d’intersection,  sont  réunis  en  un  seul. 

Tout  ce  qu’on  dit  du  point  A s’applique  au  point  B.  Ainsi,  en 
supposant  (fig.  233)  que  l’angleRAR' ait  le  côté  AR  appliqué  sur  A«', 
et  que  SBS'  soit  la  position  correspondante  de- l’autre  angle,  la 
ligne  BS  sera  tangente  à la  courbe;  au  point  B. 

518.  Problème  111.  Décrire peer  points,  ou  d'vnmouvemént  conti- 
nu, une  section  conique  dont  on  donne  cinq  points  ; puis  déterminer 
géométriquement  le  genre  et  les  éléments  de  cette  courbe. 

Par  le  problème  précédent , on  a appris  qu’en  faisant  tourner 
deux  angles  autour  de  leurs  sommets,  de  manière  que  deux  côtés 
aillent  toujours  se  couper  sur  une  droite  donnée,  l’intersection  des 
deux  autres  côtés  décrit  une  section  conique  qui  passe  par  les  som- 
mets des  deux  angles.  Il  est  clair  que  cette  manière  d’engendrer  la 
courbe  permet  d’en  construire  autant  de  points  qu’on  veut,  ou 
môme  de  la  tracer  par  un  mouvement  continu.  11  s’agit  donc  de  dé- 
terminer les  deux  angles  et  la  directrice,  de  telle  sorte  que  la  sec- 
tion conique  passe  par  les  cinq  points'donnés  A,  B,  C,  D,  E (fig.  234). 

Menons  la  droite  x'x  par  deux  de  ces  points,  A et  B;  joignons 
AC,  BC,  et  prenons  CAx'  et  CBx'  pour  les  angles  mobiles.  Mainte- 
nant faisons  tourner  ces  angles  pour  amener  les  côtés  AC,  BC, 
d’abord  en  AD,  BD,  ensuite  en  AE , BE  ; et  supposons  que  les 
côtés  kx' , Bj;',  viennent  se  couper  en  L après  le  premier  déplace- 
ment, et  en  L' après  le  second.  Tirons  la  droite  LL',  et  prenons-la 
pour  directrice.  ^ 

D après  la  construction , il  est  évident  que  si  les  angles  'tournent 
autour  de  leurs  sommets,  sans  que  les  côtés  kx'  et  Bj;'  cessent  de 
se  rencontrer  sur  la  droite  LL',  l’intersection  des  côtés  AC  et  BC 

2k 
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décrit  une  courbe  qui  passe  aux  points  C,  D,  E.  Nous  savons  d\ûl- 
l^urs  qu’elle  est  une  section  conique,  et  qu'elle  doit  passer  aussi 
en  A et  eu  B.  Cette  courbe  satisfait  donc  à la  question  ; et  elle  est 
la  seule  qui  y satisiasse,  c;ir  on  ne  peut  faire  passer  ^qu’une  seule 
section  conique  par  cinq  points  (311). 

519.  Pour  connaître  le  genre  de  la  courbe,  rappelons  qu’on  sait 
trouver  ses  tangentes  çn  A et  B (317);  remarquons  aussi  qu’il  est 
permis  de  prendre  le  pointC;  au  lien  de  B,  pour  sommet  de  l’un 
des  deux  angles,  et  qu’alors  on  peut  trouver  la  tangente  enC.  Soient 
donc  (fig.  235)  AG,  BG,  CH,  ces  trois  tangentes  dont  la  première 
coupe  les  deux  autres  en  G et  eè  H.  En  général , les  tangentes 
menées  à une  courbe  du  second  ordre,  par  les  extrémités  d’une 
corde , vont  rencontrer  au  môme  point  le  diamètre  qui  passe  au 
milieu  de  cette  corde  : donc,  si  par  les  milieux  P et  Qdes  cordes  AB 
et  AC,  et  par  les  points  G et  H,  on  mène  les  droites  GG'  et  HH',  on 
aura  deux  diamètres  de  la  section  conique.  Si  ces  diamètres  sont 
parallèles , la  courbe  est  une  parabole  ; elle  est  une  ellipse,  s’ils  se 
coupent  en  un  point  O situé  au  delà  de  la  corde  AC  par  rapport  au 
point  H ; elle  est  une  hyperbole , si  la  corde  AC  laisse  les  points  O 
et  H d’un  même  côté.  \oy.  fig.  236  et  237. 

520.  Déterminons,  dans  chaque  cas,  les  éléments  de  la  courbe. 

Si  elle  doit  être  une  parabole  (fig.  238),  on  mène  les  diamètres 

AA'  et  CC',  parallèles  à GG',  on  faitles'angles  HAF,  HCF,  respecti- 
vementégaux  à GAA',  ICC'  ; et  le  point  F où  se  coupent  AF,  CF,  est 
le  foyer  de  la  parabole^438).  En  prolongeant  A A'd’une  longueur  AK 
égale  au  rayon  vecteur  AF,  et  en  élevant  KK'  perpendiculaire 
sur  A.\',  on  aura  la  directrice  de  la  parabole  (425).  Le  foyer  et  la 
directrice  sont  les  éléments  de  cette  courbe. 

Quand  la  section  conique  est  une  ellipse  (fig.  239),  on  mène,  par- 
le centre,  la  droite  OK  parallèle  à CA  ; et  les  lignes  OH,  OK,  font 
connaître  les  directions  de  deux  diamètres  conjugués.  Pour  en 

„'i 

avoir  les  longueurs,  rappelons  la  formule  OH  = (322),  dans 

laquelle  il  est  permis  de  regarder  d comme  le  demi-diamètre  di- 
rigé suivant  OH.‘  De  cette  expression  on  tire  d = y/OHxOQ. 

Si  on  mène  CK  parallèle  à 0Q,.si  on  prolonge  OK  jusqu’en  I, 
et  si  on  représente  par  h'  le  demj-diamètre  conjugué  de  a',  on  a 
aussi  5'?=  V^OR  X Oi. 
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Aîné! , l’on  obtiendra  o'  et  b’  et)  constnrisant  des  moyetiftes  pro- 
portionnelles. ' ’ 

Connaissant  deux  demi-diamèfres  eopjugués  «'  et  b\  et  l’angle 
HOI  qu’ils  forment. ent^e  eux,  U est  facile  d’avoir ijes  denairaxes.  , 
En 'effet,  si  on  représente  les  depû-axes'pai’  a et  6,  et  qu’onfa*^ 
HOI.=  y,  on  a(351) 

ab  = a*b's\af,  ÿ-j- ft*=  </*-|- ô'*.  ' ’ 

Si  on  ajoute  d’abord  à la  seconde  équation  le  double  de  la  pre- 
mière , et  si  ensuite  on  le  retranche , il  vient 

(a-f-  6)’  = <('-\-  îa'é'sinTf,, . . . . 

1 (« — 6)’ = o'*  4- 6'* — 2a'^6'.sioTf;  ^ 

par  conséquent  on  a 

a -|-  b =.y'o'‘  -j-  é'*  -}-  2o'i'  siny,  ; 

a — é = y/a’’-j-  b"* — îo'è'siny. 

Ces  radicaux  se  construisent  élégamment  par  les  propriétés  des 
triangles  obliquangles  ; en  désignant  par  A et  B les  lignes  qu’ils 
représentent  » ou  aura  a = ^A-|-iB,  6 = ^A  — ^B.  ' 

La  direction  des  axes  est  encore  inconnue.  Pour  la  déterminer, 
il  suffit  de  trouver  les  foyers  de  l’ellipse.  Or,  on  sait  (332)  que  les 
pieds  des  perpendiculaires,  menées  des  foyers  sur  les  tangentes, 
ont  pour  lieu  géométrique  la  circonférence  décrite  du  centre  de 
l’ellipse,  avec  un  rayon  égal  au  demi-grand  axe  : on  peut  donc 
décrire  cette  circonférence , puis  élever  des  perpendiculaires  sur 
les  tangentes  AH  et  HC , aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  la 
circonférence  ; on  connaîtra  les  foyers  F et  F’. 

Enfin , si  la  section  coniqüe  doit  être  une  hyperbole , on  déter- 
mine d’abord , comme  pour  l’ellipse,  deux  diamètres  conjugués  ; 
puis  on  construit  les  asymptotes  (406),  et  ensuite  les  axes  (409). 

521.  Problème  IV.  Trouver  la  courbe  que  déerit  le  sommet  d’un 
angle  droit  dont  les  côtés  sont  toujours  tangents  à une  section 
conique. 

Considérons  d’abord  l’ellipse,  dont  l’équation  est 
[e]  a’ÿ* -)- o’é’.  ^ 

Désignons  par  xf,  y',  et  cd',  y",  les  coordonnées  des  points  cù 
l’ellipse  est  touchée  par  les  cétés  de  l’angle  droit  ; elles  doivent  sa- 
tisfaire à l’équation  [e]  ; on  a donc 
fl]  o«y»+6‘a;'»  = «*6*,  [2]  «y'* -f  éV' =«■**. 
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j Soient  et  y les  coordonnées  du  sonunet  de  l’angle , ell^  doi- 
vent satisfaire  aux  équations  des  tangentes  : on  a donc  aussi  (319) . 


' [3]  a*yy'  + ~ [^] 

Enfin , les  deux  tangentes  devant  fàire  entre  elles  un  angle  droit, 
et  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  qu’elles  font  avec 


l’axe  des  x étant  — 


(319),  on  a encore 


1=0. 


On  a ainsi  cinq  équations  pour  exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème.  Elles  renferment  six  variables,  x,  y,  x',  y\  x",  y"; 
et , pour  avoir  la  courbe  cherchée , il  faut  éliminer,  entre  ces  cinq 
équations , les  quatre  quantités  x',  y',  x",  y'. 

On  élimine  d’abord  y'  entre  [1]  et  [.3],  et  il  vient 


a*(&*— y»)  ^ 
a*y>_|_6*a:’  ' o’y’-{-i^x’ 

Si  on  élimine  y"  entre  [2]  et  [4],  il  est  évident  qu’on  trouvera  en  x" 
une  équation  toute  semblable  à la  précédente.  Cela  prouve  que 
x'  et  x"  sont  les  deux  racines  de  cette  équation.  Or,  le  dernier 
terme  doit  être  égal  au  produit  des  deux  racines  ; donc  on  a 


X'X": 


a’y’-|-6*x’' 


En  commençant  le  calcul  par  l’élimination  de  x'>  on  trouverait  de 
la  même  manière 


y'/ 


ô*(a*— X*) 

ay+t^x*' 


Mettons  ces  valeurs  dans  l’équation  [5],  il  vient  , . 

y«-|-x>  = o’-l-  bK 

Cette  équation  représente  la  courbe  cherchée  : c’est  un  cercle  cir- 
conscrit au  rectangle  construit  sur  les  axes  de  l’ellipse  (fig.  240). 

Pour  résoudre  la  question  à l’égard  de  l’hyperbole , dont  l’équa- 
tion est  ah/ — 6V= — «’(»*,  on  changera  partout  ô*  en — i’.  Il 
vient  y»  -|-x*=  «*  — 6*  : c’est  encore  un  cercle.  11  se  réduit  à un 
point  unique  si  è = a ; il  devient  imaginaire  si  é est  >>  a. 

En  appliquant  à la  parabole,  dont  l’équation  est  y’=2px,  les 
calculs  qui  ont  été  faits  dans  le  cas  de  l’ellipse , on  trouve , pour  la 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQTTE  A DEUX»  ttIMENSIONS.  373 

ligne  décrite  par  le  sommet  de  l’angle  droite  x=. — Jp:  ce  qui 
donné  la  directrice , ainsi  qu’on  devait  le  prévoir  î[443). 

622.  Problème  V.  Une  ellipse  étant  donnée  (fig.  241),  portez  sur 
le  grand  axe,  à partir  du  cjentre,  une  distance  AB-|-  BD  égale  à la 
demi-somme  des  axes,  et  décrivez  un  cercle  sur  AD  comme  dia- 
mètre; par  l’extrémité  du  grand  axe  la  plus  voisine  du  centre  du 
cercle,  menez  une  corde  HBH'  dans  ce  cercle,  et  tirez  les  diamètres 
de  l’ellipse,  AR  et  AR',  qui  passent  par  les  extrémités  de  cette  corde. 
Imaginez  alors  que  les  points  H et  H'  se  meuvent  sur  AR  et  AR'  sans 
que  HH'  change  de  grandeur  : le  point  de  cette  ligne,  qui  coïncidait 
d'abord  avec  l’extrémité  B du  grand  axe  de  l’ellipse,  décrit  une 
courbe  dont  on  demande  l'équation. 

Soit  HH'  (fig.  242)  une  position  quelconque  de  là  droite  qui  se 
meut  dans  l’angle  RAR',  et  M celle  du  poiAt  qui  décrit  la  courbe. 
Je  prends  AR  et  AR'  pour  axes  des  coordonnées,  je  mène  MP,  MQ, 
parallèles  à ces  axes,  et  je  fais  AP  =x',  MP=y',  MH  = c,MH'=<J. 
A cause  des  parallèles,  onaAH  : c-\-d  ::  x'  : d,  AH':  c-\-d  ;:y':c; 

donc  = AH'=!î±^. 

d , c 

Le  triangle  AHH'donneAfl'+AH'* — 2AHxAH'XcosRAR'=HH'*. 
Mettons  dans  cette  égalité  les  valeurs  de  AH  et  AU',  remarquons 
que  HH'  = c + et  faisons  RAR'  = 6 : il  vient 

rn  y'*  , x'*  2j'/cos9_, 

■■J  c*“^cP  cd  ~ 


On  voit  déjà  que  la  courbe  cherchée  est  une  ellipse  qui  a même 
centre  que  l’ellipse  donnée. 

Faisons  (fig.  241)  AB  = a,  BD  = 6,  angle  BAR  = a,  et  cherchons 
les  valeurs  de  c,  d,  cosO.  Pour  cela,  joignons  DH,  menons  B1  pa- 
rallèle à DH,  et  BK  parallèle  à ÂH.  Les  triangles  BAI,  BDK,  sont 
rectangles  et  donnent 

HK  = BI  = asina,  BI^=6cosa. 


Ensuite,  le  triangle  rectangle  BHK  donne 


c = BH=  v/h K’ -I-  SP = y/a’ sin'a -|- 6» cos*« ; 
et,  par  les  propriétés  du  cercle,  on  a 

Âbxbd 


d = BH'= 


ab 


BU 


v/a*sin*«4-  è*cos’a 


37i 


‘ ‘ QEOXlËgiE  PABTH. 


Maintenant,  peur  avoir. cos d,  je  vais  calculer  d’abordsin BAR' et 
cosBAR'.  Désignant  BAR'  par  a',  et  remarquoiit  que  BAR'=±BHK,- 
)•  trouve , par  le  triangle  |1KB, 


. , BK 

sin  a = ==  = 


écosa 


008  a 


BH 

IIK 

m 


y/a'sin’a  + COS*a 
asina 


V^a’sin’a  + t»’  cos’a 

, 

nuM  flWé  te  cas  (a  -)-  a')  c=  C08  a COS  a' — sin  a sin  a';  donc 

' ! (a — Asirtacosa 

.i  „ . , onsfl  = --  ■■-  . ■ 

V^a*sin*tj 6’ cos*à 

En  substituant  dans  l’équation  [1]  les  valeurs  de  c,  d,cos9,  il  vient, 
pour.la  courbe  cherchée , 


' y'* ' a/* (g^in^g  -{-  é*cos^x) 

. 'i  ■ B*8in'a<-}-6’C0s’a  f o®6* 

ix'y'ja- — b)  sin  g cos  a 
«6  v'o’sin’a-|- 6’cos*a 
Pour  comparer  plus  facilement  cette  courbe  avec  l’ellipse  don- 
néè rapportons  aussi  cette  dernière  aux  lignes  AR  et  AR',  Quahd 
^le  est  ral>port^  à ses  axes  BB',  CC',  son  équation  est 
[e]  ay+6‘A;*i=a*é*.  • 


Les  formules  par  lesquelles  on  passe  des  coordonnées  rectangu  - 
laires  aux  coordonnées  obliques  de  même  origine,  sont 
a/  cos  a -4-  ij’  eos  a',  y = ié'  sin  a -j-  y'  sin  a'. 


Par  a' on  représente  ici  le  même  angle  BAR' que  plus  haut,  mais  a = 
360*— BAR;  de  sorte  que  si  on  veut  continuer  à désigner  BAR 
par  a,  il  faut  changer  a en  360“—  a dans  les  formules  précédentes. 
Alors  éos  a ne  changera  pas|‘  sin  a deviendra  — sin  a ; et , en  rempla- 
çant ensuite  sin  a'  et  cosa'  par  leurs  valeurs,  on  aura 


x.'=  x’  cosa  -f- 
y = — x'sina  -{- 


• gy'sina 

y'a’sin’a-t-6*cos*a’ 
by'  CQSa 

v''«’sin*a-)-6’cos’a 


En  effectuant  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  [e),  on 
trouve  un  résultat  identique  avec  l’équation  [2]  ; donc  la  courbe 
cherchée  n'est  autre  que  l’ellipse  donnée. 
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A 

62S.  Problème  VI.  Étant  donné  un  angle  yOx  (fig.  243),  et  deux 
points  \ B sur  les  côtés  de^cet  angle,  on  fait  mouvoir  une  droite 
ST  de  manière  que  les  lignes  OA.  et  OB  soient  toujours  coupées 
suivant  la  proportion  AP  : PO  OQ  : QB.  Les  intersections  conti-, 
nueiles  delà  droite  ST  avec  elle-même,  considérée  dans  ses  posi- 
tions successives,  déterminent  une  courbe  à laquelle  ST  est  tou- 
jours tangente,  et  dont  on  demande  l'équation. 

Divisons  AO  et  OB  en  m parties  égales,  m étant  un  nombre  qu’on 
peut  supposer  aussi  grand  qu’on  voudra  ; prenons  les  distances  AP 
et  OQ  composées , chacune , d’un  nombre  n de  ces  divifeiorts , et 
menons  la  droite  PQ.  Menons  aussi  la  droite  P'Q'  qui  Ittteréepto' 
sur  AO  et  OB  une  division  de  plus  que  PQ.  Les  deux'droités  PQ 
et  P'Q'  se  couperont  en  un  point  M,  dout  la  position  dépend  dés 
nombres  m et  n.  Si  on  élimine  d’abord  l’indéterminée  » entre; 
les  équations  de  ces  deux  droites,  l’équation  résultante  repré*^ 
sentent  le  lieu  des  sommets  du  polygone. MM'M^..  formé  par  les 
positions  successives  de  la  ligne  PQ,  lorsqu’on  fait  parcourir  auA 
points  P et  Q toutes  les  divisions  de  AO  et  OB.  Pour  établir  la  con- 
tinuité du  mouvement  on  fera  m ==  ce , et  on  obtiendra  la,courbqj 
cherchée. 

Prenons  les  deux  lignes  Oa:  et  Oy  pour  axes  des  coordonnées, 
et  faisons  OA  = a,  OB  = b.  D'après  ce  qui  précède , on  aura 

AP  = — , OP = OQ  = — ; par  suite  on  trouvé  facilement, 
m ni 

pour  l’équation  de  PQ,  . 

[1]  m{m — n)  ay -\-mnbAe^n{fli—n)db.  ’ 

En  changeant  n en  n-|-l,  cette  équation  devient  celle  de  la  ligne  ^ 

FQ' : savoir,  ,, 

J • 

[2]  m{m — n — 1)  ay  -\-m{n-\-\)bx  = («-}- 1)  {m — n — l)ab.  ^ 

C’est  entre  [l]  et  [2]  qu’il  faut  éliminer  n.  Pour  faire  ce  calcul  ' 

avec  facilité , on  retranche  d’abord  [2]  de  [1],  ce  qui  donne  , . 

woy  — * £=  (2«  m + 1)  oé. 

Do  là  on  tire  la  valeur  de  » et  par  suite  eelle  dé  te*— ti  r ces  valeliTs 
sont  ' 

m (ay — dx)  (m — 1 ) ab 

” 2oô  ' 

„ _ -^n(ay— 
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et,  en  les  substituant  dans  l’équatidn  [1],  on  trouve  pour  résultat 

{ay  — hx  — aô)*  — 4fl6*x  — = 0.  — 

Cette  équation  donne  la  courbe  qui  contient  les  sommets  du  po- 
lygone MM'M’...  Pour  passer  à la  courbe  cherchée,  il  faut  faire 
)»  = 00  ; et  il  vient 

{ay  — hx  — aé)* — kalfx  = 0, 

équation  qui  représente  une  parabole.  La  courbe  doit  passer  en 
A et  B,  et  avoir  pour  tangentes  OA  et  OB  : en  effet,  l’équation 
donne  pour  x deux  valeurs  égales  à a quand  on  fait  y = 0;  et, 
pour  y,  deux  valeurs  égales  à h quand  on  fait  x = 0. 

Connaissant  deux  points  de  la  parabole , et  les  tangentes  en  ces 
points,  on  construit  facilement  les  éléments  de  cette  courbe  (520). 
Si  on  Teut  les  trouver  par  le  calcul , on  cherchera  deux  axes  rec- 
tangulaires qui  réduisent  l’équation  de  la  parabole  à la  forme 
y*  = 2par  : c’est  une  simple  transformation  de  coordonnées. 

524.  Je  proposerai  encore  les  énoncés  suivants.  Le  lecteur  est 
prié  de  tracer  lui-même  les  figures. 

I.  Théorème.  Si  on  prend  les  cercles  d’une  sphère  pour  bases  de 
différents  cônes,  et  l’extrémité  d’un  rayon  pour  sommet  commun 
de  cès  cônes , tout  plan  perpendiculaire  à ce  rayon  coupera  les 
cônes  suivant  des  cercles. 

IL  Théorème.  Le  rectangle  fait  sur  les  parties  d’une  tangente  à 
l’ellipse  ou  à l’hyperbole,  comprises  entre  le  point  de  contact  et 
deux  diamètres  conjugués,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre 
parallèle  à cette  tangente. 

III.  Théorème.  Ayant  tiré  une  sécante  quelconque  par  deux 
points  A et  B d’une  ligne  du  second  ordre,  menez  dans  celte  ligne 
une  suite  de  cordes  parallèles  qui  coupent  la  sécante  : le  rectangle 
dos  deux-segments  de  chacune  des  cordes  sera  au  rectangle  des  seg- 
ments correpondants  de  la  sécante  dans  un  rapport  constant. 

IV.  Théorème.  Lorsqu’une  droite  de  longueur  constante  se  meut 
de  manière  que  ses  extrémités  soient  toujours  sur  les  deux  côtés 
d’un  angle  donné , on  sait  (522)  qu’un  point  marqué  à volonté  sur 
cette  droite  décrit  une  ellipse.  Considérez  cette  droite  dans  une  quel- 
conque de  ses  positions  r élevez , par  ses  deux  extrémités , des  per- 
pendiculaires aux  deux  côtés  de  l’angle  donné  ; puis,  menez  par  le 
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point  décrivant  une  normale  à la  courbe  qu’il  trace  ; cette  normale 
et  les  deux  perpendiculaires  iront  se  rencontrer  au  même  point. 

Aux  droites  qui  dirigent  le  mouvement  de  la  droite  mobile, 
substituez  deux  polygones  ; puis,  à ces  polygones,  substituez  deux 
courbes  : il  est  clair  que  la  proposition  subsiste  encore , pourvu 
qu’on  prenne,  au  lieu  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  droites 
directrices,  les  normales  aux  courbes  qui  les  remplacent. 

V.  Théorème.  Si  on  a deux  lignes  concentriques  du  second  ordre, 
la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  de 
la  première,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  deux  diamè- 
tres de  la  seconde  compris  sur  les  directions  de  ces  deux  diamètres 
conjugués,  est  constante.  En  prenant  une  circonférence  pour  la 
seconde  courbe,  on  retrouve  une  proposition  connue  (350,  400). 

VI.  Problème.  Un  point  O étant  donné  dans  le  plan  d’une  section 
conique  AM.M'Â',  menez,  par  ce  point,  des  sécantes,  telles  que 
OMM'  qui  rencontre  la  courbe  en  M et  M'  ; puis , considérant  une 
sécante  particulière  OAA'  qui  rencontre  la  courbe  en  A et  A',  tirez 
les  droites  AM,  A'M',  dont  les  prolongements  se  coupent  en  N,  et 
les  droites  AM',  A'M,  qui  se  coupent  en  N'.  On  demande  le  lien 
géométrique  des  points  N,  et  celui  des  points  N'. 

Vil.  Problème.  Un  point  O étant  donné  dans  le  plan  d’une  sec- 
tion conique , menez  une  sécante  quelconque  OMN  qui  rencontre 
cette  courbe  en  M et  N,  puis  divisez-la  de  telle  sorte  qu’on  ait 
OM  : ON  ; : PM  : PN  ; on  demande  le  lieu  des  points  P. 

VIII.  Problème.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  divisent  en 
moyenne  et  extrême  raison  les  droites  menées  par  un  point  donné, 
et  comprises  entre  deux  droites  données. 

IX.  Problème.  Trouver,  dans  le  plan  d’un  polygone,  le  lieu  des 
points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  chacun  d’eux 
aux  sommets  du  polygone  soit  égale  à un  carré  donné. 

X.  Problème.  Trouver,  dans  le  plan  d’un  polygone  régulier,  la 
ligne  dont  chaque  point  est  tel , que  les  carrés  de  ses  distances  aux 
côtés  du  polygone  fassent  une  somme  égale  à un  carré  donné. 

XI.  Probiæme.  Étant  donné  un  parallélogramme  et  une  droite, 
construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  points  où  la  droite  serait 
coupée  par  une  ellipse  qui  toucherait  en  leurs  milieux  les  côtés  du 
parallélogramme. 

XII.  Problème.  Étant  donnés  un  triangle  DEF  et  un  point  O,  on 
demande  de  mener  par  ce  point  une  droite  OABC,  qui  rencontre 
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les  trois  côtés  DE,  EF,  J)F,  ou  leurs  prolongements,  en  tPDis  pôillitt 

*,Il,C,tekq«'0D.Uj^,=  i + ^..  / , 

Xni.  Froblbiib.  Quand  on  veut  mener,  par  un  point  donné,  une 
normale  à la  parabole,  on  reconnaît  que  la  question  dépend  du 
3* degré,  et  qu’elle  admet  trois  solutions,  ou  deux,  ou  une  seule,' 
selon  la  position  du  point  donné.  Lfes  points  d’où  l’on  peut  menef 
deux  normales  forment  un  lieu  géométrique  dont  on  demande 
l’équation.  ' 

XIV.  Théorème.  Dans  une  bourbe  du  second  degré,  menez  une 
oorde  quelconque  MM',  ainsi  que  le  diamètre  01  qui  passe  au 
milieu  1 de  cette  corde  ; puis,  du  foyer  F,  abaissez  ïï  perpendi- 
culaire à MIH''  cettè  perpendiculaire  ira  couper  la  directrice  voi- 
sine au  même  point  que  le  diamètre  01. 

XV.  Théorème.  Par  le  foyer  F d’une  courbe  du  2*  ordre,  menez 
à volonté  deux  rayons  vecteurs  FM,  FM',  par  les  extrémités  M,  M', 
menez  une  sécante  que  vous  prolongerez  jusqu’à  sa  rencontre  E 
avec  la  directrice  voisine  : 1a  droite  RF  qui  joint  ce  point  au  foyer 
divisera  en  deux  parties  égales  l’angle  formé  par  l’un  des  rayons 
vecteurs,  avec  le  prolongement  de  l’autre. 

Ces  deux  dernières  propositions  sont  exirallet  d’un  ouvrage  de  H.  Jacm, 
où  l’on  trouvé  un  grand  nombre  d’exercices  choisis. 
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ÜBS  BRo’jECtlONS  LIKÉ.VIRES  ET  DES  PBOjECTlONS  SrPEABlClELLÈS. 


l‘rajmion  linéaire  d’un  ay»téme  da  droites. 

I 

5Î5.  Soit  OX(pl.  X,  fig.  1)  un  axe  ou  droite  indéfinie  et  AB  une  droite  de 
longueur  déterminée  , laquelle  peut  n’êlre  pas  dans  un  même  plan  atec  OX  : 
si  6h  mène  AR  parallèle  b OX,  l'angle  BAR  est  celui  qu’on  prend  pour  l'angle 
de  la  droite  AB  avec  l'axe  OX  ; et  si  on  abaisse  sur  cet  axe  les  perpendicu- 
laires AA'  et  BB',  la  disUnce  A'B*  est  ce  qu'on  nomme  la  projection  de  AB 
sur  OX.  Faisons  l'angle  BAR  =a,  AB=  l,  A'B'=:pi  parallèlement  à AA' 
mençns  B'D,  qui  rencontre  AR  au  point  D,  et  joignons  BU  : le  triangle  ABU 
est  rectangle , et  il  don^ 

[1]  p=lC08a; 

donc  ta  projection  d'une  droite  sur  un  axe  est  égale  au  produit  de  cette  droite 
par  le  cosinus  de  l'angle  qu’elle  fait  avec  l'axe. 

626.  Considérons  un  système  de  plusieurs  droites  consécutives,  tel  que 
ABCD  (11g.  2),  et,  par  les  sommeU  A>  B,  C,  D,  menons  des  plans  perpendicu- 
laires b l'axe  OX:  les  points  A',  B',  C',  U',  où  ils  coupent  cet  axe,  sont  le» 
projections  de  cessonimels,  et  les  distances  A'B',  B'C',  CD',  sont  les  pro- 
jections des *cétés  successifs  AB,  BC,  CD.  Menons  la  droite  AD  qui  ferme 
le  polygone,  et  que  ilous  nommerons  ligne  résultante  ou  simplement  résul- 
tante : cette  droite  a elle-même  A'D*  pour  projection.  Désignons  par  1,  1',  f , 
lesedtés  successifs;  par  o,  a',  a",  les  angles  qu'ils  forment  avec  les  droites  AR, 
BR',  CR",  menées  parallèlement  à OX,  et  toutes  dans  le  même  sens , comme 
le  montre  la  figure;  par  L la  résultante  AD;  et  par  f l'angle  DAR  : les  pro- 
jections de  ce»  diflérentes  lignes  seront  exprimées  par  Icosa,  t'eosa',  feoso^, 
Lcosf.  Or,  quand  les  angles  a,  a',  a",  sont  aigus,  tous  les  cosinus  sont  posi- 
tifs, et  par  suite  ce»  produit»  le  sont  aussi  : d’ailleurs  il  est  clair  qu’alor»  les 
projections  A’B',  B'C',  CD',  s’ajoutent  pour  composer  A'D';  donc  on  a 

[2]  I cosa -f  i'cosa' -f  l'cosa"  = L COS9. 
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Mais  s’il  y a des  angles  obtus  ; par  exemple , si  DCR*  ou  «*  est  obtus  (flg.  3). 
il  faut  retrancher  1a  projection  CD'  des  précédentes , pour  avoir  A'iy.  Alors 
aussi  rcoso"  est  un  produit  négatif;  d’où  il  suit  que  la  formule  ci-dessus 
donne  encore  la  valeur  de  A'D'  ou  Lcosç. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  placés  entre  les  sommets 
extrêmes , il  est  facile  de  voir  que  les  angles  obtus  donnent  des  projections 
qu’il  faut  retrancher  de  celles  qui  répondent  aux  angles  aigus , pour  composer 
la  projection  de  la  résultante  : et  comme  l’expression  de  chaque  projection 
est  par  elle-même  additive  ou  soustractive , suivant  que  l'angle  est  aigu  ou 
obtus , il  s’ensuit  que  la  formule  [2]  a toujours  lieu  sans  aucune  restriction. 

Cetle  formule  n’est  au  fond  que  la  traduction  analytique  de  ce  principe 
évident  par  lui-même , que  la  somme  des  projections  de  plusieurs  droites  con- 
sécutives, sur  un  axe  quelconque,  est  égale  à la  projection  de  la  ligne  résultante. 

Je  ferai  usage  de  ce  principe  pour  la  transformation  des  coordonnées  dans 
l’espace  ; et  le  lecteur  qui  serait  pressé  de  connaiire  les  méthodes  employées 
dans  l’application  de  l’analyse  aux  surfaces,  peut  dès  à présent  passer  au 
chapitre  suivant. 

527.  Quand  les  droites  successives,  qu’elles  soient  dans  un  même  plan  ou 
non,  forment  un  polygone  fermé,  on  a L = 0,  et  par  conséquent  Lcosip  = 0: 
donc , dans  tout  polygone  fermé,  la  somme  des  projections  des  côtés  sur  un  aie 
quelconque  est  égale  à xéro. 

Dans  un  pol  ygone  fermé  un  côté  est  la  résultantedes  autres  côtés,  et  le  dernier 
énoncé  ne  semble  pas  s’accorder  avec  le  précédent.  i..a  difficulté  disparaît  en 
faisant  attention  que,  dans  les  deux  cas,  les  angles  formés  par  ce  côté , avec 
Taxe  de  projection , sont  suppléments  l’un  de  l’autre.  Ainsi , dans  la  figure  2, 
si  on  considère  .AD  comme  la  résultante , c’est  DAR  qu'on  prend  pour  l’angle 
de  cetle  ligne  avec  l’axe  de  projection  ; et  si  AD  est  considéré  comme  côté 
du  polygone,  ce  sera  l’angle  ADR",  de  même  que  B.AR,  CBR',  DCR',  sont  les 
angles  des  côtés  précédents  avec  l’axe.  A 

528.  Plaçons  l’axe  de  projection  dans  différenles  situations.  Prenons-le 
d’abord  parallèle  à la  résultante;  alors  9 = 0 et  Lcosç  = L : c’est  la  plus 
grande  valeur  que  ce  produit  puisse  avoir.  Si  l’axe  est  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à la  résultante,  on  a 9 = 90°  et  Lcos9  = 0.  Enfin,  si  l’axe  tout  en 
changeant  de  position  continue  de  faire  le  même  angle  avec  la  résultante,  le 
produit  L eus 9 restera  toujours  le  même.  De  là  les  conséquences  suivantes  : 

1”  La  somme  des  projections  de  plusieurs  droites  consécutives  est  ta  plut 
grande  possible,  quand  l'axe  de  projection  est  parallèle  à la  résultante;  et  cette 
somme  maximum  est  égale  d la  résultante  elle-même. 

i’  La  tomme  des  projections  est  nulle  sur  tous  les  axes  perpendiculaires  à la 
résultante. 

3”  Cetle  somme  reste  la  même  pour  tous  les  axes  gui  font  avec  la  résultante  < 

des  angles  égaux. 

Remarque.  On  peut  étendre  ce  qui  précède  à un  système  de  droites  dis- 
jointes. Mais  alors  il  faut  concevoir  ces  droites  transportées  parallèlement 
à elles-mêmes  bout  à bout,  de  manière  qu’elles* forment  une  portion  de 
polygone  ; et  on  prend  pour  résultante  la  droite  qui  achève  le  polygone. 
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HeltUoDs  qui  résnttenl  des  projections  faites  sur  dilférenu  axes. 

529.  Soit  OG  (flg.  4)  une  dfoite  donnée,  et  soient  OX,  OY,  OZ,  trois  axes 
perpendiculaires  entre  eux;  si  par  le  point  G,  on  mène  des  plans  parallèles 
aux  plans  YOZ,  XOZ,  XOY,  on  forme  un  parallélépipède  rectangle  dont  OG 
est  la  diagonale , et  dont  les  arêtes  contiguës  OA,  OB,  OC,  sont  les  projections 
de  OG  sur  les  trois  axes.  Or,  le  carré  de  la  diagonale  du  parallélépipède  est 
égale  h la  somme  des  carrés  des  trois  cdtés  contigus;  donc  la  somme  des 
carrés  des  projeciiotu  d’une  droite,  sur  trois  axes  rectangulaires,  est  égale  au 
carré  de  cette  droite. 

Pour  convertir  cet  énoncé  en  formule,  on  fera  OG  = l,  OA  = p,  OB  = q, 

OC  = r ; et  on  aura 

[3]  p»  + <î>  + r»=P. 

630.  Si  on  suppose  OG  = t,  il  est  évident  que  OA=cos  GOX,  OB=cosGOY, 
OC=  cosGOZ;  par  conséquent,  en  nommant  a,  p,  ces  trois  angles,  il 
vient 

[4]  cos’a  + cos’p  + COS’y  = 1 : 

c’est-à-dire  que  les  angles  d’une  droite  avec  trois  axes  rectangulaires  doivent 
toujours  être  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  cosinus  soit  égale  d l’unité. 

631.  Maintenant  prenons  un  système  de  droites  I,  P,  l', qui  peuvent 

être  consécutives  ou  disjointes;  nommons  I.  la  résultante,  et  supposons  qu’on 
projette  1, 1',  P,....  sur  trois  axes  rectangulaires.  Si  on  ajoute  les  projections 
faites  sur  un  même  axe,  on  aura  trois  sommes  qui  devront  être  respeclive- 
ment  égaies  aux  projections  de  L sur  les  mêmes  axes  (52C).  Par  conséquent, 

si  on  nomme  P,  p,  p',....  les  projections  de  L,  l , P sur  le  premier  axe; 

Q,  q,  q' les  projections  sur  le  second;  et  R,  r,  r',....  les  projections  sur 

le  troisième , on  aura 

p + p'+...  = P,  ç + q'+..,  = Q,  r + r'+„.  = R. 

Or,  P>  + + R’  = L’  (529);  donc 

[5]  (p  + P’  +•••)’  + (î  + 9'  +•••)’  + (r  + r-  +...)’=  L’. 

Les  trois  sommes  p + p'+...,  q+q'+... , r +/...,  changent  en  même 
temps  que  les  axes  rectangulaires;  mais  l’égalité  précédente  prouve  que  la 
somme  de  leurs  corr*  est  une  grandeur  constante,  égale  au  carré  de  la  résul- 
tante, quelle  que  soit  la  position  des  trois  axes  rectangulaires. 

On  a remarqué  (528)  la  direction  de  la  résultante  L comme  étant  parallèle 
aux  axes  sur  lesquels  la  somme  des  projections  du  système  1,  P,...  est  un 
maximum;  et  on  a vu  aussi  que  la  longueur  L est  précisément  ce  marimum. 
Or,  il  est  facile  de  déterminer  par  des  formules  la  grandeur  et  la  direction 
de  L,  quand  on  connaît  1,  P,...  et  les  angles  de  ces  droites  avec  les  trois  axes 
rectangulaires.  En  effet,  désignons  ces  angles  par  a,  p,  y,  ot',  p',  y',  etc,,  on 
aura 

p = Icoso,  p'=  Tcosa',  etc., 
q = lcosp,  q'=  l'cosp',  etc.,  ^ 

■'  r=lcosy,  r'=J'cosy',  etc.;  ' 4 
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par  suite 

- P = tcosa  + i'eosaf  + «te., 

Q=  /cos  P + /'cos  P'  + etc., 

R=  JcosY  + fcosy  rf.  «(le. 

Ainsi , les  trois  projections  P,  Q,  R,'  de  L,  sont  connues. 

En  nommant  q>,  9',  9',  les  angles  Inconnus  do  L avec  les' axes,  on  sait  que 

Lcos9  = P,  Lco59'  = Q,  Lcosç’^Ri 
et  d’ailleurs , par  le  n*  &39,  on  a aussi  '' 

• ' L’=I»  + Q»+R>. 

ces  quatre  igalilés  on  tire 

L = VP’+  R%  C0S9  = p coS9'  = £,  cos9*  = 5. 

La  première  formule  donne  la  grandeur  de  la  ligne  résullante , et  lea  trois 
autres  en  déterminent  Ut  direction.  Toutefois,  il  faut  se  rappeler  que , las 
projections  sur  des  axes  parallèies  étant  égales,  ces  déterminations  ne 
font  pas  connaître  un  axe  unique , mais  bien  une  infinité  d'axes  parallèles 
entre  eux. 

&ai.  Revenons  au  parallélépipède  ^flg.  4)  dans  lequel  OG  est  une  droite 
donnée,  et  OA,  OB,  OC,  les  projections  de  cette  droite  sur  trois  axes  rectan- 
gulaires. Si  on  projette  ces  trois  arêtes,  ou  leurs  égales  OA,  Al),  DG,  sur  une 
droite  quelconque  OV,  il  est  évident  (S20)  que  la  somme  de  ces  projections 
sera  égale  à la  projection  de  OG  sur  la  même  droite.  Donc,  quand  on  cannait 
ht  prOjeelions  d’une  droite  sur  trois  axes  rectangulaires,  on  aura  sa  projec- 
tion sur  un  axe  quelconque,  en  projetant  ces  trois  projections  sur  cet  axe,  et  en 
faisant  la  somme' de  ces  nouvelles  projections. 

Pour  mettre  cet  énoncé  en  formule,  supposons,  comme  plus  haut,  que 
les  projections  d'une  droite  /,  sur  les  trois  axes,  soient  p,  q,  r,  nommons  s 
sa  projection  sur  le  nouvel  axe , «t  X,  p,  v,  les  angles  de  cet  axeavec  les  axes 
rectangulaires;  on  aura,  par  ce  qui  vient  d’ètre  dit, 

[6]  ? = pcosX -i-qcosp-freosv. 

En  général , la  somme  des  projections  de  tant  de  droites  qu’on  voudra  est 
toujours  égale  à la  projection  de  leur  résullante , quels  que  soient  les  axes 
de  projection  (&2ti);  de  là  il  suit  qu’on  peut  étendre  la  formule  [G]  è un 
nombre  quelconque  de  droites.  Ainsi,  P,  Q,  R,  étant  les  projections  d’un 
système  de  droites  sur  trois  axes  rectangulaires,  et  S sa  projection  sur  le 
nouvel  axe , on  doit  avoir 

[7J  S = P cosX  + Q cosp  -|-  R cosv. 

533.  La  formule  [C]  conduit  aussi  à une  relation  remarquable  entre  les 
angles.  Désignons  par 3 l’angle  OOV  delà  droite  / avec  le  nouvel  axe,  sur 
lequel  la  projection  de  / est  égale  à i,  on  aura  s = / cos 0 • d'ailleurs,  on  a 
p=/cosa,  q=  /cosp,  r = /cosy.  En  mettant  ces  valeurs  dans  [G],  et  ôtant 
le  facteur  / , on  trÿuve 

|8]  cos 6 = cos*  COSX+  cosp  cosp-(-  cnsycosv, 
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formule  d’un  usage  fréquent,  au  moyen  de  laquelle  on  obtient  l'angle  de 
deux  droites  quand  on  coanafi  tes  angles  que  ehatune  d’elles  fait  arec  trois 
axes  rectangulaires. 

En  posant  cos9  = 0,  cettoformule  donne  t 

[*)  cosaeosx  + cosp  COS|l  + COSTCOSv=0: 

c’est  la  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  les  deux  droites  soient  à angle 
droit. 

La  formule  qui  exprime  sinO  est  beaucoup  plus  compliquée.  En  effet, 
on  a sin’6  = l — cos^;  or,  à cause  de  la  relation  [4]  trouvée  plusbaiit,  on  • 
(eos’a  -J-  cos’p  + cos’y)  (cos'X  + cos>  + cos’v)  = l ; donc 

sinHI  = (cos^o  + cosp  + cos’y)  (cos’X  + cosV  + cos*v) 

(cos  a COSX  + cos  P COS|l  + cos  Y cosv)’, 

et,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve  facilement 

SinS=v^(COSa  C06|l— COSX  cosp’+feosa  COSv — COsX  COSY)’+(COSpCOSv — cosp  COSt)*’ 

S.34.  Le  principe  des  projections , n°  53G  formule  [2],  conduit  encore  b des 
relations  fort  remarquables  entre  les  parties  d’un  paratlélépipède  oblique,  et 
qui  sont  d'une  grande  utilité  dans  les  applications. 

Soit  (fig.  5) le  parallélépipède  dont  il  s’agit:  je  ferai  OG—l,  OA=i,  OB=rp, 
OC  ^ a,  GOX  --  a;  GOY  = p,  GOZ  = f,  XüY  = X,  XOZ  = p,  YOZ  = v.  Cela  posé, 
je  projette  la  ligne  brisée  OADG,  ou  x + y + a,  d’abord  sur  la  diagonale  00, 
et  ensuite  sur  chacune  des  trois  arêtes  contiguës  OX,  OY,  OZ.  On  aura  quatre 
sommes  qui  devront  tire  respectivement  égales  aux  projections  de  00  ou  < 
sur  les  mêmes  lignes.  On  obtient  ainsi  les  quatre  équations 

Ixcosa  + vcn*P.+  icosy  = i, 

X + ÿcosX  + acosp  = Icosa, 
xcosX  + y 4-  acosv  = Icosp, 
xcosp  + ycosv  + Z = icosy. 

Telles  sept  les  relations  qu'on  voulait  établir.  Toutes  les  autres  qu’ou  pourrait 
trouver  entre  les  dix  quantités  l,  z,  y,  a,  a,  p,  y,  X,  p,  v,  ou  entre  quelques* 
unes  d’entre  elles , seraient  des  conséquences  de  celles-là.  On  s’en  convaincra 
en  remarquant  que  le  parallélépipède  est  déterminé  quand  on  connaît  les 
trois  cdtés  I,  y,  z,  et  les  trois  angles  X,  p,  v : donc  alors  la  diagonale  l et 
les  angles  a , p , y,  sont  aussi  déterminés  ; or,  pour  cela , il  ne  faut  que  quatre 
équations. 

â35.  Éliminons  a,  p,  y,  entre  ces  équations;  et,  à cet  clTet,  multiplions  la 
première  pari,  et  remplaçons  ensuite  Icosa,  l cosp,i  cosy,  par  leurs  valeurs: 
il  vient 

l"]  P = x’  -f  y’  + a’  + 2xy  cosX  + Ixz  cosp  -f  2yï  cos  v. 

Cette  formule  fait  connaître  la  diagonale  du  parallélépipède. 

On  y parvient  encore  d’une  autre  manière.  Menons  OD;  le  triangle  ODC 
donne  Ô5*  ou 

P=ÔÏ)’  + x’  + 2j.OD.cos  COI). 

Mais , d’une  part , le  triangle  OAD  donne  Ôïî*  = x’  -f-  y’  + 2xy  cos  X ; et , d’au  - 
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ire  pari,  le  produit  OD  x cos  CÔD,  exprimant  la  projection  de  OD  sur  OC , 
doit  être  égal  à la  somme  des  projections  de  OA  et  AD  sur  la  même  droite  OC: 
donc  OD  X cos  COD = i cos  |x  + y cos v . En  substituant  ces  valeurs  de  Ô5’  et 
de  OD  X cos  COD  dans  celle  de  P,  on  retrouve  1a  formule  [1 1]. 

536.  Si  on  veut  avoir,  entre  les  angles  formés  par  une  droite  avec  trois  axes 
obliques , la  relation  analogue  à celle  dû  n°  538,  il  faudra  éliminer  l,  x,  y,  x, 

ou  plutdt  les  rapports  j,  |,  p entre  les  équations  [10]. 

Que  Si  on  veut  connaître  l’angle  de  deux  droites  en  fonction  de  ceux  qu’elles 
font  avec  les  axes  obliques,  on  fera  la  projection  du  contour  x + y + x,  el 
celle  de  ÜG  ou  l,  sur  une  autre  droite  OV  ; puis  on  égalera  les  deux  expres- 
sions. En  posant  VOX=ot',  VOY  =p',  VOZ  =•(',  GOV  = 6,  on  aura  cette  nou- 
velle équation 

icosO=zcosa'  + ycos^  + i cost', 

dans  laquelle  il  n’y  a qu’à  substituer  tes  valeurs  de  x,  y,  x,  tirées  des  équa- 
tions [10]:  le  facteur  1 disparaîtra  de  lui-méme,  et  on  aura  cos  6.  Je  laisse  le 
lecteur  faire  lui-même  le  calcul. 

Projections  superficielles  des  aires  planes: 

537.  Si,  des  différents  points  du  contour  d’une  figure  plane  , on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  un  plan , on  formera  sur  ce  plan  une  autre  figure  qui  est 
la  projection  de  la  première. 

Prenons  d’abord  un  triangle  dont  un  cAté  soit  parallèle  au  plan  sur  lequel 
on  projette  : on  pourra , sans  que  l’étendue  de  la  projection  soit  altérée , sup- 
poser que  ce  plan  a été  transporté  parallèlement  à lui-même  de  manière  qu’il 
contienne  le  cAté  qui  lui  était  parallèle.  Soit  donc  ABCflig.  6)  un  triangle 
dont  un  cAlé  BC  est  situé  dans  le  plan  de  projection  UV  : abaissez  AA' perpen- 
diculaire sur  ce  plan , A'BC  sera  la  projection  du  triangle.  Menez  A'H  per- 
pendiculaire sur  BC,  et  tirez  AH.  La  ligne  AH  est  aussi  perpendiculaire  sur  BC, 
et  par  conséquent  l’angle  AHA'  mesure  l’inclinaison  du  plan  ABC  sur  le 
plan  UV  : nous  désignerons  cet  angle  par  9. 

Cela  posé,  les  deux  triangles  A'BC  et  ABC  ayant  même  base,  sont  entre 
eux  A'H  : AH.  Mais  le  triangle  AA'H  étant  rectangle,  ce  rapport  = cos 9 : 

A'gQ 

donc  = cos  9,  d’où  A'BC  = ABC  x cos  9. 

AdU 

Quelle  que  soit  la  position  du  triangle  ABC  (flg.  7),  on  peut  toujours  sup- 
poser que  le  plan  de  projection  UV  passe  par  l’un  des  sommets , B.  Soit  A'BC' 
la  projection  du  triangle  ABC,  prolongez  AC  jusqu’à  son  intersection  D avec 
le  plan  UV  : le  point  D sera  sur  la  ligne  A'C',  et  les  triangles  A'BD,  C’BD,  se- 
ront les  projections  de  ABD  et  CBD.  D’après  ce  qui  précède,  on  a donc 
A'BD  = ABDxcos9,  C'BD  = CBD  x cos  9 ; par  conséquent,  en  prenant  la  dif- 
férence, on  aura  A'BC'=  ABC  x COS9. 

' On  passe  de  là  au  cas  d’un  polygone  en  décomposant  ce  polygone  en  trian- 
gles. Si  on  nomme  T,  T',  T',...  ces  triangles,  et  t,  (',  leurs  projections, 
on  a ( = T COS9,  t'=Tcos9,...;  donc,  en  ajoutant,  il  vient 
< -f-  f = (T -h  T' + r -i-...)  CO69. 
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Or,  la  somme  T+T'+T’+...  est  égale  au  polygone,  et  la  somme  i-f  t'-f  ("-f  .- 
est  égale  à sa  projection;  donc,  si  on  désigne  ces  deux  surfaces  |>ar  A el  u, 
on  aura  ■' 

[12]  n = AcoSç.  ' ■(,  •,.  ' 

Ce  résultat  s’applique  aussi  à une  aire  plane  terminée  par  ^es  lignes 
courbes;  car  ces  lignes  peuvent  être  considérées  comme  des  polygones  d’uUé 
infinité  de  cétés.  Donc . en  général , la  projection  d’une  aire  plane,  mr 
un  plan , est  égale  au  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l’angle  des  deux 
plans.  ‘ ' ' • > 

538.  La  relation  précédente  est  la  même  qu’entre  une  droite  et  sa  projec- 
V lion  sur«un  axe  (525)  -,  et , d’un  autre  côté , on  démontre  facilement  par  la 
géométrie  que  deux  droites  perpendiculaires  % deux  plans  font  entre  elles 
un  angle  égal  à celui  des  plans  : de  là  résulte  la  conséquence  qui  suit.  Diffé- 
rentes aires  A,  A‘,  A”,...  étant  situées  dans  des  plans  quelconques , si  on  élève 
des  perpendiculaires  à ces  plans,  si  on  prend  sur  elles  des  parffès  l,  l‘,  f ,.:: 
proportionnelles  aux  aires  A,  A',  A*,j..,  et  si  on  projette  en  même  temps 
toutes  ces  aires  sur  un  plan  , et  toutes  ces  droites  sur  un  axe  perpendiculaire 
à ce  plan,  les  projections  linéaires  auront  entre  elles  les  mêmes  rapports 
que  les  projections  superflcielles.  '< 

639.  Dès  lors  une  autre  conséquence  bien  remarquable  se  présente  encore.' 
C’est  que  les  recherches  relaliyes  aux  projections  des  aires  planes  peuvent  se 
ramener  à des  recherches  tout  à fait  semblables , dans  lesquelles  on  substi- 
tuera , aux  aires  et  à leurs  projections , des  droites  qui  leur  soient  perpendi- 
culaires et  proportionnelles. 

Ainsi , qu’on  veuille  connaître  le  plan  sur  lequel  la  somnfe  des  projections 
de  plusieurs  aires  est  un  maximum;  je  formerai  une  portion  de  polygone 
dont  les  côtés  soient  respectivement  proportionnels  et  perpendiculaires  à ces 
aires.  La  droite  qui  ferme  le  polygone*,  et  que  nous  avons  noinmée  la  résul- 
tante , étant  l’axe  sur  lequel  la  somme  des  projections  des-côtés  du  polygone 
est  un  maximum  (528),  on  conclut  que  le  plan  perpendiculaire  à cettè  ’li^é 
est  celui  sur  lequel  les  projections  superficielles  ont  une  somme  mmntnuni. 
A quoi  il  faut  ajouter  que  ce  maximum  a le  même  rapport  avec  chaque  aire 
que  la  ligne  résultante  avec  le  côté  perpendiculaire  à celte  aire. 'Cette  re- 
marque suffit  pour  déterminer  la  somme  maximum  des  projections  des  aires, 
somme  qu’on  pourrait  aussi  appeler  aire  résultante.  <' 

Tout  ce  qui  a été  dit  des  projections  linéaires  se  transporte  sans  aucune 
difficulté  aux  projections  superflcielles.  Je  me  bornerai  ici  à énoncer  la  pro- 
priété qui  est  analogue  à celle  du  n”  632,  savoir  : que , pour  projeter  une  aite 
plane  sur  «n  plan  donné,  on  peut  la  projeter  d’abord  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires, projeter  ensuite  les  trois  projections' mir  le  plan  donné,  puis  faire 
la  somme  des  trois  nouvelles  projections.  ' 

540.  Le  principe  du  n°  527  a aussi  son  analogue  dans  les  polyèdres.  On  en- 
tend ici  par  polyèdre  un  assemblage  de  faces  planes  qui  renferment  entre  elles 
un  espiace  limité  en  tous  sens , et  le  principe  dont  il  s’agit  s’énonce  ainsi  : 
Dans  tout  polyèdre,  la  somme  des  projections  des  différentes  faces,  sur  un  plan 
quelconque,  est  égale  à %éro.  * • - 

Cet  énoncé  exige  évidemment  que  certaines  projections  soient  prises  né- 
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gatlvemenl;  et  il  taut  d’abord  expliquer  commenl  les  signes  doivent  être 
distribuée 

Supposons  que  les  projections  de  |>lusieurs  faces  consécutives  soient  (flg.  8) 
ABCD,  ABEFG , AGHI,..,,  on  peut  prendre  l’une  d’elles  avec  le  signe  qu’on 
veut:  convenons  de  donner  à ABGD  le  signe  +.  Pour  avoir  celui  de  la  pro- 
jection ABEFG  qui  suit  imraédialemenl,  il  faut  observer  si , à partir  du  edté  AB 
par  lequel  elle  louclie  la  première,  elle  est  en  dehors  d’elle  pu  en  dedans: 
c’est  le  premier  cas  qui  a lieu,  et  alors  on  lui  donne  aussi  le  signe  +.  La 
proJecUon  de  la  troisième  face  est  AGHI  t à partir  du  cdté  AG  elle  est  en 
recouvrement  sur  la  précédente , et  par  celte  raison  elle  aura  un  signe  con- 
traire. On  conl'mue  ainsi  de  comparer  la  projection  de  chaque  face  à la  pro- 
jection qui  la  précède  immédiatement , et  aveu  laquelle  elle  a un  c41é  com- 
mun; et  on  l'affecte  du  même  signe  ou  du  signe  contraire,  suivant  qu’elle 
s’applique  au  delè  ou  en  deçà  du  cAlé  commun. 

Celle  règle  étant  bien  comprise',  imaginons  que  les  faces  d’un  polyèdre 
convexe,  semblable  à ceux  de  la  géométrie  élémentaire , soient  projetées  sur 
un  plan  quelconque.  Il  est  facile  de  voir  que  cluH{ue  partie  de  l’espace  qui 
renferme  ces  projections  doit  être  considérée  comme  contenant  deux  projec- 
tions égales  et  de  signes  opposés , de  telle  sorte  que  si  on  ajoute,  avec  le* 
signes  qui  leur  conviennent , les  projections  de  toutes  les  faces , le  résultat 
sera  xéro.  Quand  le  polyèdre  a des  angles  rentrants , comme  il  doit  être  fermé 
de  tous  cdtés,  il  faudra  que  chaque  portion  (^e  l’aire  couverte  par  les  pro- 
jections contienne  un  nombre  pair  de  projections,  égales  deux  à deux,  et  de 
signes  contraires;  par  conséquent  la  somme  des  projections  de  toutes  les 
faces  est  encore  zéro. 

La  figure  9 représente,  pour  les  polygones,  un  cas  analogue  è celui  dont 
je  vieux  de  parler.  On  y voit  que  la  portion  pq  de  l’axe  de  projection  OX  est 
couverte  par  quatre  projections,  égales  deux  à deux,  et  de  signes  opposé*, 
savoir  : celles  de  ab,  cd,  et  celles  de  éf,  gh.  Enfin , l’esprit  doit  aller  ici  plus 
loin  que  le  texte  de  l’explication  et  apercevoir  clairement  que,  d’aprè*  la 
nature  des  polyèdres  fermés,  il  arrivera  toiQours  que  lasomme  det  projectiom 
det  facet  soit  égale  d xéro. 

Ml.  Désignons  par  A,  A',  A",...  les  lace*  successives  d’un  polyèdre  fermé; 
menons  une  suite  de  droites  consécutives  L,  L',  L’,...  perpendiculaires  et 
proportionnelles  à ces  faces,  et  ayons  soin  de  les  diriger  de  manière  qu’elles 
comprennent  entre  elles  des  angles  égaux  aux  inclinaisons  des  faces  les  unes 
sur  les  autres.  Alors  je  dis  que  ut  droites  formeront  un  polygone  fermé. 

Supposons  qu'il  en  soit  autrement , et  nommons  X le  côté  qui  ferme  le  po- 
lygone. Projetons  tout  le  polygone  sur  un  axe  quelconque,  et  le  polyèdre 
sur  un  plan  perpendiculaire  a cet  axe  : les  faces  A,  A',  A’,...  feront  avec  ce 
plau  les  mêmes  angles  que  les  droites  proportionnelles  L,  L',  L',...  avec  l’axe  : 
et  comme  la  somme  des  projections  superficielles  des  faces  doit  être  nulle, 
celle  des  projections  linéaires  de  ces  droites  sera  aussi  nulle.  Hais,  dans  le  po- 
lygone fermé  par  le  côté  X,  la  somme  des  projections  linéaires  de  X,  L,  L',  L',... 
est  nulle  (527j;  donc  la  projection  de  X est  nulle.  Celle  conséquence  a lieu 
quel  que  soit  l’axe  de  projection,  ce  qui  est  impossible  à moins  qu’on  n’ait 
X =0;  donc  les  lignes  L,  L’,  L",...  déterminent  un  polygone  fermé. 

Cette  proposition  est  importante  : car  elle  montre  que  toutes  les  rela- 
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lions  cDlrR  les  côtés  ci  les  sgagles  d'un , polygone^  s’appHquenl  aussi  aux 
polyèdres.  . i • t 

643.  Considérons  en  particulier  uns  pyramide  triangulaic»,.  dont  je  désH 
gnerai  les  laces  par  A,  A',  A",  A";  etsoit  ABCD  (flg.  10)  le  quadrilatère  corre^^ 
pondant , dont  les  côtés  AB/fiC^  CD,  DA,  Boal-perpendiculaires  et  pmportion- 
nels  k ces  faces.  Cés  côtés  ne  peuvent  pas  être  dans  un  même  plan  i car,  si 
oela  était,  ce  plan  serait  perpendiculaire  à toutes  les  faces , et  par  conséquent 
à- toutes  les  arêtes  de  la  pyramide.  . . i 

De  Ik  11  suit  qu’en  achevant-  le  parallélogramme  ABCE,  et  ep  Airanl,  les. 
lignes  BF,  AG,  EH,  égales  et  parallèles  à CD,  on  formera  un  parallélépipède; 
par  conséquent  la  formule  [il]  du  n*  636  doit  avoir  lieu  entre  AD,  AE, 
AG,  AD,  et  les  angles  BAE,  BAG,  GAE.  Ces  angles  sont  supplésapats  .dp  ABC, 
BCD,  BCO;  et  ceux-ci  soûl  égaux  anx  inclinaisons  dé  A sur  AS  de  A sur  A", 
dé  A'  sur  A*.  Désignons  donc  ces  inclinaisons  par  a,  of,  of;  on  pourra  retuplacer, 
dans  la  fornuile  citée,  les  angles  par  180*^ — a,  180°— iSO'—a'',  elles  lignes 
par  les  aires  A,  A';  A",  K",  auxquelles  les  longueurg°AB,  AE,iAG;  AD,  sont. 
proporlioBUelles.  De  cette  mamère  on  obtient  la  formule  > > •. 


[IS]  A*’=;A’  + A«+ A”'— 3AA'cos«— 2AA*cosa'  — 2A'A"COSa', ' 

' . ' t 

qui  exprime  la  relgUon  entre  une  face  quelconque  de  la  pyramide , les  trois 
autres  laces,  el  les  inclinaisons  mutueUes  de  ces  trois  faces.  . ^ . 


■ . ■ - • . < . f. 
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Généralités  prélttninaires  : coifimeDt  oo  détermine  dans  Pespace  les  points,  les  suifaces 
" et  les  lignes. 

♦ r . 

,M8.  Four  déterminer  la  position  des  différenU  poiaU  de  l’espace , <w  les 
rapporte-k  trois  plans  fixes  qui  forment  un  angle  solide.  Ce  plus  souvent  ces 
plans  sont  perpendiculaires  entre  eux , mais  nous  ae  ferons  d'abord  aucune 
bypolbèse  parliculière.  Soient  (fig.  tt)  ;i’Oc’,  yOy’,  sOs',  les  intersections  de 
«œ  plans  deux  k deux , et  M un  point  situé  comme  on  voudra  dans  l’espace. 
V»r  ce  point,  nt  parallèlement  aux  trois  plans  fixes,  on  mine  trois  plans, 
Spvpir  I MM'PM"  parallèle  au  plan  yOx,  «t  qui  coupe  la  ligne  eaP-,  MêFOM" 
parallèle  au  plam  sOf,  et  qui  coupe  y'y  en  Q;  et  enfin  parallèle  au 

pdan  xOy,:^t  qui  coupe  j:'x  en  R.  Le  point  M sera  parfaitement  déterminé 
qàiaftti  ou  connaîtra  les  points  P,  Q,  R ; car  en  menant,  par  cea points,  des 
plans  parallèles  aux  plans  fixes,  ils  iront  se  renconGer  au  point  H.  £t,  d’un 
autre  côté , ces  trois  points  P,  Q,  R,  se  délermineul  eux-mêmes  au  moyen 
dos  distances  OP,  OQ,  OR,  qu’pn  aftecle  du  signe  + ou  du  signe  —,  selon  leur 
situation  a l’égard  du  point  O. 
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Les  dislances  OV,  OQ,  OR,  prises  arec  les  signes  qui  leur  .conviétanenl , se 
nomment  les-ceordonn^e;  point  M.  Les  droites  tix,  y'y,  l'x,  sont  tes  ligne* 
ou  le^  axe*  de  ces  coordonnées  ; le  point  O où  elles  se  rencontrent  en  est  l’ori- 
gine;  et  les  plans  xOy,  arOsf,  yOz,  sont  emc-mémes  appelés  plans  des  eoordon^ 
rtdci,  oii  ^Simplement  pOsiM  coordonné^.  Sowent  on  désigne  les  coordonnées 
d’une  manière  générale  par  x,y,x:  on  dit  alors  que  xlx  est  l’axe  des*,  que  *Oy 
est  le  plan  deicy,  etc.  Les  plans  et  les  axes  des  coordonnées  doivent  être  con- 
sidérés comme  indéfinis;  mais,  afin  d’éviter  la  confusion,  on  ne  représenta 
ordinairement  dans  les  figures  que  les  portions  des  axes  sur  lesquelles  sont 
comptées  les  coordonnées  positives;  ' -rs- 

M i:  Les  trois  plans  nienés  par  le  point  M forment  avec  ceux  des  coordon- 
nées un 'parallélépipède;  et  delè  il  suit  qu'on'  peut  prendre  Indifféremment 
pour  les  coordonné  du  point  H, 'Soit  les  distances  OP,  OQ,  OR,  qui  sont 
situées  sur  les  axes,  soif  les  distances  MW”,  MM”,  MM',  qui  partent  du  point  M 
et  qui  sont  parallèles  aux  axes,  soit  encore  les  distances  OP,  PM',  MW,  qui 
composent  ta  ligne  brisée  OIW’M  menée  entre  le  point  M et  l’origine. 

545.  U’après  ce  qui  prêtée,  si  on  dé^gne  par  a,  b,  c,  trois  longueurs,  po- 
.sitives  ou  négatives,  et  qu’on  donne  .*=a,  js=  c,  ces  valeurs  déter- 
mineront complètement  la  position  d’un  point. 

S!  l’une  ilés  cb&rdonnées  est  nulle , le  point  est  sur  le  plan  des  deux  autres. 
Par  exemple  si  on  a a,;;  = b,x=0.  Il  est  bans  le  plan  de  xy.  Lorsque 
deux  cooidonnées  sont  nulles,  le'point  est  sur  l’axe  de  la  troisième.  Ainsi, 
en  prenant  * =z  a,  y = 0,  it  = 0,  U sera  sur  la  ligne  des  *.  Enfin,  le  point  est 
situé  à l’origine  si  on  a en  même  temps  * = 0,  ;/  = 0,  j:  = 0. 

M6.  Les  points  M’,  M”,  M",  où  les  lignes  menées  du  point  M , parallèlement 
aux  axes,  rencontrent  lès  plans  coordonnés,' se  nomment  les  projections  de 
ce  point;- et  ces  projections  sont  dites  orthogqnales  ou  obliques,  selon  qu’elles 
sont  fèitespfeèdêt^pendicoblres  ou  par 'Àss  obliques.  .i 

Les  coordonnées  du  point  H étant  a,  b,  c,  il  est  évident  qu’on  a 

X = a,  y = b,  s 0,  pour  la  projection  M'  sur  le  plan  de  xy, 

X = q,  y ==  0,  * = c,  pour  la  projection  M"  sur  le  plan  de  xx, 

* = 0,  y S b,  ï'=  e,  pour  la  projection  M^sur  le  plan  de  yx. 

Quand  on  veut  désigner  l’une  des  projetons , M’,  par  exemple , on  se  borne 

quelquefois  à énoncer  les  deux  égalités  * = a,  y=6;  mais  alors  la  troisième, 
x = 0,  est  sous-entendue , et  on  doit  y avoir  é§pn>d  dans  le  raisonnement. 

547.  Maintenant  il  faut  expliquer  comment  on  détermine  les  surfaces. 
Considérons  une  surface  quelconque , et  supposons  qu’on  ait  pris  arbitraire- 
ment deux  coordonnées,  par  exemplez-=OPety  = PM’(fig.  n)  : en  me- 
nant la  droite  M'M  parallèle  è l’axe  Ôx,  elle  ira  rencontrer  la  surface  en  un 
imint  M , ou  en  plusieurs  qui  seront  entièrement  déterminés.  Il  suit  de  lè  qu’il 
doit  exister  entre  .t,  y,  x,  une  relation  telle  que,  deux  de  ces  lignes  étant 
données , les  valeurs  de  la  troisième  puissent  s’en  déduire.  L’équation  qui 
exprime  cette  relation  se  nomme  l’équation  de  Ui  rur/'acr;  et  réciproquement 
In  surface  est  le  lieu  de  l’équation. 

<7’esl  ainsi  qu’on  est  conduit  il  regarder  une  équation  entre  x,  y,  i,  comme 
représentant  une  surface.  Cette  proposition  peut  d’ailleurs  se  démontrer 
comme  il  suit. 
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Soit  P(x,  y,  ;)=  0 l’équatioa  dont  il  s’agil.  Prenons  (fig.  12)  sur  l’axe  des  s 
une  distance  quelconque  00'=.c,  et  menons  le  plan  x’O'y'  parallèle  à xO'>j  : il 
coupera  les  plans  xOi  et  yO;  suivant  les  droites  O'i'  et  D'y',  parallèles  aux 
axes  Ox  et  Oy.  Parmi  les  points  qui  satisfont  è l’éqnation  donnée  F(aç,  y, 
ne  considérons  que  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  plan  x'O'y',  et  soit  M l'un 
quelconque  de  ces  points.  Si  on  mène  MN  parallèle  è D'y',  et  qu’on  fasse 
On=is'  et  NH  = y',  les  coordonnée  du  point  M,  rapporté  aux  lignes  O's* 
etO'y',  seraient  af  et  y'.  Les  trois  coordonnées  du  même,  point  M,  rapporté  aux 
trois  axes  Oæ,  Oy,  Ox,  sont 

*=0'N  = !e',  ÿ = MN=y',  *=00'  = c. 

Or,  ces  quantités  doivent  vériller  l’équation  ¥{x,y,s)  = 0;  donc,  si  on  ef- 
fectue les  substitutions,  l’équation  résultante,F (x',  y*,  c)=0  ne  contiendra 
que  les  deux  variables  xf  et  y',  et  représentera  une  ligne  rapportée  aux  axesO'x' 
et  O'y'.  Ainsi,  quel  que  soit  le  lieü  de  l’équation  F [x,  y,  x)  = 0,  ce  lieu  est 
coupé  suivant  des  lignes  par  des  plans  parallèles  au  plan  de  xy.  Cette  propriété 
ne  peut  appartenir  qu’à  une  surface  -,  donc  une  équation  entre  x,  y,  z,  repré- 
sente une  surface. 

Toutefois , comme  il  peut  se  faire  que  l’équation  en  x'  et  y'  ne  représente 
*qu’un  ou  plusieurs  points , et  même  qu’elle  soit  impossible , il  arrivera  aussi , 
dans  certains  cas , que  l’équation  en  x,  y,  x,  donnera  une  ligne  seulement,  un 
ou  plusieurs  points  séparés,  ou  même  encore  qu’elle  sera  impossible. 

548.  Lorsque  l’équation  donnée  ne  renferme  que  deqx  des  coordonnées , 
X et  y,  par  exemple , elle  représente  un  cylindre  parallèle  à l’axe  des  x.  En 
effet,  si  on  ne  considère  d’abord  que  les  points  du  plan.de  xy,  cette  équation 
détermine  en  général,  sur  ce  plan,  une  ligne  AB  (flg.'is}.  Si  ensuite,  par 
chaque  point  M de  cette  ligne,  on  mène  une  droite  MM'  parallèle  aux  x,  il 
est  clair  que  les  valeurs  de  x et  de  y seront, >pour  tous  les  points  de  cette 
droite,  les  mêmes  que  pour  le  point  M.  11  n’y  aura  de  diOTérence  que  dans  la 
troisième  coordonnée  x;  et  comme  x n’entre  pas  dans  l’équation  donnée,  il 
s’ensuit  que  tous  les  points  de  MM'  satisfont  également  à cette  équation 
c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  que  cette  équation  détermine  un  cylindre 
parallèle  à l’axe  des  x.  La  dénomination  de  cylindre  est  prise  ici  dans  le  sens 
le  plus  étendu»  et  désigne  toute  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  parallèlement  à elle-même. 

549.  Quand  une  équation  ne  contient  qu’une  seule  coordonnée , on  en  tire 
pour  cette  coordonnée  des  valeurs  constantes , et  chacune  de  ces  valeurs , si 
elle  est  réelle , détermine  un  plan  parallèle  à celui  des  deux  autres  coordon- 
nées. En  effet,  si  x=c  est  une  de  ces  valeurs,  et  si  ou  mène,  parallèlement 
au  plan  de  xy,  un  pian  qui  réneontre  l’axe  des  x à une  distance  e de  l’ori- 
gine , au-dessus  ou  au-dessous  suivant  le  signe  de  c,  il  est  clair  que  pour  tous 
les  points  de  ce  plan  x est  égal  à c,  et  que  pour  les  points  situés  hors  de  ce 
plan  X est  différent  de  c. 

11  suit  de  là  que  les  égalités  x = a,y=b,x  = c,  prises  séparément , repré- 
sentent trois  plans  parallèlesà  ceux  des  coordonnées  ; donc,  étant  prises  en- 
semble , elles  déterminent  le  point  d’intersection  des  trois  plans.  Ce  point 
est  précisément  celui  qui  a pour  coordonnées  o,  b,  c;  et , pour  cette  raison  , 
on  dit  que  x = o,  y = b,  x = c,  son  t les  équations  de  ce  point. 


• - ■ V ■. 
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5&0.  Enfin,  parlons  des  lignes.- La  maht^e  lapins  simple  de  déterminer 
une  ligne , dans  l’espace , consiste  à la  considérer  comme  l’intersection  de 
deux  surfaces.  Ainsi,  une  droite  sera  donnée  par  l’intersection  de  deux  plans; 
et  un  cerclq  le  sera  par  celle  d’une  sphère  et  d’un  plan , ou  encore  par  celle 
de  deux  splièreq,  Les  équations  de  deux  surfaces , qui  contiennent  une  ligne, 
se  nomment,  prises  conjointement,  les  équations  de  cette  ligne. 

Comme  il  e\\s\e  une  infinité  de  surfaces  différentes  qui  passent  par  une 
même  ligne,  il  y a aussi  une  infinité  de  surfaces  qui  peuvent,  prises  deux 
à deux,  représenter  cette  ligne.  On  fait  disparaître  cette  indétermination  en 
choisissant , pour  les  deux  surfaces,  des  cylindres  parallèles  à deux  des  axes 
de  coordonnées.  Si  le  premier  cylindre  est  parallèle  à la  ligne  des  y,  son  - 
équation  ne  contiendra  point  y (548),  et  si  le  second  est  parallèle  è la  lighe 
des  X , son  équation  ne  conlièndra  point  x,^par  conséquent,  en  désignant  par 
F (x,  x)  une  fonction  de  x et  de  x sans  y,  et  par  Pi{y,  x)  une  fonction  de  y et 
de  X sans  x,  on  peut  prendre,  pour  les  équations  d’une  ligne  quelconque, 

[1]  F(x,*)=0,  12]  Fi(v,s)  = 0. 

âôl.  Soit  AB  (fig.  14)  la  ligne  dont  il  s’agit.  Si,  par  tous  les  points  M,  M'... 
de  AB,  on  mène  des  parallèles  h Oy,  les  points  m,  m',...,  où  elles  rencontrent 
le  plan  xOx,  sont  les  projections  des  points  M,  M’....;  la  ligne  A'B’,  qui  est 
le  lieu  de  toutes  ces  projections,  est  la  projection  de  la  ligne  AB;  et  le  cy- 
lindre AfiffA'  se  nomme  cylindre  projetant.  11  est  évident  que  l’équation  [t] 
doit  êtèe  celle  de  ce  cylindre;  et,  en  la  restreignant  aux  seuls  points  du 
plan  xOx,  elle  donne  la  projection  A'ff.  Pareillement,  l’équation  [2],  res- 
Ircinle  aux  seuls  points  situés  dans  le  plan  yOx,  donne  la  projection  de  AB 
sur  ce  plan.  On  volt  donc  que  les  équations  [I]  et  [2]  peuvent  aussi  être  con- 
sidérées comme  celles  des  projections  d’une  ligne  sur  les  plans  de  ii  et  deyï. 

Si  on  élimine  x entre  [1]  el  [2],  on  trouve  une  équation  en  x et  y qui  doit 
appartenir  à la  même  ligne  AB.  Cette  équation  est  celle  d’un  cylindre  paral- 
lèle aux  X;  et  en  la  restreignant  aux  seuls  points  du  plan  xOy,  elle  représen- 
tera la  projection  de  AB  sur  ce  plan. 

552.  En  général , si  les  éijuations  d’une  ligne  donnée  sont 

f(x,y,x)=0,  F,(x,y,x)  = 0, 

l’élimination  d’une  coordonnée,  de  y par  exemple,  conduit  à une  équation 
qui  représente  une  surface  cylindrique,  parallèle  h cette  coordonnée;  el, 
comme  celte  surface  doit  contenir  la  ligne  donnée  ; il  s’ensuit  que  son  équa- 
tion , appliquée  aux  seuls  points  du  plan  de  xx,  détermine  sur  ce  plan  une 
ligne  qui  est  précisément  ta  projection  de  la  ligne  donnée. 

Donc,  si  on  élimine  alternativement  chaque  coordonnée  à son  tour,  on 
obtiendra  les  projections  de  la  courbe  sur  les  trois  plans  coordonnés. 


Ëquaüon  du  plan. 

553.  Je  vais  démontrer,  d’abord,  que  l’équation  du  premier  degré,  entre 
les  coordonnées  x,  y,  x,  représente  toujours  un  plan  ; et,  h cet  effet,  je  sui- 
vrai la  marche  déjà  employée  n°  547,  pour  prouver  qu’une  équation  déter- 
mine une  surface. 


■ . H)gk 
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Soit  l’éi|«utti«a  gésérale 

[A]  Ax  + Bÿ-)-Cï  + D=0.  ’ ‘ ' 

Je  fais  d’abord  y =0,  et  il  vient  . . .. 

A D * 

Ax+G*  + D=o  ou  jrs— 0*— • *. 

Cette  équation  donne  la  trace  AB  (flg.  IS)  de  la  surface,  sur  le  plan  de  ss{  * 
doue  cette  trace  est  une  ligne  droite.  ' , 

Je  fais  aasuileesi  O I l’équation  [A]  donne  < ' . . ' 

By+Cs+D=o  ou  |v— g; 

donc , sur  le  plan  de  yx,  la  surface  a encore  pour  trace  une  droite  AC , qui 
rencontre  l’axe  des  x au  même  point  A que  l’autre  trace.  ^ 

Maintenant,  menons  à volonté  un  plan  parallèle  à celui  de  xx  : supposons 
qu’il  rencontre  Taxe  Oy  à la  distance  0(ÿ=.p,  elles  deux  plans  yOx,  yOx, 
suivant  les  lignes  O'jT,  O's',  parallèles  è Ôx  et  à Ox.  Soit  M un  point  quel- 
conque de  l’intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  de  Téquatlon  {A]  ; rap- 
portons ce  point  aux  deux  axes  O'x^  et  (yx",  et  désignons  par  s'  et  y ses 
coordonnées  (TP  et  PH,  comptées  sur  ces  axes,  tandis  que  nous  continuerons 
de  nommer  x,  y,  x,  ses  trois  coordonnées  O’P,  00*,  PM,  relatives  aux  axes  Ox, 

Oy,  Ox.  11  est  évident  qu’on  doit  avoir  »=*',  j = p,  * = *'  : d’ailleurs  ces  • 
valeurs  doivent  satisfaire  à l’équation  [A]  ; donc  on  a ’ ^ 

Ay+Bp+Cy  + D=0  on 

Cette  équation , entre  y et  y,  est  celle  de  l’intersection  A'B'  de  la  surface 
par  le  plan  yo'x';  et  comme  elle  est  du  premier  degré,  il  s’ensuit  que  cette 
intersection  est  une  ligne  droite.  De  plus , le  coefficient  de  y étant  le  même 
que  celui  de  x dans  l’équation  de  la  trace  AB , on  conclut  que  A'B'  fait  avec 
&x'  le  même  angle  que  AB  avec  0*.  Or,  le  plan , conduit  par  les  deux 
traces  AB  et  AC  serait  coupé  par  x'&xf  suivant  une  droite  qui  passerait  au 
point  A',  et  qui  ferait  aussi  ce  même  angle  avec  O's';  donc  elle  ne  serait  pas 
différente  de  A'B',  Ainsi  la  surface  de  l’équation  [A]  est  rencontrée  par  tous 
les  plans  parallèles  It  zOx  suivant  des  droites  entièrement  comprises  dans  le 
plan  BAC;  par  conséquent,  cette  surface  n’est  autre  que  ce  plan  lui-même.  • ‘ 

bài.  Cas  particuliers.  L’équation  [A]  peut  n’avoir  point  tous  ses  termes,  et  j 

alors  le  plan  qu’elle  détermine  prend  une  position  particigière  par  rapport  ■' 

aux  axes. 

I”  Soit  D = 0 : l’équation  [A]  devient  j 

• ^ H- Bÿ -i- C*=0.  j 

Le  plan  passe  par  l’origine  ; car  celte  équation  est  satisfaite  par  les  valeurs 
a:=0,  y = 0,X=0. 

2''  Soit  A = 0 : l’équation  du  plan  se  réduit  à i 

By-i-Cx-i-D  = 0. 

Alors  la  trace  du  plan,  sur  le  plan  de  xx,  est  parallèle  à Taxe  des  s;  car, 
en  faisant  y = 0,  on  trouve,  pour  cette  lrace,a  = -r-g.  Donc  le  plan  est 

! 

I 

I 
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lui-mëme  parallèle  U l’axe  des  x : c'est-à-dire,  en  général,  que  l’équation  du 
premier  degré , qui  ne  contient  que  deux  coordonnées,  représente  un  plan 
parallèle  à l’axe  de  la  troisième  coordonnée. 

3°  Dans  le  cas  pips  particulier  encore , où  l’on  suppose  en  même  temps 
A = 0 et  B = 0,  l’équation  [A]  devient 


C*  + D==0. 

>■  '■  ''  'I  ' I , 

Alors  les  traces  AB  et  AC  sont  respectivement  parallèles  à Oz  et  Oy,  et  le 
plan  BAC  est  parallèle  à zOi/  ; conclusion  d’ailleurs  évidente,  puisque  l’équa- 
tion donne,  par  tous  les  points  du  plan,  une  valeur  constante  de  %,  savoir 

* = — ^.11  résulte  'de  là  qne  l’équation  du  premier  degré , qui  ne  contient 

qu’une  coordonnée,  représente  un  plan  pai-allèle  à (-elui  dès  deux  autres 
coordonnées. 

hhà.  Il  ne  suffit  pas  d’avoir 'reconnu  que  l’équation  du  premier  degré  re- 
présente toujours  un  plan , il  faut  encore  démontrer  qu’elle  peut  donner 
tous  les  plan  possibles. 

D’abord,  quand  l’équation  contient  la  variable  z,  ou  a trouvé  pour  les 
traces  du  plan,  sur  les  plans  de  xx  et  de  t/z. 


• i ■ A D . . B D 

='=-C*-C’  * = -c»-c- 

Ces  deux  traces  coupent  l’axe  des  z à la  distance  — et  en  faisant  varier  D 
• - - ^ 


on  peut  faire  passer  ces  traces  par  tel  point  de  l’axe  des  z qu’on  voudra. 
Si  ensuite  on  lait  varier  A et  B,  on  pourra  aussi  faire  prendre  à ces  traces 
telles  directions  qu’on  voudra;  donc  l’équation  [A]  peut  donner  tous  les  pians 
qui  rencontrent  la  ligne  des  z. 

' En  second  lieu,  si  C est  zéro,  l’équation  [A]  devient  Az  + By  + D = 0. 
Alors  elle  représente  un  plan  qui  est  parallèle  aux  z,  et  dont  la  trace,  sur  le 
plan  de  xy,  a aussi  pour  équation  Ai  + By  + D=0.  Or,  cette  équation  peut 
donner  toutes  les  droites  qu’il  est  pçssible  de  tracer  dans  le  plan  de  xy  ; donc 
aussi  l’équation  [A]  peut  représenter  tous  les  plans  parallèles  aux  z. 

Donc , enfin , il  n’est  aucun  plan  qui  ne  soit  donné  par  une  équation  du 
premier  degré. 

566.  L’équation  du  plan  est  employée  sous  diverses  formes.  Remarquons 
.d’abord  que  l’équation  [A]  pouvant  toujours  être  divisée  parle  coefficient  de 
l’un  de  ses  ternUs  , il  n’y  a réellement  que  trois  indéterminées  dont  on  puisse 
disposer  pour  assujettir  le  plan  à des  conditions  données.  Par  exemple , si 
l’équation  contient  z , on  peut  la  diviser  par  C , et  l’écrire  ainsi  : 


ï = A + «!/  + à. 


Mais  cette  forme  ne  convient  plus  aux'plans  qui  sont  parallèles  à l’axe  des  z ; 
et , pour  celle  raison , on  préfère  souvent  se  servir  de  l’équation  [A] , qui  a 
d’ailleurs  l’avantage  de  conduire  à des  formules  plus  symétriques. 

557.  Lorsqu’un  plan  rencontre  les  trois  axes,  son  équation  prend  une 
forme  très-élégante  si  on  y introduit  les  distances  OA,  OB,  OC  [fig.  16),  de 
l’origine  aux  trois  points  d’intersection  de  ces  axes  avec  le  plan.  Ces  dis- 
tances se  déduisent  facilement  de  l’équation  [A].  Par  exemple , pour  l’inter- 
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secUoa  avec  l’axe  des  ar,  on  a y — O,  x = 0,  el  par  suite  l’équation  [A]  donne 
OA  = — On  trouve  de  même  OB  = — g,  OC = — donc,  si  on  désigne  ces 
trois  distances  par  a,  b,  e,  on  aura 


D , D D . D „ 1)  „ D 

o=-_,  b=^-^,  c=-ç.  dou  A=--,  B = -p  C=--. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  [A]  et  divisant  pat  D , il  vient 

-+r+-  = l,  ou  i>«  + ocy  + o6*  = abc.  * 

a b c I 


558.  Un  plan  est  déterminé , quand  on  connaît  la  grandeur  et  la  position 
de  la  perpendiculaire  OH  (fig.  16)  abaissée  de  l’dHgine  sur  ce  plan.  Soit 
OH  = 2,  HOx=a,  HOy=^,  HO;=t  : les  triangles  rectangles  HOA,  HOB, 
HOC,  donneront 


OA  = a= 


8 

cos  a’ 


OB  = b = -^,  OC  = c = 
cosp 


s 

cost’ 


et,  en  subsUtuant  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  l’équation  du  plan  prend  encore 
cette  forme,  qui  mérite  d’être  remarquée. 


X COS a + ycosp  + * COSy  = 8. 


On  peut  aussi  y parvenir  immédiatement  en  se  servant  de  cette  propriété , 
que  la  somme  des  projections  orthogonales  de  plusieurs  droites  consécutives, 
sur  un  axe  quelconque,  est  égale  b la  projection  de  la  résultante  (526).  Sup- 
posons que  le  point  M , pris  à volonté  dans  le  plan  ABC,  ait  pour  coordon- 
nées ÜQ=:ic,  QP=ry,  PM  = x,  et  tirons  ÜM,  qui  est  la  résultante  du  con- 
tour OQPU.  La  droite  OH  étant  perpendiculaire  au  plan  ABC , si  on  projette  OM 
sur  OH,  on  trouve  pour  projection  la  ligne  OH  elle-même,  laquelle  est  désignée 
par8.  D’un  autrecdté,  en  projetant  X,  y,  i,  surOH,  on  axcosa-Pycosp-fxcosy 
pour  la  somme  des  trois  projections;  donc,  en  vertu  du  principe  cité,  on 
aura 

X cos« -t- y cosp -fx  cosy  = î; 

et  comme  cette  relation  a lieu  pour  tous  les  points  du  plan , elle  est  l'équa- 
tion de  ce  plan. 


Équatious  de  U ligne  droite. 


559.  D’après  ce  qui  a été  dit  n°  550,  on  pourrait  prendre,  pour  les  équa- 
tions d’une  droite  donnée , celles  de  deux  plans  qui  la  contiennent  ; mais  il 
est  plus  simple  de  la  déterminer  par  ses  projections  sur  deux  des  trois  plans 
coordonnés.  Si , par  tous  les  points  de  cette  droite , on  mène  des  parallèles 
à l’axe  des  y (flg,  17),  elles  seront  dans  un  même  plan,  et  leurs  pieds,  sur 
le  plan  de  xx,  seront  en  ligne  droite.  C’est  celte  ligne  droite  qui  est  la  pro- 
jection, sur  le  plan  xx,  de  la  droite  dont  il  s’agit.  Sa  projection  sur  le  plan 
yx  est  aussi  une  ligne  droite  : donc , si  on  veut  déterminer  une  droite  par  ces 
deux  projections,  on  pourra  présenter  ses  équations  sous  la  forme 

[1]  X = ox  -f-  a,  y = 6x  -f  p. 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires , a et  b sont  les  tangentes  des 


1 
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angles  rormés  ayec  l’aie  des  x par  les  deux  projeetions;  mais,  en  général , 
ces  coefficients  sont  des  rapports  de  siniis. 

.560.  Il  n’est  pas  inutile  de  rappeler  ici  que  ces  équations,  considérées  cha- 
cune séparément  avec  toute  sa  généralité , ne  représentent  pas  seulement  les 
projections  de  la  droite , quis  deux  plans  respectivement  parallèles  aux  y et 
aux  X.  Ils  sont  les  plans  projetants  de  la  droite  ; et  c’est  parce  qu'ils  contisn- 
nent  cette  droite,  que  le  système  des  équations  [ij  la  détermine.  Il  est  évi- 
dent d’ailleurs  qu’il  ne  détermine  qu’elle  ; car  tous  les  points  communs  aux 
deux  plans  appartiennent  à la  droite. 

, 561.  En  éliminant  x entre  les  équations  [I] , il  vient 

. » — “k 

Celte  équation  est  celle  d’un  plan  parallèle  aux  x,'et  qui  contient  la  droite. 
Elle  représente  donc  le  troisième  plan  projetant,  ou,  si  on  veut,  la  projec- 
tion de  la  droite  sur  le  plan  de  xy  (552). 

563.  Cas  particuliers.  Considérons  maintenant  la  ligne  droite  dans  quelques 
positions  particulières. 

1°  Si  elle  passe  par  l’origine , ses  projections  y passent  aussi , et  ses  équa- 
tions sont  simplement 

x = ax,  'y  = bx. 

2“  Si  elle  passe  par  un  point  situé  sur  l’un  des  axes,  sur  celui  des  y , par 
exemple , il  n’y  a que  sa  projection  sur  le  plan  de  zx  qui  passera  par  l’ori- 
gine : les  équations  de  la  droite  sont  alors 

xz=ax,  y=bx  + p. 

3°  Quand  une  droite  est  parallèle  è l’un  des  plans  coordonnés , par  exemple 
h celui  de  xy,  les  plans,  qui  la  projettent  sur  les  deux  autres,  se  confondent, 
et  ils  ont  pour  équation  unique  x = S,S  étant  une  constante.  Il  faut  alors  re- 
courir è la  troisième  projection,  et  prendre , pour  la  droite,  les  équations 

x=5,  y=cx  + r. 

4*  Quand  la  droite  est  parallèle  à l’un  des  ax^,  è celui  des  x par  exemple, 
ses  équations  sont 

x = a,  j/  = p. 

Elles  sont  x=a,  x=r>  ou  bien  y=p,  x=t.  “Ion  que  la  droite  est  paral- 
lèle aux  y ou  aux  x. 

563.  Si,  des  équations  [IJ,  on  veut  déduire  l’intersection  de  la  droite  avec 
le  plan  de  deux  coordonnées , on  remarquera  que  dans  ce  plan  la  troisième 
coordonnée  est  zéro.  l)e  cette  manière  ou  aura 

x=o,  x=a,  y=p,  pour  l’intersection  avec  le  plan  de  xy; 

V=70,  x=— x=a—^,  pour  l’intersection  avec  celui  de  XX ; 

x=o,  x——^,  y=:p— pour  l’intersection  avec  celui  de  yx. 
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CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  SUR  LE  PLAN  ET  LA  LIGNE  DROITE. 


Première  partie  ; problèmes  doot  U solation  est  indépendante  du  choix  des  axes. 


584.  Problème  I.  Trouver  let  équations  d'une  droit»  qui  pats»  par  deux 
oints  donnés. 

Soient  x',  y',  lé,  et  aé,  tf,  z",  les  coordonnées  de  deux  points.  Les  équations 
demandées  doivent  être  de  la  forme  ' , 

»=oz+«.  y=6z+p- 

Pour  que  la  droite  passe  par  le  premier  point,  il  faut  que  ces  équations  soient 
satisfaites  en  y mettant  x',  y’,  z',  au  lieu  de  z,  y , z;  donc  on  doit  avoir 

x'=oz'  + a,  ÿ'=6z'  + p. 

En  retranchant  ces  équations  des  deux  précédentes,  a et  ^ seront  éliminés, 
et  on  aura 

X— ac'=o(z— z'),  y— y'=b[z— z"). 


La  droite  représentée  par  ces  équations  remplit  déjà  la  condition  de  passer 
par  le  premier  point.  Pour  qu’elle  passe  aussi  par  le  second,  il  faut  que  ces 
équations  soient  vérifiées  en  y remplaçant  x,  y,  z,  par  x*,  /,  z",  ce  qui 
donne 

z"_x'=o(z'-z'J.  »/-y'=6(z*-z'). 


d'où 


En  substituant,  au  lieu  de  a et  de  b,  ces  valeurs,  on  obtient  les  équations 
cherchées , savoir  : 


, i"— x*.  „ . v"— y'. 


565.  Problème  II.  Trouver  U»  équations  d'une  droite  quipassepar  un  point 
donné,  et  qui  est  parallèle  d une  droite  donnée. 

Soient  les  é<|uations  de  la  droite  donnée , 

x = ax  + a,  y = bz  + P; 

et  soient  x',  y',  z',  les  coordonnées  du  point  donné.  Puisque  la  droite  cherchée 
doit  passer  par  ce  point,  ses  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

I— x'=o'(z— z'),  y—y'=zV{s—!é), 
a'  et  b'  étant  encore  inconnus. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles,  les  plans  menés  par  ces  droites,  paral- 
lèlement à l’axe  des  y , sont  parallèles  entre  eux , et  par  suite  leurs  interseo- 
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lions  avec  le  plan  de  as  sont  aussi  parallèles.  Or,  ces  intersections  sont  les 
projections  des  deux  droites  sur  le  plan  de  a*;  donc  les  coefficienU^e  a doi- 
vent être  égaux  dans  les  équations  de  ces  deux  projections.  U en  est  de  même 
d^  projections  sur  le  plan  de  ys;  donc,  pour  que  les  droites  soient  paiaP- 
lèles,  on  doit  avoir  les  conditions 


, o'=o,  b'=b. 

Par  conséquent,  les  équations  de  la  parallèle  demandée  seront 
a— a'=o(*— a*),  y—^z=b{x—is'). 

Si  le  point  donné  est  à l’origine,  elles  se  réduisent  à celles-ci  ; 
a=oa,  y=bt. 

&66.  Problème  111.  Déterminer  le  point  d’interseetion  de  deux  droitet  dont 
on  eonnait  les  équations. 

En  général,  deux  lignes  dans  l'espace  ne  se  rencontrent  pas  ; il  faut,  pour 
que  cela  arrive,  qu’il  y ait  des  valeurs  de  a,  y,  a,  qui  satisfassent  à leurs 
quatre  équations.  Or,  il  est  évident  qu’en  éliminant  les 'trois  coordon- 
nées a,  y,  a,  entre  les  quatre  équations,  il  restera  une  équation  qui  expri- 
mera la  condition  sans  laquelle  les  deux  lignes  ne  peuvent  avoir  aucun  point 
commun. 

Soient 


[1]  a=oa  + al  [3]  a=o'a  + a’l 

[2]  y=6a  + P)'  [♦]  y=6'a  + p'}' 


les  équations  de  deux  droites.  De  [i]  et  [3]  on  tire 


[5] 


a' — 0 


a 


a<é — o’g 

O— a’  ’ 


et  de  [2]  et  [4]  on  tire 


[6] 


y= 


bp'-b'p 
b— b'  ■ 


Pour  que  les  quatre  équations  soient  vérifiées  par  les  mêmes  coordonnées , 
il  faut  que  les  deux  valeurs  trouvées  pour  a soient  égales;  et  il  est  clair  que 
cette  condition  suffit.  Ainsi , on  doit  avoir 


a'— a P'  — g 
a—a'~b^’ 

ou  bien 

(a’— a)  (b— 6')  — (P'— P)  (a — o')=0.  i 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  pour  que  les  deux  droites  se  coupent. 
Quand  elle  a lieu,  le  point  d’intersection  est  déterminé  par  les  for- 
mules [5]  et  [6]. 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  on  a a'=o  et  b'=b  (565).  Alors  l’équa- 
tion de  condition  est  vérifiée , et  les  valeurs  de  a , y , a , sont  infinies. 

567.  Problème  IV.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés. 
Représentons  par  a*,  y',  a';  a”,  y*,  a*;  a",  y",  a'";  les  coordonnées  des  trois 
points  : et  soit 

[1]  Aa  + By  + Ca=n 
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l’équation  du  plan  cherché.  Pour  que  ce  plan  passe  par  les  trois  points , il 
faut  que  son  équation  soit  satisfaite  par  les  coordonnées  de  chacun  d'eux  ; 
donc  on  doit  avoir  • 

Ai’  + Bÿ'  + Cx'=D,  A®”+By”  + Cs"=D,  Aï"  + By*  + Ci"=  D. 

En  divisant  ces  équations  par  D,  les  inconnues  qu’elles  contiendront  seront 
les  rapporta  dé  A,  B,  C,  à D;  et  elles  feront  connaître  les  valeurs  de  ces  rap-  ’ 
ports.  Désignons  ces  valeurs  par  A',  B',  C',  on  aura 

A = A’D,  B = BT),  0 = 01); 


et  par  suite  l’équation  [1]  devient , après  substitution  et  simpiificalion , 

A'ï  + B'y  + C'ï  = I. 

$68.  PnosLËiiE  V.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  paraUile  à un  plan 
donné. 

Soit  [1}  A*  + By  4-  Cï  + D = 0 

l’équation  d’un  plan  donné  ; et 
[2]  A'ï  + B-y + C'jf  + D'=0, 

celle  d’un  plan  parallèle. 

En  général,  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième 
sont  parallèles  entre  elles  ; par  conséquent  les  traces  des  deux  plans  sur  le 
plan  de  ax  doivent  être  parallèles , et  leurs  traces  sur  le  plan  de  yx  doivent 
aussi  être  parallèles.  Les  équations  de  ces  traces  sont 


Aï  + C*  + D = 0,  A'ï  + C'i  + ly  = 0,  sur  le  plan  de  « ; 
By  + Cx  + D = 0,  B'y  + C'ï  + 1)'=  0,  Sur  le  plan  de  yxj 


et,  pour  que  les  deux  premières  soient  parallèles  entre  elles,  et  les  deux 
dernières  parallèles  entre  elles,  on  doit  avoir 


V _ A b;  _ B 
C — C’-  C'  ~ C’ 


ou  bien 


A'_B' 
A ~B 


C' 

C 


Quand  les  plans  rencontrent  l'axe  des  x,  ces  conditions  suffisent  pour 
qu’ils  soient  parallèles;  car  alors  les  traces  du  premier  plan  se  coupent  sur 
Taxe  des  x,  et  sont  parallèles  à celles  du  second  plan , lesquelles  se  coupent 
aussi  sur  cet  axe.  Or,  quand  deux  angles  ont  leurs  cétés  parallèles,  on  sait 
que  leurs  plans  sont  parallèles. 

Hais  si  les  deux  plans  sont  parallèles  à l’axe  des  x,  ce  qui  revient  à sup- 
poser C et  C'= 0,  la  seule  condition  à remplir,  c’est  que  les  traces  sur  le 
plan  de  ïy  soient  parallèles , ce  qui  exige 


V_  A 
B*  ~ B 


ou 


A' 

A 


B' 


Ainsi , dans  tous  les  ca^  pour  que  deux  plans  soieta  parallèles,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  coeffUients  des  variables  x,  y,  s,  dans  les  équations  de  ees  plans, 
soient  proportionnels.  ^ 

Supposons  ces  conditions  remplies,  et  faisons  ^ = le  : ou  aura  A'  = Aie, 
B’=Bk,  C'=  Ck;  puis,  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  [2],  divisant 
par  k,  et  (tosant  irk  = D',  il  vieul 


Ai  + By  +C*  + Ü'  = 0. 
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CelkA  Aqiulion  représaite  tous  les  plans  parallèles  à cehii  de  l’é^ualiui  [i], 
et  elle  ne  diffère  de  celle-ci  <iue  par  le  seul  terme  codsIvU  D*. 

Jusqu’ici  D”  est  resté  indéterminé^  mais  si  on  veut  que  le  plan  parallèle 
passe  par  un  point  donné  dont  les  coordonnées  soient  y*,  i’,  on  doit  avoir 
Ai'  + By'  + Ci'  + D'’  = 0; 

■et,  en  relrancbant  celte  équation  de  la  précédente,  on  a,  pour  le  plan 
cherché , 

A(j-xO  + B(y  — vO  + C(i-x')  = 0. 

Si  le  point  donné  est  l’origine , il  faut  faire  x'  = o,  y'  = 0,  a'  = 0,  et  l’on  a, 
pour  le  plan  parallèle , 

Ax  + Bÿ  -1-  Gx  = 0. 

569.  PaOBitw  VI.  Faire  passer  im  plan  por  un  point  et  par  «ne  droite 
donnés. 

Soient  y,  y',  x',  les  coordonnées  du  point  ; supposons  que  les  équations  de 
la  droite  donnée  soient 

[1]  X=as+a,  y = 6*-)-p, 

et  que  celle  du  plan  cherché  soit 

[l]  ' Ax  -f  By  + Cx  + D = 0. 

La  condition  de  passer  par  le  point  donné  est  exprimée  par 

[3]  A«r-1- By'+Cs'-1-D=0. 

Celle  de  contenir  la  droite  euge  qu’en  mettant  dans  l’équation  du  plan  les 
valeurs  de  x et  de  y,  tirées  des  équations  de  cette  droite,  l'équation  résul- 
tante soit  vérifiée,  quelle  que  soit  la  coordonnée  x.  Or,  par  la  soibstitution  de 
ces  valeurs,  il  vient 

(Aa  4“  B&  -f-  C)  X *+-  Aa  -|-  Bp  -f.  D ~ 0 ; 

et,  pour  que  celte  égalité  ait  lieu  sans  aucune  détermination  particulière  de  x, 
il  faut  poser  > 

[4]  Aa  + Bh  + C = 0, 

[5]  A«  + Bp  -f  D = 0. 

Toutes  les  conditions  du  problème  sont  donc  renfermées  dans  les  équa- 
tions [3],  [4],  [S]. 

En  élltalnant  D entre  [3]  et  [5],  il  vient 

A (x'-  a)  + B (y'-  p),-i-  Cx'  = U ; 
et  en  combinant  cette  équation  avec  [4],  on  trouve  facilement 
. (y'-fex'-p)C  (x’-ax'-g)C 

6(x'— «)  — o(y'— P)’  b(x'— o)  — a(y'~ P)"  ,• 

Mais  l’équation  (î],  si  on  en  retranche  l'équation  [3],  devient 
A(x-xO  + B(y-y')  + C{x-x')  = 0; 
et , en  y substituant  les  valeurs  de  A et  B,  on  obtient , tontes  réduetions  feiles, 
l’équation  du  plan  cherché , savoir  : 

l6|  [y'_bi'_p](a:_x')_[x'_ox’— «](y— y')  (_ 

+ [6(x'-«)-»(y'~p)]«-x')  ) 
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STO.  On  peut  encore  faire  les  calculs  d’une  autre  manière.  Av  moyen  des 
équations  [4]  et  [5],  on  peut  éliminer  de  l’équation  du  plan  deux  des  quan- 
tités A,  B,  C,  D.  Si,  après  avoir  multiplié  l’équation  [4]  par  x , on  la  retranche 
d«i  celle  du  plan  ainsi  que  l’équation  [s] , on  éliminera  C et  D ; on  trouve 
ainsi 


A (i  — ai  — a)  + B (ÿ  — 6*  — P)  = 0. 


Comme  on  n’a  eu  égard  qu’aux  relations  [4]  et  [^&],  cette  équation  appartient 
à un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  donnée. 

Pour  qu’il  passe  aussi  par  le*point  donné , il  faut  que  celte  équation  se 
vérifie  en  y mettant  æ',  y',,  f',  à la  place  de  x,y,  s-,  donc  on  doit  avoir 

A (*'—  as'—  a)  + B (y'—  6î'—  p)  = 0, 


d’où 


B_  a'— as'— a 
A~  y'_6x'_p’ 


et  par  suite  il  vient,  pour  le  plan  demandé, 

[7]  g — ox  — a = (y  - èf  — P). 


Cette  équation  ne  diffère  de  l’équation  [G]  que  par  la  forme.  On  y voit  sur- 
le-champ  qu’elle  représente  un  plan  qui  passe  par  la  droite  donnée  : car  elle 
est  évidemment  vérifiée  en  même  temps  que  les  équations  [i]. 

ATI.  Problème  VII.  Deux  droites  ilant  données,  mener  un  plan  qui  passe 
par  la  première  et  qui  soit  parallèle  d la  seconde. 

Supposons  que,  pour  les  deux  droites  données , les  équations  soient 


1 * = Oi  + O, 

( x = a’s  + o',  1 

1 y = èi  + P, 

\ y = b'x  + P';  j 

et  que  celle  du  plan  chm’cbé  soit 


A*+  Bÿ  + C*+  Di=  0. 

Pour  que  le  plan  et  la  seconde  droite  soient  parallèles,  il  faut  qu’en  les 
transportant  è l’origine,  parallèlement  A enx-roémes,  la  droite  vienne  se 
placer  tout  entière  dans  le  plan.  Alors  les  équations  sont 

[1]  X = a's,  y = h's,  pour  la  droite  (565), 

[2]  A®  + By  + Ci = 0,  pour  le  plan  ( 568)  ; 


et  en  mettant  les  valeurs  [1]  dans  l’équation  [2],  et  supprimant  le  facteur 
commun  x qui  doit  rester  indéterminé , il  vient 

[3]  An'+BV-f  C=0i 


telle  est  la  condition  du  parallélisme. 

Pour  que  le  plan  contienne  la  première  droite,  on  sait  déjà  (569)  qu’on  doit 
avoir 


[4]  Ao  + B&  + C = 0, 

[5]  *Aa  + Bp+D=0. 


L’équation  [4] , qui  est  semblable  à l’équation  [3] , exprime  que  le  plan  est 
parallèle  à la  première  droite.  L’équation  [5]  exprime  que  le  plan  passe  par 
le  point  où  cette  droite  perce  le  plan  de  xy  : car,  pour  ce  point,  on  a x=0, 
» = a,y=p. 
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Les  équations  [3]  et  [4]  donnent 

„ A {a'— a]  _ A (Ob' — ba') 

**- — scib-'  — w=r~- 

En  susbtituant  ces  valeurs  dans  l’équation  du  plan , et  faisant  = V, 

A 

on  trouve 

(b' — h)  X — {a'-~a)y  — {aV — bo')  jï  + D' = 0, 

D' étant  une  indéterminée.  Comme  on  n’a  eu  égard  qu’aux  conditions  [3]  et  [4], 
cette  équation  représente  tous  les  pians  parallèles  aux  deux  droites  données^ 
De  plus , comme  les  coefficients  Ai  x,  y,  s ne  contiennent  pas  V,  ils  doivent 
rester  constants  ; donc  tous  ces  plans  sont  parallèles  entre  eux  (568),  ainsi 
qu’on  devait  le  prévoir. 

Mais,  si  on  commence  par  éliminer  D en  retranchant  l’équation  [5]  de  celle 
du  plan , il  vient 

A(®— a)  +B(ÿ  — P)  + C5  = 0; 
et , si  on  remplace  ensuite  B et  C par  leurs  valeurs , on  obtient 
(b’ — b)  {* — o) — (a’ — a)  {y  — p)  — (ob' — bo')  x = 0. 
pour  le  plan  qui  remplit  toutes  les  conditions  de  la  question. 

572.  Problème  VllI.  Connaissant  les  équations  de  deux  plans,  trouver  les 
projections  de  leur  intersection. 

11  résulte  des  considérations  générales  exposées  n*  542,  qu’on  obtiendra 
les  équations  de  ces  projections  en  éliminant  alternativement  x,y,x , entre 
les  équations  des  deux  pians.  Supposons  que  les  équations  des  pians  soient" 
A®  + Bÿ  + Cx4-D=0, 

A'x  + B'ÿ  + C'x+D'=0. 

Pour  les  trois  projections  de  leur  intersection , on  trouvera 

(AC'-CA')  X + (BC'- CB')  y + DC'— CD'=  0,  ’ - . 

(BA’— AB')  y + (CA'- AC')  % + DA'- AIT  = 0, 

(CB'— BC')  X + (AB'— BA')  X + DB'— ,BD' = 0. 

573.  Problème  IX.  Trouver  l’intersection  d’une  droite  et  d’un  plan,  dont  on 
connaît  les  équations. 

La  question  se  réduit  à trouver  les  valeurs  de  x,  y,  x,  qui  satisfont  aux 
équations  de  la  droite  et  du  plan , ce  qui  revient  à résoudre  trois  équations 
du  premier  degré.  Supposons  qu’on  ait  les  équations 

yZZXl  I pour  la  droite, 

Ax  + By+Cx  + D=:0  pour  le  pian. 

On  en  déduit  sur-Ie-cbamp,  en  éliminant  x et  y, 

(Aa  + Bb  + C)x  + Aa  + Bp  + D = 0; 
et  par  suite,  on  a les  coordonnées  du  point  d’intersection , savoir  : 

— A»  + Bp  + P 
Aa  -f-  Bb  Ct  ’ 
o(Aa  + Bp  + D) 

Ao+Bb  + C’ 

- '•  b(Aa  + Bp-fD) 

Ao  + Bb  + C ■ 


Digiiized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ARALTTIQnB  à TROIS  DIMENSIONS.  &01 

Si  on  a Aa  + B6 + C =0 , ces  valeurs  sont  infinies  ; alors  la  droite  est  pa- 
rallèle au  plan  (571).  Si  on  a en  même  temps  Aa  + Bp  +0  = 0,  ces  valeurs 
deviennent  indéterminées  : c'est  ce  qui  doit  en  eCTet  arriver,  car  alors  la 
droite  est  tout  entière  dans  le  plan  (569). 

1 

Deuxième  partie  ; problèmes  dont  la  solation  est  pins  sUbple  avec  des  axes  rectangnlaires. 

574.  ProbiAue  X.  Comutûsant  let  coordonnées  de  deux  points , trouver  la 
longueur  de  la  droite  qut  joint  ces  deux  points. 

Soient  æ, y,  x,  et  z',  y',  x',  les  coordonnées  des  deux  points  M et  M'(flg.  Ig): 
11  s’agit  de  trouver  la  distance  MH'.  Par  chacun  de  ces  points,  menons  trois 
plans  parallèles  è ceux  des  coordonnées  : on  forme  ainsi  un  parallélépipède. 
Désignons  la  diagonale  MH'  par  5 , et  les  cétés  contigus  MT,  H’G,  M'H,  par  f, 
0,  b : ces  cétés  sont  les  différences  des  coordonnées  des  points  M et  H',  c'est- 
à-dire  que  f = x—xf,  g =y  — y",  b = z — x'. 

Cela  posé , si  les  coordonnées  sont  rectangles,  le  parallélépipède  l’est  aussi, 
et  alors  le. carré  de  la  diagonale  S est  égal  à la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés  f,  g,  h;  donc 

«’=r+9’+b»=(*-*7  + (y-y?+(s-s?. 

Quand  le  point  M'  est  à l’origine , il  faut  faire  >'=  0,  y'= 0,  z'=  0;  et  on  a 
simplement 

8»=*»+y>  + Z>. 

575.  Si  les  coordonnées  sont  obliques,  l’expression  de  S’ est  plus  compli- 
quée. Dans  ce  cas,  en  appelant  a,  p,  y,  les  angles  des  axes,  le  n*  535  donne  la 
formule 

8* = /■’  + 0*  + b’  -(-  2/0  cos  a -I-  2/b  oos  P + 2gh  cosy. 

Il  n’y  a donc  plus  qu’à  y remplacer  f,  g,  b,  par  leurs  valeurs,  et  il  viendra 

î»=  (®—  *')>  + (y  — y')’  + (Z— Z*  )*  + 2 (I — z')  (y  —y”)  cos  a 

+ 2 (z  — z')  (z— z')  cosp  + ï(y— îO  (z  — zOcosy.  (*) 


(*)  Voici  encore  une  démonstration  très-simple  de  cette  formule.  Nommons  t,  t\  t",  les 
trois  diagonales  N‘M,  FK,  IH.  La  figure  M‘FMK  est  un  parallélogramme;  par  conséquent, 
la  somme  des  carrés  de  ses  deux  diagonales  ^ et  T est  égale  à la  somme  des  carnls  des  quatre 
cétés;  c'est-à-dire  que  f* -h -h 3H'K’.  Or,  = et  le  triangle  GM'K  donne 
ITK*  = p’-f-fc*-i-29Aco8y;  donc  ^ 

[•«]  X*-»- !'•  = 3f*-+-20*-t-aV tpAcosy. 

Le  parallélogramme  M1HH  donne  aussi  h-  >"*  = aM'H^ h-  En  remplaçant  M'H 

parà^  etlf?  par  sa  valeur  /'-t-  y*  -t-i/pcos«,  tirée  du  triangle  M’FI,  on  a 
[S]  t' -h  l"‘ = Jf  + Og’ + 7h’ + tfg  COB  ». 

Pareillement , le  parallélogramme  FIKU,  dans  lequel  FI  et  FH'  = f'  + h'  — 7fh  cos  d, 
donne 


M t'’  + i"’  = if’  + ig’  + ih’  — ifhcosX. 

Maintenant,  en  ajoutant  les  égalités  [»]  et  (dj,  puis  retranchant  de  leur  somme  l éga- 
lité [r],  on  arrive  Cacilement  à la  formule  dont  U s’agit. 


26 
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576.  PnOTifem  XI.  D'un  poini  donné  abaister  une  perpendiculaire  sur  un 
plan,  et  irourer  ensuite  le  pied  et  la  grandeur  de  la  perpendiculaire. 

four  avoir  des  résiHIals  plus  simples , je  supposerai , dans  ce  problème  et 
dans  tous  les  suivants,  que  les  axes  sont  rectangnlaires. 

Il  faut  d'abord  chercher  quelles  relations  ont  entre  eux  les  coefficients  qui 
entrent  dans  les  équations  d’une  droite  et  d’un  plan,  quand  la  droite  est  per- 
pendiculaire au  plan.  Supposons  que,  dans  le  plan  de  xx  (Bg.  19),  AC  soit  la 
trace  d’un  plan  ACB , et  QN  la  projection  d’une  droite  MQ  perpendiculaire  à 
ce  plan.  MQ  étant  perpendicuMre  au  plan  ACB,  le  plan  est  aussi  per- 
pendicalaire  à ACB  ; et  d'ailleurs,  par  la  nature  des  projections,  le  plan  MQN 
est  perpendiculaire  au  pian  æOjr.  Réciproquemeat,  les  plans  ACB,  xOx,  et  par 
suite  leur  intersection  AC,  doivent  être  perpendiculaires  au  plan 
donc  AC  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  NQ,  située  dans  le  plan  MQN.  Donc, 
en  général , les  projection*  de  la  perpendiculaire  sont  perpendiculaires  aux 
traces  du  plan. 

Cela  posé,  représentons  pars',  g',  a',  les  coordonnées  du  point  donné,  et  le 
plan  par  l’équation 

[I]  A*+Bv+Ca  + D = 0. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  demandée  seront  de  In  fbnne 

1*1  »— y=o(a— aO;  (g— jO  =»(*—?'), 

a et  6 étant  deux  inconnues.  Les  traces  du  plan  donné,  sur  les  plans  de  xx  et 
de  yx,  ont  pour  équations 


Mais  on  vient  de  démontrer  ^ue  ces  traces  doivent  être  perpendiculaires  aux 
projections  de  la  droite  cherchée  ; donc  on  a 

— ^xo  + l=0,  — gx5  + l=0. 

De  Ih  on  tire 

L3]  A=oC,  B=bC. 

En  mettant  les  valeurs  de  a et  b dans  les  équations  [2] , il  vient,  pour  la 
perpendiculaire , les  équations 

[4]  a-a'=^(a-aO,  »- «'=5 (*-*')• 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  pied  de  cette  perpendiculaire,  il  suffit  de 
résoudre  les  équations  [1]  et  [4]  par  rapport  à 2,  y,  a ; et  ensuite  , pour  con- 
naître la  grandeur  de  la  perpendiculaire , il  faudra  substituer  les  valeurs  de 
ces  coordonnées  dans  la  formule 

[(>]  V(*-a'74-(g-g')'+Cï-a')*. 

Mais  il  sera  plus  simple  de  chercher  immédiatement  les  différences  x — x', 
g — y',  a — a'.  A cet  effet , on  écrit  d’abord  l’équation  [t]  sous  la  forme 

■ A (x  - x-)  + B (y  - y-)  + C (a  - a')  + A«' + Bÿ- + Ca' + D = O, 
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OU  mieux  encore , en  faisant  Ai*  + By'  + Ci'  4-  D = D*,  sous  celle-ci  : 

A (»  - t')  + B (y  - y*)  + C (î  - lO  + ly  = 0. 

On  substitue  dans  celle  équalion,  au  lieu  de  ® — x"  cl  de  y —y',  les  valeurs  [4], 
et  l’on  a une  équation  qui  fait  connaître  i — ri'.  On  caleule  ensuite  x — x'  et 
y — y'.  De  celle  manière  , on  trouve 

—AD’  ..  —BD'  , . - —CD' 

® ^ ^ A'+B'+C'*  ' '^~A’+B'+C'‘ 

Par  suite , en  désignant  la  perpendiculaire  par  P,  la  formule  [5]  donne 
^ ly  ^Ax’+Bÿ'+Ci'+P 

\/A‘+fr+C'  VA’+  C’  ' ■■  ' 

Comme  la  valeur  de  P doit  être  essenlieliement  positive  , il  faut  toujours 
prendre  le  numérateur,  abstraction  faite  de  son  sign  e. 

Si  le  point  donné  est  placé  à l’origine,  il  faut  faire  *'  — 0,  y'=o,  i’=d. 
Alors  on  a 

p=-=E=. 

, VA'+B'  + C^ 

Si  le  point  est  dans  le  plan  donné , ses  coordonnées  a',  y^i  x',  doivent  salis^ 
faue  b l’équation  de  ce  plan  ; donc  Ax'  + By'  -f  Cs'+  D=  0,  et  par  conséquent 
P = 0,  ainsi  que  cela  doit  être. 

577.  Problème  \I1.  Mener  par  un  point  donntf  un  pian  perpenditttknirt  i 
une  droite  donnée. 

Supposons  que  les  coordonnées  du  point  donné  soient  x',  y',  i*,  et  que  les 
équations  de  la  droite  donnée  soient 

[1]  x = ojî  + a,  yz=b*  + p. 

Puisque  le  plan  cherché  doit  passer  par  le  point  donné,  son  équation  sera  de 
la  forme  A (x  — + B (y — y')  + G (i  — i')  = 0 ; et  puisqu’il  doit  être  perpen- 

diculaire à la  droite,  on  doit  avoir  A=aC,  B=bC(57G}.  Par  suite,  Téquation 
de  ce  plan  est 

[2]  O (x— x')  + b (y— y') + * — s'=0. 

Si  on  tire  des  équations  [l]  et  [2]  les  valeurs  de  x,  y,  g,  on  aura  les  coor- 
données du  point  d’intersection  de  la  droite  avec  le  plan.  En  posant,  pour 
abréger, 

_ g(x'— g)-|-b(y'— p)4-i' 

o'‘  + b'+l  ’ 

on  trouve  S = n,  x=an  + a,  y = bn+p. 

578.  Problème  Xlll.  Mener,  par  un  point  donné,  une  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée,  et  déterminer  eniuite  le  pied  et  la  grandeur  de  cette  per- 
pendiculaire. 

Si  on  conduit  par  le  point  donné  deux  pians , l’Un  perpendiculaire  b lA 
droite  donnée , et  l’autre  passant  par  celte  droite , ils  contiendront  tous  deux 
la  perpendiculaire  demandée  ; donc  les  équations  de  ces  plans , prises  en- 
semble, peuvent  être  considérées  comme  celles  de  la  perpendiculaire  elle- 
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mRme.  D’après  les  n**  57T  et  569,  ces  équations  sont  ' 


[1]  a{x  — 3r}  + b{y  — y')  + x — x'=0, 

[2]  [v'— 6a'— P](*  — *')  — [!'— ai'  — a](y  — y')  1 _ 

+ [6(a'_a)-o(ÿ'-p)](i-il  I 

Les  coordonnées  du  pied  de  ia  perpendiculaire  ne  sont  autre  chose  que  les 
valeurs  trouvées  dans  le  problème  précédent , 

i = n,  x=xan  + a,  y = 6n  + p. 

Par  suite,  la  grandeur  de  la  perpendiculaire  sera 

p = ^ixf—a—ani‘+  (ÿ'— p — bn)'+  (a'— nj’. 

La  quantité  qui  est  sous  le  radical  peut  s’écrire  ainsi  ; 

(ü*- a)^+  (y'—  P)»  +i'^—  2 [o  (*'—  a)  + b {y'—  p)  + a*]  n + (a’  + b"  + t)  n*. 

Mais,  d’après  la  valeur  de  n,  la  partie  de  celte  expression,  qui  contient  les 
doubles  produits,  est  égale  à — 2 (o’  + b’  + 1)  n’  ; donc 


V = v'(a'-a)’  + (y'-p)'+a'’-(o>  + b'+  l)n’.  ‘>- 

Si  on  veut  connaître  les  projections  de  ia  perpendiculaire , on  peut  les  dé- 
'dulre  facilement  des  éq.  [1]  et  [2],  Mais  on  les  trouve  aussi  en  observant  qu’on 
connaît  deux  points  de  cette  ligne,  savoir  : le  point  donné  et  le  pied  de  la 
perpendiculaire , lesquels  ont  respectivement  pour  coordonnées 
*’,y',a',  et  n,an  + a,bn+p. 

Par  suite  tes  équations  des  projections  cherchées  seront 


* — *' 


(a-aO, 


y-y' 


y— p— b» 

a'— n 


(i-aO. 


579.  PaoBLÈuB  XTV.  Connaissant  les  équations  de  deux  droites,  on  veut 
trouver  : 1*  les  équations  de  la  droite  sur  laquelle  se  mesure  leur  plus  courte 
distance;  2*  l’expression  de  cette  plus  courte  distance. 

Soient  (flg.  20)  AB,  CD,  les  deux  droites  données,  et  PQ  leur  plus  courte 
distance.  D’abord  la  ligne  PQ  est  droite  : autrement,  la  droite  qui  Joindrait 
les  points  P et  Q serait  plus  courte.  Ensuite , la  ligne  PQ  est  perpendiculaire 
à AB  et  è CD  : car  si , par  exemple , elle  ne  l’était  point  è CD,  la  perpendicu- 
laire , abaissée  du  point  P sur  CD,  serait  plus  courte  que  PQ. 

Puisque  PQ  est  perpendiculaire  è AB  et  à CD , il  s’ensuit  que  si , par  la 
droite  AB,  on  mène  un  plan  UV  parallèle  è CD,  la  ligne  PQ  sera  perpendicu- 
laire è ce  pian  ; donc  elle  est  située  dans  les  deux  plans  ABR  et  CDS  perpen- 
diculaires h UV,  conduits,  l’un  suivant  AB,  et  l’autre  suivant  CD.  La  ligne  PQ 
est  donc  l’intersection  de  ces  plans,  et  ses  équations  sont  celles  de  ces  plans 
eux-mémes. 

Quant  à la  grandeur  de  PQ,  elle  est  égale  è la  perpendiculaire  abaissée  d’un 
point  quelconque  de  la  droite  CD  sur  le  plan  UV.  Ainsi , la  marche  è suivre 
dans  les  calculs  est  entièrement  tracée. 

Soient 


l') 


ix=ax-i-  a, 
y = bx+p. 


[2] 


J x=a'x  + eé, 
I y = b'x  + p'. 
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les  équations  des  deux  droites  données.  Elles  percent  le  plan  de  xy  en  des 
points  que  je  désignerai  par  T et  T',  et  dont  les  coordonnées  sont 
X=0,  *=a,  p=p,  pour  le  point  T; 
x=r  0,  *=«',  ÿ=p',  pour  le  point  T. 

Oierchons  d’abord  l’équation  du  plan  qui  contient  la  première  droite , et 
qui  est  parallèle  è la  seconde.  Ce  plan  devant  passer  par  le  point  T,  son  équa- 
tion peut  s’écrire  ainsi  : 

[8]  A(*-a)  + B(y-p)+x=0, 

A et  B étant  seuls  inconnus.  Pour  que  ce  plan  contienne  la  première  droite, 
il  faut  que  les  valeurs  [1]  de  s et  de  y satisfassent  è l’équation  [3],  quelle  que 
soit  la  coordonnée  x,  ce  qui  donne  la  condition 
A0  + B6+  1 =0. 

Et  pour  qu’il  soit  parallèle  à la  seconde , il  faut  poser  (571) 

Aû’  *4-  Bi/  -f- 1 — 0. 

Ces  deux  relations  déterminent  A et  B : on  trouve 
. _ h-V  g'-tt 

aV — ba'  ’ o6'— bo*" 

Maintenant  il  faut  mener,  par  les  droites  données , des  plans  qui  soient 
perpendiculaires  à celui  de  l’équation  [3]  ; et , pour  cela , il  faut  que  chacun 
d’eux  contienne  une  perpendiculaire  à ce  dernier  plan.  Les  équations  des 
deux  perpendiculaires  à ce  plan , menées  par  les  points  T et  T,  sont  (576) 

x = Kx  + a,  y=B*  + p,  pour  la  première  ; 

* = Ax  + a',  y = Bx  + P’,  pour  la  seconde. 

L’équation  d’un  plan  qui  passe  par  la  première  droite  donnée  et  par  la 
première  perpendiculaire  est  de  la  forme 

[A]  A'(*-a)  + B'(y-p)  + X = 0j 

et  on  a , pour  déterminer  A'  et  B',  les  deux  équations 

[4]  AA'  + BB'  + 1=0,  oA'+bB’+l  = 0> 

Semblablement , l’équation  du  plan  qui  passe  par  la  seconde  droite  donnée 
et  par  la  seconde  perpendiculaire  est 

[AT  A''(*-oO-|-B«(y-p')  + X = 0, 

A*  et  B”  étant  donnés  par  les  deux  équations 

[5]  AA"+BB'+1  = 0,  o'A’’  + W+l=0. 

Des  équations  [4]  et  [5],  tirons  A'  et  B',  A*  et  B”;  et  remplaçons  ensuite  A 
et  B par  leurs  valeurs.  11  vient 

,,_o— o'+b(ob'— èo')  b — V—a(ab'—ia')_ 

a (a'~ a)  + b (b'—  b)  ’ a{a'—a)  + b {V—b)  ’ 

„_a—a'+b'{ab'—ba')  ^ b— V— o'(ob'— bo') 

“ o’(o'—  o)  + b'(b'—  b)  ’ o'(o'—  o)  + f (b'—  b)' 

Mettons  ces  valeurs  dans  [A]  et  [AT , on  aura  les  équations  de  la  droite 
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ctierc^i^,  sur  )squ«ile  se  otesure  la  plus  eoorte  disURce.  On  trouva  aîRs) 

[a  — «'  + T>  {aV — 6a')]  (»  — a)  + [b  — b' — a{aV  — bo')]  (ÿ  — p) 

+ [a(o'— o)  + b(b'-b)]i=0, 

[a— o'  + b'(ap'— bo')]  (*—«')  4-  [b  — b'— a' (ob'— ba')]  (v— p') 

J +[a'(o'— o)  + b'(b'  — b)]i  = 0. 

BesoarquoDS.  ep  passant,  que  la  seconde  équation  aurait  pu  se  déduire  de 
la  première  en  changeant  a,  b,  a,  p en  a',  b',  a',  p',  et  a',  b'  en  a et  b. 

11  ne  reste  donc  plus  qu’à  trouver  la  grandeur  de  la  plus  courte  distance. 
D’après  ce  qui  a été  expliqué  plus  haut,  il  faut  abaisser,  d’un  point  de  la  se- 
conde droite,  une  perpendiculaire  sur  le  plan  de  i'équaliou  [8].  Pour  plus  de 
simplicité , on  l’alKiisse  du  point  T' pour  lequel  on  a x = 0 , s = a',  y =-  p'  : 
alors  la  formule  générale  qui  exprime  la  distance  d’un  point  à un  plan  (ST  6] 
donne 

, A(a'-g)  + B(p'-p) 

v'a’+  B’+  1 ’ 

et  en  y mettant  les  valeurs  de  A et  B , il  vient 

^ (a'-a)(b-b')-(p'-p)(o-o') 

V(o'—  a)’  + (b'—  b)>  + (Ob' — b^>  ■ 

^ Telle  est  l’expression  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 

Lorsque  deux  droites  se  rencontrent , la  portion  comprise  entre  ces  deux 
lignes , sur  la  perpendiculaire  commune  , est  égale  à zéro  ; donc  on  a 

(„'_a)(6_b')_(p'_p)(a_a')  = o,  ■ 

équation  déjà  trouvée  (6â6),  pour  exprimer  que  deux  droites  se  coupent. 

580.  Problème  XV.  Connoùsont  les  équations  d’une  droite,  déterminer  les 
angles  de  cette  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

Par  l’origine  (flg.  21),  menez  la  ligne  OM  parallèle  à la  droite  donnée  : il 
s’agit  de  déterminer  les  angles  MOx,  HOy,  MOx,  que  je  désignerai  para, 
P,  Y. 

Prenez  OH  = 1,  et  abaissez  sur  les  axes  les  perpendiculaires  MP,  HQ,  MR  ; 
les  distances  OP,  0(2,  OR,  prises  avec  les  signes  qui  leur  conviennent,  seront 
en  même  temps  les  coordonnées  du  point  M et  les  cosinus  des  angles  a , 
p , y.  Soient 

x = as,  ÿ = bx, 

les  équations  de  la  parallèle  OH  et  soient  3/,  y*,  y,  les  coordonnées  du 
point  H.  Puisque  le  point  M est  sur  cette  ligne,  et  que  OU  est  égale  à 1,  on  a 

ï'=ox',  y'=6x',  *'>+|T+«^=l; 

et  ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  xf,  y',  x',  ou  de  cos  a,  cosp, 
cos  y.  Ainsi  s’obtiennent  les  formules 

a - b 1 

COStt=-— . cnafl  — — eosy=—  ■ . 

Vo'+b’+l  Vo^+b’+l  yja'+b’+i 

La  parallèle  OH  et  son  prolongement  OH'  font  avec  les  axes  différents  an- 
gles; mais,  comme  nous  avons  pris  la  valeur  de  x'  positivement,  il  en  résulte 
que  ces  formules  donnent  les  angles  qui  sont  formés , du  cÿté  des  coordon- 
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Béec  peiUiTM , par  la  partira  da  ta  paraUMe  »ilwa>  t^la#T«mentJMf 
plan  de  xv>  <tu  mtae  côté  que  les  a posilib.  ; , );r  i.  « . 

681.  Problème  XVI.  Trouver  l’angle  de  deux  iroiut  dont  on  esnnatt  i«t 
dqvatxont.  ' f r'.ir.'.ri  j.jii 

Si,  par  l’origine,  oa  mène  det  paraltèlei  aux  deux  droMei,  l’aagle  «raprie 
«■tre  ces  parallHes  est  égal  à Taagle  cherché.  Soient  ^(flg,  2i]  OU  et'(Oi'  «es 
deux  parallèles,  et  soient  ■ • " ' iii  --'.M 

*=0*,  y=hx,  les  équations  dfe  ia  première;  '*  ’/ 
x = a'x,  g=b'x,  les  équations  de  la  seconde.  ' 

Prenons,  du  côté  des  x positifs,  0M  = 0H'=1;  et  EaitoM  l’angle  inconnu 
MOM'  = V.  Le  triangle  MOH' donne' ' • r ■; 

„ ÔS’+W—mS'*  2— 1B'* 

2ÔM?<0M'  , 

En  désignant  ptu-  a',  y,  x',  les  coordonnées  du  point  M,  et  par  tf,  s*,  celles 
du  point  M',  on  a > ' . : 

MM*=  (a--  ï7  + (y'-yy  + {x'-xj:  ' 

En  développant  les  carrés,  et  <*s«vant  que  !^  + v’’  + x'’  = l,  et  que 
^ th  =T,  U on  tgouve  -, 

MÏP=r2-2{ï'a'  + y'îr+x'i*); 

eïpar  suite  ' 

^ cosV  =a^y'4-y'ji*+i'x". 

• ' •>  a» , 

Maintenant  il  est  facile  d’obtenir  xf,  y',  x',  af,  y*,  x".  En  effet,  à cause  que 
le  point  M est  sur  la  première  parallèle,  et  que  OM  est  égale  à 1 , on  a xf=  ax', 
y'=6x',  *”4-y'’  + x’’=l;  et  delà  on  tire  ' ‘ ■ ’■* 

O b ^ 1 

“"“v/o’+è’+l’  *~v'o’+b’  + l' 

On  trouve  de  même  , , 

a'  _ V 1 

**~v/Ô^HPF+Ï’  ^'~V'*^+6"+t’  - 

Par  conséquent  on  aura  cosV  en  remplaçant  s',  y',  etc.,  par  ces  valeurs.  Oa 
trouve  ainsi  .. 

^ _ oa’  .f*  bè’  "P  1 

V«'’+  è’’+r 

Comme  les  valeurs  de  x'  et  de  x*  ont  été  prises  positivement,  il  en  résulte 
que  cette  formule  donne  l’ange  formé  par  tés  parties  supérieures  des  paral- 
lèles aux  droites  données , lequel  angle  sera  aigu  ou  obtus , selon  le  signe  du 
numérateur  aa'  + 6b'  + 1. 

M2.  Si  les  deux  droites  données  font  un  angle  droit , cos  V doit  être  zéro  ; 
donc  I 

oo'  + bb'  + 1 = 0.  î 

11  faut  bien  remarquer  que  cette  condition  n’emporte  pas  avec  elle  la  con- 
séquence que  les  droites  données  se  rencontrent;  car  elle  exprime simple- 
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ment  qtie  les  péiaimes  i ees  droites  font  nn  angle  droit.  C’est  Ui,  «1  effet,  ce 
qu’on  doit  entendre,  lorsqu’on  dit  que  deux  droites,  situées  dans  l’espace, 
•ont  perpendiculaires  entre  elles. 

Quand  une  perpendiculaire  doit  être  abaissée  sur  une  droite  donnée , U 
fautioindre  A l’équation  précédente  celle  qui  exprime  que  deux  droites  se 
coupent  (ii68).  On  peut  obtenir  ainsi  de  nouvelles  solutions  pour  les  pro- 
blèmes Xlll  et  XIV. 

583.  Si  les  droites  sont  parallèles,  on  doit  avoir  V—0  ou  =180*;  donc 
cosV=±i  ; donc 

.)!  1 ±y^o’+6*+l  ^o'’+b'’4-l=aa’+6b’+l. 

En  élevant  au  carré  et  transposant,  il  vient 


(o'—  af  + (b'  — b)>  + (Ob'—  bo')’  = 0, 

A cette  condition  il  en  faut  joindre  une  autre,  qui  est  sous-entendue,  c’est 
que  les  quantités  o , b , o'.  b',  sont  réelles.  Alors  les  carrés  qui  composent 
réquation  ci-dessus  ne  peuvent  pas  être  négatifs,  et  leur  somme  ne  devient 
nulle  qu’en  égalant  chacun  d’eux  à zéro.  De  lè  résulte 

o'=o,  b’=b,  ob'  = bo'.  < „ 


Ces  conditions,  dont  la  troisième  est  une  conséquence  des  deux  premières, 
sont  en  effet  celles  qui  expriment  que  des  droites  sont  parallèles. 

584.  En  faisant  coïncider  la  ligne  OM'  successivement  avec  chacun  des 
axes,  la  formule  générale  donnera  les  cosinus  des  angles  a,  p,  y,  formés  par 
la  droite  OM  avec  les  axes.  Les  équations  de  l’axe  des  x sont 

x = 0,  y=0; 

et  celles  de  la  ligne  OM'  peuvent  s’écrire  ainsi 


donc , pouf  la  confondre  avec  laxe  des  x , il  faut  poser 


Hais  avant  d'introduire  ces  hypothèses  dans  l’expression  générale  de  cosV, 
je  la  mettrai  sous  cette  forme 


cosV  = 


y/a»-i-.b*+iy/l+^-^^ 


alors,  par  les  hypothèses  cirdessus,  elle  donne  ■ • , 

fl  • <>  ^ 

COSflt=~  ' L'  «■  ■ 

v/ô^+F+1  ■ < 

On  retrouve  avec  la  même  facilité  les  valeurs  de  cos  ^ et  de  cosy,  sembla- 
bles à celles  du  problème  XV. 

585.  Reprenons  l’expression  trouvée  plus  haut  (581), 


cos  V = afx*  H-  y'ÿ'  x'v*, 

et  désignons  par  a,  p,  y,  et  o',  p’,  y',  les  angles  des  droites  OM  et  OM'  avec  les 


/ 
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axes.  Puisqu’on  a prisOM  = OM'=l,  il  s’ensuit  que  z'  = cosa,  y'=cos 
a'=cosir,  etc.;  donc 

cos  V = cosacosx'  + cosp  cos  P'  + cost  cos/ , 
formule  trouvée  par  une  autre  voie  (S33). 

Comme  on  a d’ailleurs  !c’  + t/'’+à’’=l  et  *"+y”  + s*’=  1,  on  retrouve 
encore  ici  les  relations  déjà  connues  (530)  . 

co5*a+  cos’p  + cos*t=l,  cosV+  cos’p'+  cosV=l. 

586.  Problème  XVII.  Connaissant  l’/qualion  d’un  plan,  trouver  les  angles 
qu'il  fait  avec  les  plans  coordonnés. 

Ces  angles  sont  égaux  à oeux  qu’une  perpendiculaire  au  plan  fait  avec 
les  trois  axes.  Soient  donc 

Ax+By-t-Cs  + D = 0 l’équation  du  plan  donnée 
x = ax,  y = bx  celles  de  la  perpendiculaire  : 

les  cosinus  des  angles  de  cette  droite  avec  les  axes  sont  donnés  par  les  for- 

A B 

mules  du  n’  580.  Hais  on  a a = ^,  à = ^ (3'^8).  En  mettant  ces  valeurs  dans 
les  formules  citées , on  obtient , pour  les  angles  dierchés , 

A „ B C 

COSa=  - — ■ cn«p= , C0SY=  — 

Va’-I-  B'+  C'  v'A’4-  B’+  C’  v/A’+  B’+  c* 

On  doit  avoir  aussi , comme  pour  la  droite 

cos’a  + cos’p  + cos’y  = I , 

relation  qui  est  d’ailleurs  vérifiée  par  les  valeurs  précédentes. 

687.  Problème  XVIII.  Déterminer  l’angle  de  deux  plans. 

L’angle  de  deux  plans  est  égal  à celui  de  deux  droites  perpendiculaires  à 
ces  plans.  Soient 

Ax  .)■  By  Cx  “f*  B — 0,  A’x  B’y  -I*  C’a  ■!“  D’  = 0. 
les  équations  des  deux  plans;  et  soient 

» = ox,  y = 5x,  et  * = o'x,  y = Vx, 
les  équations  des  perpendiculaires.  On  aura  (576) 


et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne  l’angle  de  deux 
droites  (581),  il  vient,  pour  l’angle  des  plans, 


AV+By+CC' 


/A’+B*  + CVA'’  + B’+  C' 


688.  Pour  que  les  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux , on  doit  avoir 
cosV  = 0,  c’est-à-dire, 

, AV + BB'  + 0(7=0. 

689.  Pour  que  les  plans  soient  parallèles,  il  faut  poser  cosV=±i,  ce  qui 
donne 

±\/A’+B'+C’v'A'>  + B’+(7'=  AA'+  BB'  + CC'î 
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d’où  }’on  déduirait,  «n  raisonnant  comme  dans  le  n*  583  > 

A_B_C  • ; 

590.  Les  angles  d’un  plan  avec  les  plans  des  coordonnées  étant  les  mèo^ 

.que  ceu;c  d’uqe  perpendiculaire  ù ce  plan  avec  les  trois  axes , pn  aura , ppur 
l’angle  de  deux  plans,  comme  pour  celui  de  deux  droites,  , 

eos V =;  cos«  coso'  + cos  p cosp'  + cosif  cas  j', 

q,  p,  y,  et  q’,  P',  y',  étant  les  angles  de  ces  plans  avec  les  plans  coordonnés. 
On  doit  avoir  aussi , entre  ces  angles , les  relations  , 

«»’a+ eoS*P4-co8*y=l.  cos*a'  + oo(?p' + cosY=  1. 

591.  Problème  XIX.  Trouver  l’angle  d'une  droite  et  tun  plan. 

Si  on  mène  une  perpendiculaire  mi  plan,  eilo  fera  av^C  la  droite  donnée 
uu  angle  dgal  au  complément  de  l’angle  cherché.  Soient . 

Aa  + Bp+Ca  + D^e  l’équation  du  plan, 
i=ox  + a,  p=;&x+p  celles  de  la  droite. 

A B 

En  posant  a'  = une  perpendiculaire  au  plan  a pour  équations 

U 1j 


x = a'x+a',  y = b'x  + p’. 


Mettons  les  valeurs  de  a'et  b' dans  la  formule  qui  exprime  le  cosinus  de  l’angle 
de  deux  droites  (58i),  on  aura  le  sknis  de  l’angle  cherché.  En  nommant  O 
cet  angle , il  vient 


sinUq= 


Aa  + Bb  + C 

V^o’+b’+  1 VÀ’+'&f+t»*  . 


Quand  la  droite  donnée  pst  parallèle  au  plan,  sinV=0  ; donc  Aa+Bb-i-C=70; 
c’est  la  condition  connue  (571). 

Quand  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan , sinll  — 1:  alors  encore,  en 
raisonnant  comme  dans  le  ■n»583,  on  retrouve  A=  aC,  B = bC  (576). 


CHAPITRE  I,y.  „ 

TBANPFOBMATtOIi  PE$  COOKDOIWtXS  SAh'S  L’ESPACÇ. 

.1  I 


Formules  propres  sax  diffcreiKa  cas. 

592.  Formules  podr  passer  a des  axes  parallèles  (flg.  23).  Soient  Or,  Oy, 
Ox,  les  anciens  axes;  et  O'r',  O'y',  O'z',  des  axes  pacallèles.  Nommons/',  g,  h, 
les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  O',  rapportée  aux  axes  primitifs;  x,  y,x, 
celles  d’un  point  quelconque  M , relativement  à ces  axes  ; et  x',  y’,  x',  celles 
du  même  point,  relativement  aux  nouveaux  axes.  Supposons  que  le  plan  x'O'y' 
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rencontre  Taxe  Ox  au  point  A,  et  qu’un  plan  parallèle , mené  par  le  point  M,  ' 
aille  couper  ce  même  axe  en  P,  et  Taxe  parallèle  en  P*.  OaaunOK=f,  OP=x, 
0'P'=  AP=x',  et  il  est  évident  que  x=af  + f.  Oa  trouve  de  même  y = y"+  g, 
elx=x'+h.  Donc , pour  passer  à des  axes  parallèles , les  formules  sont 

[1]  x = if  + f,  y = y'+g,  s = >'+h. 

Chaque  coordonnée  doit  être  prise  avec  le  signe  qui  convient  à sa  position. 

593.  Remarque.  Si  on  mène  par  le  point  O*  trois  axes  qui  aient  de  nouvelles 
directions,  et  si  on  veut  exprimer  x,  y,  x,  en  coordonnées  x",  y”,  x”,  comp- 
tées sur  ces  derniers  axes,  il  est  clair  qu’il  suffira  d’qbteiür  les  valeurs  de  x’, 
y*,  s',  en  fonctions  de  x",  y",  x^,  et  d’ajouter  ensuite  à ces|yAleurs  les  quanti- 
tés f,  g,  h.  C'est  pourquoi  nous  supposerons  dans  la  suite  de  ce  ehapitre  que 
l'origine  reste  toujours  la  même.  . 

594.  Formules  céNéRALEs  pour  cmarger  ls  oirsction  des  axes.  Soient  (flg.  24) 
Ox,  Oy,  Ox,  trois  axes  quelconques;  Qx',  Oy',  Ox',  trois  autres  axes;  x,  y,  x, 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M rapporté  aux  premiers  ; et  x',  y',  x', 
celles  du  même  point  par  rapport  aux  derniers.  Menons,  parallèlement  à 
l’axe  des:,  la  droite  MQ  qui  perce  le  plan  de  xy  en  Q;  et  ensuite,  parallèle- 
ment à l'axe  des  y,  la  droite  QP  qui  rencontre  la  ligne  des  x en  P ; on  aura 
OP  = X,  PQ  ==  y,  Q.M  = :.  On  construira  d’une  manière  analogue  OP'  = x', 
^&=y\  Q'M  = :'. 

Par  l’origine  imaginons  (sans  les  tracer,  afin  de  ne  pas  compliquer  la  figure] 
trois  droites  ou  axes  auxiliaires  OA,  OB,  OC , savoir;  OA  “perpendiculaire  au 
plan  de  y:,  OB  perpendiculaire  à celui  de  x:,  et  OC  perpendiculaire  à celui 
de  xy  ; puis , projetons  sur  chacun  de  ces  axes  les  deux  contours  x + y +x, 
x'  + y'  + OA  étant  perpendiculaire  aux  y et  aux  :,  les  projections  de  ces 
coordonnées  sur  OA  seront  nulles , de  sorte  que  la  projection  du  premier 
contour  se  réduit  h xcosxOA.  Cetlejdn  second  contqur  est  x'cosx'OA-f-y'cosy'OA 
+ ycos:'OA  (526).  Or,  il  est  évident  que  les  deux  projections  doivent  être 
égales;  donc 

• '■  xcosxOA=x'cosx'OA + y'cosy'OA  + s'cosjt'OA.  ’ 

Celle  fornidle  donne  x en  fonction  de  x',  y',  Oq  efi  obtient  de  semblable^ 
pour  y et  :,  en  faisant  les  projections  sur  OB  et  OC. 

Convenons  de  représenter  en  général  l’angle  de  deux  droites  en  mutant 
entre  deux  parenthèses  les  lettres  affectées  è ces  droites;  de  telle  sorte , par 
exemple , que  les  angles  xOA,  x'OA,  etc.,  soient  désignés  par  (xA),  (x'A),  etc. 
Alors,  les  trins formules  s’écriront  ainsi  c > 

^xcos(xA)=  x'cos(x'A)  + y'cos(y'A)  + :'cos(:'A), 

[2]  I ÿços(yB)=  i'cos(x’B) .)-  y'cos(y'B)  + :'cos(:'B), 

\.:co6(:C)=  x’cos(x’C)  + y'cos(y'C)  + :'cos(;ï'C). 

Comme  il  arrive  rarement  qu’on  ail  besoin  de  changer  des  axes  obliques 
en  d’autres  axes  obliques,  ces  formules  sont  peu  employées  dans  les  calculs. 

595.  Chakgeuem  des  cooRDomées  rectahgulairu  en  obliques.  Dans  ce 
qui  précède , on  peut  supposer  les  axes  des  x,  des  y et  des  : perpendiculaires 
entre  eux.  Alors  les  droites  auxiliaires  OA,  OB,  OC,  coïncident  avec  ces  axes, 
elonacos(xA)=:l,  cos(yB)  = 1,  c0s(zG)  = 1 ; de  plus,  on  doit  remplacer 
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partout  A,  B,  C,  par  ae,  y,  Pour  abréger,  on  pose 

cos(it'i)  = O,  cos(/y)  = o',  cos(ic'x)  = o", 

cos  (y'®)  b,  cos(y'y)  = b',  C08(y's)  = b', 

cos(s'4  = c,  cos(*'y)  = «'•  cos(r's)  = c*; 

et  les  formules  cherchées  seront 

/■*  = O®'  + bÿ'  + ex', 

[3]  { y = o'**  + by  + c'a', 

U=  oV+  bV+ 

Les  trois  angles  qui  serrent  h Axer  la  direction  de  chacun  des  nouveaux 
axes  ne  sont  pas  entièrement  arbitraires  : d’après  des  relations  connues  (580, 
585),  ou  doit  avoir 


[«] 


•fl*  + o'»  + o"’.=  1, 
b>  + b”»  + b*>  = 1, 
.<?  + c’’  + c'’  = 1. 


596.  Remarque.  Si  on  résout  les  équations  [3]  par  rapporté®',  y,  x*,  on  aura 
des  formules  propres  au  cas  où  l'on  voudrait  transformer  des  coordonnées 
obliques  en  rectangulaires. 

Ensuite , ces  nouvelles  formules , combinées  avec  les  précédentes  [3],  pour- 
ront servir  à passer  des  axes  obliques  é d’autres  axes  obliques.  11  suffira,  en 
effet,  d’effectuer  deux  transformations  successives:  la  première,  pour  rem- 
placer le  système  oblique  par  un  système  rectangulaire  ; et  la  seconde , pour 
substituer  à ce  dernier  un  autre  système  oblique. 

591.  Changehent  des  axes  rectangolaides  en  d’autres  axes  rectangulaires. 
On  se  servira  des  mêmes  formules  que  dans  le  numéro  précédent , 

(x  = aif  + by'  + ex', 

[4]  ] y = o'i' + b'y' + c'a', 

U = OV+  5"^+  <fx'. 

Mais  il  faut  exprimer  que  les  nouveaux  axes  sont  aussi  perpendiculaires  entre 
eux  : pour  cela , on  égale  é zéro  les  expressions  de  co$(®Y),  cos  (®'z0. 
en  fonctions  des  cosinus  a,  b,  e,  etc.  (533,  585).  En  réunissant  ces  nouvelles 
équations  de  condition  aux  trois  qu’on  a déjà,  il  y en  aura  six  en  tout,  savoir  ■ 

/ O’  + o’’  + o"’  = 1,  f ob  + a'b'  + a"b"  = 0, 

[o]  I b’  + b’»  + b"»  = 1,  [b]  J ac  + o'c'  + a’c"  = 0, 

(.c»  + c’>  + c">  = 1;  \bc  + Vd  + b'c'  = 0. 

Ces  équations  peuvent  servir  à trouver  six  des  neuf  cosinus  a,  a',  a",  b,...  Je 
ferai  connaître  tout  à l’heure  de  nouvelles  relations  qui  se  déduisent  de  celles- 
là  , et  qui  sont  d’un  fréquent  usage. 

598.  Remarquons  d’abord  que  les  deux  systèmes  d’axes  étant  rectangulaures, 
il  s’ensuit  que  a!,  y',  x',  doivent  s’exprimer  en  ®,  y,  x,  par  des  formules  ana- 
logues aux  précédentes  [4].  Et  en  effet,  si  on  se  rappelle  quels  cosinus  sont 
désignés  par  a,  a',  a",  b,  b',  V,  e,  d,  c*,  et  si  on  projette  les  trois  coordonnées 
«,  y,  X,  sur  l’axe  O®',  puis  sur  l’axe  fVi  puis  sur  l’axe  Ox’,  on  obtient 

/ ®’  = 0®  + o’y  + a"x, 

[5]  I y = b*  -f-  b'ÿ  + b*x, 
ix’  = ex+  dy  + c"x. 
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On  peut  encore  trouver  ces  valeurs  au  moyen  des  équations  [♦].  Par  exem- 
ple , pour  avoir  a',  on  les  multiplie  respectivement  par  o,  o',  o”,  puis  on  les 
ajoute  ! en  ayant  égard  aux  relations  [o]  et  [6],  il  vient*'=oa  + o'y+o'x.  On 
obtient  de  la  même  manière  y'  et  x'. 

599. 11  doit  exister  aussi , entre  les  coefficients  de  ces  valeurs,  six  relations 
analogues  à celles  qui  ont  lieu  entre  les  coefficients  des  valeurs  [4]  de  *,  y,  X; 
et  d’ailleurs  ces  relations  peuvent  se  trouver  directement.  D’abord  11  est  clair 
que  o,  1),  c,  sont  les  cosinus  des  angles  formés  par  l’axe  des  x avec  ceux  des  *' , 
y’,  x'i  et  puisque  ceux-ci  sont  rectangulaires , on  doit  avoir  a’  + b’  + (?  = 1. 
Même  raisonnement  à l’égard  de  a',  b',  et  de  o',  b',  e” . En  second  lieu , 
l’angle  (acy)  a pour  cosinus  oo'+  bb'  + cc':  or,  cet  angle  étant  droit,  on  a 
oo'  + bb'+  cc'=0.  Même  raisonnement  pour  les  angles  [xt)  et  (yï).  Ainsi,  en 
même  temps  que  les  équations  [oj  et  [b],  on  a toujours  les  suivanles  : 

^o*  + b’  + <?  = 1,  { aa'  + bb'  + ec'  = 0, 

[e]  }a’’+  b’>+ e”=  1,  • [d]  | ao' + bb' + cc*  = 0, 

£"=  1}  Va'o'+  b'b*+  c'c"=  0. 

On  peut  encore,  par  des  considérations  géométriques,  arriver  b d’autres 
équations;  mais  il  resterait  alors  des  difficultés  sur  quelques  signes  ambigus. 
Il  sera  mieux  de  les  établir  comme  conséquences  des  équations  [o]  et  [b];  et 
tel  est  l’objet  du  théorème  suivant,  dans  lequel  on  retrouve  aussi  les  der- 
nières équations  [c]  et  [d]. 


Sur  les  équations  de  condition  entre  les  neuf  coefficients  a,  a',.... 

600.  TnéORêME.  Quelles  que  soient  les  neuf  quantitésa,  a',  a',  b,  b',  b”,  e,  e*,  c*, 
si  elles  satisfont  aux  six  équations 

/o’+o'’+o'^l,  /ob  + o'b'+o'b*=0, 

[o]  J b’+b’’+b'*=l,  [b]  lac  + o'c'+o"e'=0, 

+ + . (bc  + b'c'+b*e*=0; 

je  dis  qu’elles  satisferont  également  b celles-ci: 

/0>q-5J  ' /■oo'+bb'  + cc'=0, 

[c]  !o'»+b’»+c^=t.  I [d]||oa'  + bb'  + cc’=0, 

V a'>4-  b'’+  c'^  1 , V ^'^"+  «'  «*=  ® i 

et  encore  aux  dix  suivantes , dans  lesquelles  on  devra  prendre  les  signes  su- 
périeurs ensemble,  ou  bien  les  signes  inférieurs  ensemble  : 

Ib'c»— c'b*=±o,  cb*— bc'=±o',  bc'— cb'=±o*, 
c!a"—a’d'=±b,  oc*— co'=±b',  co'— ac'=±b', 
o'b*— b'o'=±c,  bo'— ob*<=±c',  ob'— bo'=±c*, 
ob'c"— oc'b"+  co'b'— bo'c*+  bc'o'— cb'o'=±  1. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  prendrai,  avec  Poisson,  trois  Indéter- 
minées a",  y',  s";  et  je  ferai 

f ou'  4-by'  +cs'=*, 

[o]  jo'®'  + b'y'+c'x'=y, 

\ a'if+  b'y'+  «'*'=  f » 
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t,y,  S,  étant  aussi  des  indéterminées.  Si  on  éléve  ces  égalités  aii  carré  et 
qu’on  les  ajoute,  il  vient,  en  ayant  égard  aux  relations  [a]  et  [6], 

3»+y’^  + x'^z=^  + g+X\ 

On  peut  obtenir  en  tirant  des  équations  [a]  les  valeurs  de  a/,  p', 

x',  et  en  ajoutant  leurs  carrés.  Or,  ces  valeurs  elIes-mémes  peuvent  se  cal- 
culer de  deux  manières  dilTérentes. 

Premièrement,  on  peut  multiplier  les  équations  [a]  respectivement  para, 
a',  a",  et  les  ajouter  ensuite.  En  ayant  toujours  égard  aux  relations  [a]  et  [6], 
on  trouve  3f=ax  + a'y+a''x>  On  aurait  y'  et  x'  en  ajoutant  ces  mêmes  équa- 
tions, après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  b,  V,  b*,  ou  par  e,  tf, 
e*.  De  celte  manière  on  obtient 

3f—ax-}-</y  + a''Xi 
, y'=zbx+Vy  +bfx, 
x'xxcx+c'y  +d'Xi 

et  par  suite  on  a 

-H  + ^''= (a’ + b* -f  (?)  a? -i- (o’’ -i- b'» -(- c”)  V" + (a” -I- b« -1- c«)  A» 

-P  2 (oo'-t-  bb'-f  ccO  scÿ  -f-  2 (aa"-t-  bb"-)-  cc")  xx + 2(a'a"+  b'l/'+  e'd']yx. 


Cette  expression  doit  être  identiquement  la  même  qui  a été  trouvée  plus 
üaut;  donc  les  coetlicients  des  carrés  a?,  y\  xS  doivent  être  égaux  b i’unité, 
et  ceux  des  produits  xy,  xx,  yx,  doivent  être  nuis.  Ainsi  se  trouvent  démon- 
trées les  relations  [c]  et  [d]. 

Secondement , on  peut , ainsi  que  l’a  fait  Lacroix  , tirer  des  équations  [a] 
les  valeurs  de  x',  y',  x',  comme  ou  s’y  prend  ordinairement  pour  résoudre 
trois  équations  du  premier  degré  ; et , de  celte  manière , en  posant 


on  trouve 


ah'd' —ailV  — bo'c*  -f  bi/o" — cb'o"= 3i , 

^ b'c"-c'b"  , tV-be  , bc'-cb' 

1?=  X + y -f- X. 

^ a'V-b’ar  , ba’—aV  , ab'— bo’ 
a'= 5 x + î ÿ + T X. 


Ces  Valeurs  doivent  être  identiques  avec  celles  qui  ont  déjà  été  obtenues  plus 
haut;  donc  on  a 

b*c* — c'b*=aX,  cb*— bc*=o'X,  b(?— cb'=o'X, 
c/a’—aY—bX,  o<?— ca'=b’X,  ccl—ad=.1f\,  ■ 
oV— b'a"=eX,  bo»— ob*=(?X,  aV—ba!=:<rx. 


Pour  avoir  les  relations  [e],  il  suffit  donc  de  faire  voir  que  X=:tl.  A cet 
effet,  ajoutons  les  carrés  des  équations  qui  composent  la  première  ligne  des 
neuf  équations  ci-dessus;  et,  en  remarquant  que  a’-t-o’’-i-o'’=i,  il  vient 
X’= (b'c*— <^b7  -Hcb*  - b(?)»  -P  [bd—  ebj 
={b’+  b'-^-t-  b«)((?-i-  -I-  (?>)— (bc  + bV-t-  b'c7. 

Mais,  en  vertu  des  relations  données  [a]  et  [b],  le  dernier  membre  se  réduit 
à l’unité;  donc  X=±l,  et  les  éq.  [e]  sont  démontrées. 

Remarquez  bien  que  dans  toute  notre  démonstration  les  quantités  o,  a',  a",... 
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Àe  sont  assujetties  qu’aux  conditions  exprimées  par  les  équations  ta]  et  [&]  ; 
de  sorte  qu’elles  peuvent  être,  d’ailleurs,  indifféremment  négatives  ou  posi- 
tives , plus  grandes  ou  plus  petites  que  l’unité , imaginaires  ou  réelles.  Ce 
serait  donc  établir  une  restriction  inutile  que  de  les  considérer  comme  des 
cosinus,  ainsique  l’ont  fait  quelques  auteurs. 

, Éornjules  d’Ecua , pour  passer  des  axes  rectanguliircS  à d'autres  axSs  rectangulaires , 
au  mojen  de  trois  angles,  f ÿ 6 , iji. 

601.  Le  changement  des  axes  rectangulaires  en  d’autres  axes  rectangu- 
laires étant  celui  dont  l’emploi  est  le  plus  fréquent , les  géomètres  ont  pré- 
senté sous  des  formes  très-variées  les  formules  propres  à ce  cas.  Celles  que 
nous  avons  données  plus  haut  (597}  sont  fort  simples  sans  doute,  et  elles  ont 
Tavantage  de  conduire  h des  calculs  symétriques;  mais  ausri  elles  ont  l’in- 
eonvénient  d’entraîner  toujours  è leur  suite  des  équations  de  condition,  aux- 
quelles il  Ibut  avoir  égard  dans  le  calcul.  11  n’en  est  ainsi  que  parce  que  ces 
valeurs  coatienuent  neuf  constantes,  a,b,  c,  etc.,  tandis  qu’il  n'en  faut  réel- 
lement que  trois  pour  Sxer  les  directions  des  nouveaux  axes.  C’est  pourquoi 
nous  allons  nous  réduire  strictement  à ce  nombre  de  données , et  prendre 
avec  SoLEn  trois  angles  f,  9 , <f> , savoir  (flg.  25)  : 

ÿ=Tangle  ROx,  compris  entre  l’axe  des  x et  la  trace  OR  du  plan  de  x'y' 
sur  celui  de  xy, 

0= l’inclinaison  du  plan  de  x'y'  sur  le  plan  de  'xy  ; 

<)(=  l’angle  ROx'  compris  entre  Taxe  des  x'  et  la  trace  OR. 

11  y a plusieurs  moyens  d’arriver  aux  formules  qui  ne  contiennent  que  ces 
données  : celui  qu’on  va  exposer  consista  à chercher  leé  valeurs  des  neuf 
cosinus  a,  b,  c,  etc.,  en  fonctions  des  trois  angles  f,  9,  4'. 

Concevons  que  le  point  O soit  le  centre  d’une  sphère  dont  la  surface  est 
rencontrée  aux  points  A,  B,  C,  D,  E,  par  les  lignes  Ox,  OR,  Ox',  Oy,  Ox;  et 
formons  les  triangles  sphériques  ABC,  BBC,  BCE.  En  supposant  les  arcs  et  les 
angles  évalués  en  degrés,  on  a AB  = v,  — ç,  BC=t(/,  BE  = 90*, 

CæD=9,  CBA=180»— 9,  CBE=90»— 9. 

Rappelons  la  formule  connue  (93) 

cosa=  cos^cosy  + sinpsinycosA, 

dans  laquelle  a,  p,  y,  sont  les  trois  cdtés  d’un  triangle  sphérique,  et  A l’angle 
opposé  au  côté  a.  En  appliquant  cette  formule  aux  triangles  ABC,  BBC,  BCE, 
on  obtient  facilement  cos  CA,  cosCB,  cos  CE,  c’est-à-dire  a,  a',  a".  Ou  trouve 
ainsi  _ 

a =cosCA=coS9COSiJ/-f-sin(p  sin.4'  cos9, 
a'=cosCB=sinf  cosi)/-fcosf  sin]/  cos9, 
o'=  cos  CE = sin  4/  sin  9 . 

11  est  facile  de  déduire  de  ces  valeurs  celles  de  6,  b',  b",  c,  c',  <?.  En  effet, 
si  on  change  d’abord  ^ en  90*+  4'»  la  ligne  Ox'  va  se  placer  sur  Oy',  et  par 
suite  les  valeurs  de  a,  a',  a",  deviennent  celles  de  b,  V,  bf,  savoir  : 
b =— cosçsin4<  — sinçcos4<  cos9, 

6'=— sinç  sin4< +coscpcos4>cos9, 

6’=cos4isin9. 
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EOBuite,  si  on  remplace  e par  9<P+  0,  dans  les  valeurs  de  a,  a\  <f,  le 
plan  l'on  devieut  jp'OR  ; et  si  on  fait  en  outre  <{>  = 90*,  la  ligne  O2'  devient  Oa'  : 
on  obtient  ainsi 

■ e=sin9SinB, 

c'=— cosçsinB, 

£*=  COS0. 

En  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  les  formules  [4]  du  n*  S9T,  il  vient 

ix  = x'(cos  9 cos  <|i  — sin  9 stn  <)>  cos  6) 

— y'(co89Sin^  + sin9cos<)<cose)  + ;s'sin9sinB, 
j/  = x'(sin9Cos<{(  + cos9sin<)icose) 

— !/'(sin9Sini|' — cos9Cosi{icos6)  — s'cos9Sine, 

X = X*  sin  <}/ sin  0 + v' cos  <|<  sin  6 + i'cos  8. 

Telles  sont  les  formules  d’EoLEa.  Leur  généralité  est  sujette  à une  légère 
restriction , laquelle  résulte  de  ce  qu’on  a supposé , en  calculant  b,  V,  V,  que 
la  portion  d’axe  sur  laquelle  se  comptent  les  valeurs  positives  de  y'  était  pla- 
cée , par  rapport  à la  trace  OR,  à 90*  au  delà  de  l’axe  des  x'.  Si  on  voulait 
qu’elles  fussent  comptées  du  cdlé  opposé  Oy,,  il  faudrait , en  passant  des  ex- 
pressions de  a,  a',  a’,  à celles  de  b,  b',  b’,  remplacer  <|«,  non  par  90*+i)f, 
mais  bien  par  270*+ <l>;  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  on  changerait  dans  les 
formules  [6]  les  signes  des  termes  en  y'. 

602.  Quand  on  prend  la  trace  OR  pour  la  ligne  des  x',  les  formules  se  sim- 
plifient considérablement.  11  fout  alors  faire  <)'  = 0,  ce  qui  les  réduit  aux 
suivantes  : 

/x= x'cos  9 — ÿ'sin  9 cos  0 + x'sin  9 sln  0, 

[7]  < y=x'sin9+y'cos9cos0 — x'coS9  sinB, 

(x=y'sin0  +x'co80. 

Formules  pour  troarer  l’intersection  d’une  surface  par  un  plan. 

603.  Lorsqu’on  a l’équation  d’une  surface  F(x,  y,  x)  = 0,  et  qu’on  veut  con- 
naître l’intersection  de  celte  surface  par  un  plan , la  première  idée  qui  se 
présente,  c’est  de  rapporter  cette  intersection  à deux  axes  tracés  dans  son 
plan  même  : or  voici  une  méthode  pour  y parvenir. 

Supposons  que  les  axes  des  x,  y,  x,  soient  rectangulaires.  Pour  déplacer 
aussi  l’origine,  ajoutons  aux  valeurs  [6]  les  coordonnées  f,  g,  h,  de  la  nouvelle 
origine  (693),  et  substituons  ensuite  ces  valeurs  dans  l’équation  F(x,y,  x)=0. 
Alors  la  surface  sera  rapportée  aux  nouveaux  axes;  et  si  on  fait  ÿ=0  dans 
l’équation  résultante,  on  aura  l’interseclion  de  celte  surface  par  le  plan 
de  x'y',  qu’on  peut  toujours  supposer  être  le  plan  donné. 

Mais  on  peut  faire  x'=  0 dans  les  formules  avant  la  substitution  ; et  même, 
si  on  n’a  point  d’autre  but  que  de  connaître  l’inlersecUon  de  la  surface,  on 
peut  simplifier  encore  les  calculs  en  prenant  l’axe  des  x'  parallèle  à la  trace 
OR  (Bg.  26),  ce  qui  revient  à supposer  <|«=0.  De  celte  manière  on  a 

f X =/'+x'cos9 — y'sin9  cos9, 

[8]  I y =(/+x'8in9  + y'coS9COS0, 

\.x=b+y'sin6. 
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Ces  valeurs  ne  conviennent  plus  qu'au  plan  donné,  de  sorte  qu'en  les  met- 
tant  dans  i^^x,  y,i)  = 0 on  aura  l'équation  de  la  section  cherchée. 

COi.  Si  on  veut  trouver  directement  les  formules  [8],  on  le  fera  par  la 
construction  suivante.  Soit  M (lig.  2G)  un  point  quelconque  pris  dans  le 
plan  y'Ox',  dont  la  trace  sur  le  plan  xOy  est  Ox';  et  soient  les  coordonnées 
OP  = x,  PQ  = y,  QM  = x,  OP'=ri',  P'M  = y'. 

Joignez  I^Q,  et  menez  P'G  parallèle  à Oy  et  P'H  parallèle  à Ox.  La  ligne  P'Q 
est  perpendiculaire  à Ox',  l'angle  HQP'  est  égal  k xOx',  et  l'angle  MP’Q  est 
égal  k l'inclinaison  du  plan  y'Ox'  sur  le  planyOx:on  failMP'Q^O  elx'0x=-9. 
Cela  posé,  les  triangles  rectangles  MQP',  QP'H,  CGP',  donnent  MQ  = y'sin 6, 
QP'rry'cosO,  HP’=QP'sinç,  HQ=QP'cosç,  OG=x'cosç,  GP' = l'alu ç. 

Mais  on  a X = OG  — HP',  y = GP'+  HQ,  x = MQ  ; et  en  mettant  au  lieu  des 
lignes  leurs  valeurs,  puis  ajoutant  les  constantes  f,  g,  h,  on  retrouve  les  for- 
mules [8]. 

Coordonnées  polaires. 

C05.  Une  autre  sorte  de  transformation  est  encore  usitée  : c'est  celle  des 
coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  polaires.  Supposons  (flg.  27)  que 
la  ligne  OM  soit  projetée  en  OM'  sur  le  plan  de  ly,  et  qu'oii  donne  la  distance 
OM,  l'angle  MOM'  formé  par  cette  ligne  avec  sa  projection  sur  le  plan  lOy, 
et  l'angle  M'üx  que  cette  projection  fait  avec  l'axe  des  x.  Posons  OM  = p, 
MOM'=0,  M'Ox=p  : et  soient  toujours  OP=x,  PM'=*y,  MM'=x,  les  coordon- 
nées rectangulaires  du  point  M.  Les  triangles  OPM',  OMM',  donnent 

x = OM'cosf,  y = OM'sinf,  OM'=pcos6,  x=psine; 
par  conséquent 

x = pcos6cosf,  y = P cosOsinip,  x=psin9. 

Si  on  transporte  dans  la  Géométrie  les  dénominations  employées  par  les 
astronomes,  p sera  le  rayon  vecteur  du  point  M , 6 en  sera  la  latitude,  et  y la 
longitude. 

Au  lieu  des  angles  6 et  9,  on  peut  se  servir  des  angles  a,  p,  y,  formés  par 
le  rayon  p avec  les  trois  axes  rectangulaires  : alors  on  a 

x = pcosa,  y=pcosp,  x = pcosy: 

Hais  il  faut  établir,  entre  a,  p,  y,  la  relation  cos’a  + cos’p  cos’y  = t. 


CHAPITRE  V. 

ÉNUMÉRATION  DES  SURFACES  RENFERMÉES  DANS  LE  SECOND  ORDRE. 


Sur  la  classiGcaiion  des  surfaces  en  général. 

GOO.  Quand  une  surface  est  représentée  par  une  équation  entre  des  coor- 
données x,  y,  X,  parallèles  k trois  axes,  si  on  veut  la  rapporter  k d'autres 

27 
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axes , il  faut  mettre  dans  l’équation , 4 la  place  de  x,  y ; i,  leurs  valeurs 
en  fonrlion  des  nouvelles  coordonnées.  Or,  ces  valeurs  élant  de  la  forme 
ax'+by'+ei'+  f,  il  s’ensuit  que  l’équalion  transformée  restera  algébrique  ou 
transcendante  selon  que  la  proposée  est  elle-inéme  algébrique  ou  transcen- 
dante. Mais  ce  qu’il  im|iorte  le  plus  de  remarquer  ici , c'est  que  le  degré 
d’une  équation  algébrique  ne  peut  pas  changer. 

U’abord  11  est  évident  qu'il  ne  peut  pas  augmenter^  puisqu’on  remplace 
X,  y,  i,  par  des  valeurs  du  premier  degré  en  if,  y',  z';  et,  d’un  aulre  cété,  U 
ne  peut  pas  non  plus  diminuer,  autrement  le  degré  de  la  nouvelle  é(|ualion 
devrait  croilrc  si  on  repassait  aux  premiers  axes.  C'est  sur  celte  remarque 
qu'est  fondée  la  distribution  des  surfaces  algAiriques  en  dilfdrenis  ordres/ 
d’après  le  degré  de  leurs  équations,  l.e  plan  est  la  seule  espèce  de  surface 
qu'il  y ait  dans  le  premier  ordre.  Nous  vcn'ons  bieutél  qu’il  y en  a cinq  dans 
le  second  ordre. 

C07.  t'ne  propriété  géométrique  est  attachée  a chaque  ordre  : elle  consiste 
en  ce  qu'une  surface  de  l’ordre  m ne  peut  pas  être  coupée  par  un  plan  suivant 
une  ligne  d’ordre  supérieur  à m,  ni  être  rencontrée  par  une  droite  en  plus  de  m 
peints. 

ta  effet,  si  on  prend  le  plan  sécant  pour  celui  de  xy,  et  qu'on  fasse  x—0 
dans  l'équation  de  la  surface,  on  aura  l’équation  de  ^lnlcr^ectinn  de  la  sur- 
face avec  le  plan  sécant;  pr,  cetle  éc|uatinn  est  au  plus  du  degré  m. 

tn  second  lieu,  une  droite  étant  donnée,  on  peut  la  prendie  pour  t’axe 
des  j;  et  .si  alors  on  fait  z = 0,  y =0,  dans  l'équation  de  la  surlace,  on  aura 
une  équalion  i|ui  sera  au  plus  du  degré  m,el  qui  donnera,  pour  valeurs  de  x, 
les  distances  de  l’origine  aux  ditTérenIs  points  de  l'inlersecliuii  de  la  surface 
avec  la  droite  ; doue  le  nombre  des  intersections  ne  surpasse  point  tn. 

C08.  Uans  certains  cas  l’équation  dans  laquelle  on  fait  z =u  se  trouve  vé- 
riflée  par  cette  seule  sulistitulion.  Alors  elle  contient  le  facteur  z dans  tous 
ses  termes,  et  on  peut  l’écrire  sous  la  forme  Vz  = 0.  On  y satisfait  dune  en 
posant  soit  V=0,  soil  z=0.  Or,  l’équation  z=0  détermine  le  plan  de  xy  ; et 
l’autre  équation,  V=0,  n'est  plus  que  du  degré  m — 1 : ainsi  l’équation  doA- 
née  ne  représente  plus,  'a  proprement  parler,  une  surface  de  l’ordre  m. 

Il  peut  aussi  arriver  que  les  liypolbèses  y=-u,  z = 0,  vérifient  l'équatioa 
sans  aucune  détermination  de  x : alors  la  ligne  des  x est  tout  entière  sur  la 
surface. 

609.  Quant  aux  lignes  considérées  dans  l'espace,  la  principale  distinction  k 
faire  est  celle  des  lignes  planes  et  des  lignes  à double  courbure  Les  unes  peu- 
vent être  comprises  tout  entières  dans  un  plan , les  autres  ne  le  peuvent  pas. 
Le  plus  généralement  les  lignes  à doulde  courbure  sont  données  par  des  in- 
tersections de  surfaces,  mais  elles  ne  peuvent  être  assujetties  à aucune  clas- 
sification fondée  sur  l’ordre  des  surfaces  : car  on  peut  varier  d’une  inGnilé  de 
manières  deux  surfaces,  sans  changer  leur  intersection.  A la  vérité,  on  pour- 
rait considérer  les  courlies  dans  leurs  projections  (5&0)  : mais  il  arriverait 
encore  alors  qu’en  cbangeant  les  plans  de  coordonnées,  les  projections  pour- 
raient n'ètre  plus  représentées  par  des  équations  du  même  degré;  par  consé- 
quent une  classification  établie  sur  l’ordre  des  projections  serait  défectueuse. 
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Simplification  de  PéquatioD  générale  du  second  degré  ; évaDOUiaseinent  des  trois  rectangles. 


610.  On  pourrait  reconnaître  les  dilTérentps  surfaces  renfermées  dans  Té- 
quation  du  second  degré  en  suivant  la  même  marche  que  pour  les  lignes  du 
second  ordre.  Mais  comme  alors  on  serait  obligé  de  distinguer  un  grand  nom- 
bre de  cas,  il  vaut  mieux  commencer  par  simplifier  Téqualion. 

Menons  dans  ta  surface  une  suite  de  cordes  paratfèles,  prenons  les  x pa- 
rallèles à ces  cordes,  et  laissons  arbitraires  l’origine  et  ta  direction  des  s et 
des  y.  L'équation  de  la  surface  peut  être  mise  sous  la  forme 

[A]  Ai»+  A't/+  A'i>+  SBary  + 2B'xi  + SB'y * + 2Ci  + 2C'y  + SCa  + F=0. 

On  en  lire 


R étant  une  fonction  de  x et  y.  Il  est  visible  que  le  plan  dont  Téquatlon  est 

— ITi— B'-u-C» 

^ 

coupe  toutes  tes  cordes  parallèles  aux  x en  leurs  milieux;  donc,  si  on  avait 
pris  tout  d'abord  le  plan  de  ly  parallèle  è ce  plan , on  aurait  dü  trouver,  pour 
çe  plan  diamétral , x = conslanle.  C'est-è-dire  qu'alors  on  a B'=:0,  B”aO,  ët 
que  par  conséquent  l’équation  de  la  surface  se  réduit  & 


[B]  Ai’+  A'y’+  A"x’+  2Bxy  + 2Cx  + 2C'y  + 2C’x  + F =0. 

Afin  d’opérer  une  plus  grande  simplification,  changeons  la  direction  desx 
et  des  y,  sans  changer  ni  leur  plan,  ni  l’origine,  ni  Taxe  desx.  Il  n’y  a dans  [B] 
que  les  fermes  fonctions  de  x et  de  y qui  varieront;  et  il  est  évident  qu’iU 
seront,  après  la  transformation , les  mêmes  que  si  on  n’eùt  considéré  que  It 
trace  de  la  surface  sur  le  plan  de  xy,  laquelle  trace  s’obtient  en  faisant  xaxO 
dans  [B],  et  a pour  équation 


Ax»+  Ay+  JBxv+2Cx4-JC'y  + F=0. 


Or,  en  changeant  la  direclion  des  x et  des  y,  on  peut  toujours  faire  disparaî- 
tre de  celte  dernière  équation  le  rectangle  xy  : on  peut  donc  opérer  aussi  la 
même  simplincation  dans  Téqualion  [B],  et  par  conséquent  lui  donner  cette 
forme  plus  simple, 

[C]  Pi>+P'y>+P"l’-2Qi-2Q'y-2Q'x  + F=0, 

laquelle  comprend  encore  toutes  les  surfaces  du  second  ordre. 

Il  faut  bien  remarquer  qu’on  peut  avoir  cette  forme  d’équation  avec  une 
infinité  de  systèmes  d’axes  obliques:  car  d'abord  on  peut  donner  une  infinité 
de  directions  différentes  aux  cordes  parallèles  de  la  surface,  ce  qui  change 
l’axe  des  x ; et  ensuite,  quand  le  plan  de  xy  est  déterminé,  on  peut  encore 
faire  évanouir  le  rectangle  xy  en  variant  d'une  inflnilé  de  manières,  dans  ce 
plan,  les  axes  des  x et  des  y.  Et  remarquez  encore  que  tous  ces  changements 
se  font  sans  déplacer  l’origine  primitive , qui  reste  tout  h fait  arbitraire. 
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Réductions  ultérieures. 


611.  Maintenant , pour  obtenir  de  nouvelles  simpliOcations,  disposons  de 
l'origine.  A cet  effet  on  remplace  x,  y,  x,  par  * + ^,  ÿ + j,  i + h;  et  l’équa- 
tion [G]  devient 

Pi>4-  Py+  P"i’  ) 

[D]  +2(P/'-Q)i  + 2(P's-Q')y+2(P''h-Q'^*  =0. 

+ PP+  P'ff*+  I*’/»’-  iQf-  2Q'S  - 2Q'A  + F ; 

1*  Si  la  disparition  des  rectangles  n’a  Tait  év-nnouir  aucun  des  trois  carrés 
dans  [C] , les  coefficients  P,  P',  P”,  sont  différents  de  zéro , et  l’on  fera  dis- 
paraître de  l’équation  [D]  les  trois  termes  du  1"  degré  en  posant 
P/’-Q=0,  P'p-Q'  = 0,  P*h-Q'=0, 

d ou  f — ÿ — jji,  11  — p,. 

Alors  l’équation  transformée  [D]  prend  la  forme 

[E]  Pi>4-PV+ P*s*=H. 

2’  Supposons  qu’im  des  carrés  manque  dans  [C]  : par  exemple,  soitP=0. 
La  valeur  précédente  de  f devient  infinie , alors  le  terme  en  x de  la  lransfo^ 
mée  [D]  ne  renferme  plus  l'indéterminée  f,  et  il  n'est  plus  possible  de  le  faire 
évanouir.  Hais  on  fera  dis|>araître  les  premières  puissances  de  y et  de  x,  ainsi 
que  la  partie  constante,  en  prenant 

0'  ,._Q’  ,_P's»-f  P'h»-2Q'ff-2Q'h  + F. 

» — p/>  " — J»*  / 2(J  ’ 

et  l’équation  de  la  surface  sera 

[F]  P'y’+P'i’=2Qa. 

On  pourrait  craindre  que  la  dernière  valeur  de  fne  fût  infinie;  mais  il  est 
permis  de  supposer  Q différent  de  zéro.  En  effet,  si,  outrePer  0,  on  avait 
Q = 0,  l'éqiialion  [CJ  ne  contiendrait  point  s;  donc  en  prenant  pour  y et  h 
les  valeurs  ci-dessns,  la  transformée  aurait  la  forme  P'y*+  P'z’=H,  laquelle 
est  déjà  comprise  dans  l’équation  [E]. 

3*  Enfin,  considérons  le  cas  où  l'éqiiatinn  [C]  aurait  perdu  deux  carrés 
à la  fois,  et  supposons  qu’elle  soit  P"z’— 2Qi— 2Q'y— 2Q"z+  F = 0.  Alors,  on 

0* 

ne  peut  pas  faire  évanouir  les  termes  en  x et  y;  mais,  en  prenant  h = p,  le 

terme  en z disparaît  encore,  et  l’équation  [D],  en  nommant  F'  la  partie  con- 
stante , devient 

P'z*— 2Qx— 2Q'y  + F'  = 0. 

Faisons  x = 0:  cette  équation  donne  2Qx  + 2<î'tj  =f,  ce  qui  prouve  que  le 
plan  de  xy  coupe  la  surface  suivant  une  droite.  On  peut  prendre  cette  droite 
pour  ligne  des  y,  et  ce  cliangeinent  n’altércra  point  le  terme  P*a’.  Mais  les 
termes  — 2Qi  — 2Q'y  + F'  seront  remplacés  par  un  seul  de  la  forme  Sx;  car 
Il  faudra  que  riiypotbèsc  z = 0 donne  i=:0.  L’équation  de  la  surface  de- 
viendra donc  P’z’  -f  Sx  = 0 : c’est  un  cas  particulier  de  l’équation  [F]. 
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II  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre,  sans 
exception,  sont  données  par  les  deux  équations 

[E]  Pi>4-PV+P"i’=H, 

[F]  P'ÿ’+P'i’=2Q*. 

A la  vérité , les  coordonnées  ne  sont  pas  rectangulaires  ; mais  pour  le  moment 
cette  condition  est  inutile. 


Remarques  sur  les  équations  réduites.  — Distiaction  cotre  les  surfaces  qui  ont  on  centre 
et  celles  qui  n'en  ont  pas. 

612.  Le  caractère  distinctif  des  surfaces  renfermées  dans  les  équations  ré- 
duites [E]  et  [F],  et  qui  résuilc  de  la  forme  même  de  ces  équations , c’est  que 
les  unes  ont  un  centre,  cl  que  les  autres  n'en  ont  pas. 

En  effet,  les  équations  d'une  droite  passant  par  l’origine  sont  x = ax, 
y=rbx;  et  en  les  combinant  avec  [E],  on  aura,  pour  les  deux  points  M et 
H'  (lig.  28)  où  la  droite  rencontre  la  surface,  des  coordonnées  égales  et  de 
signes  contraires.  De  là,  il  est  facile  de  conclure  que  l'origine  coupe  en  leurs 
milieux  toutes  les  cordes  menées  dans  1a  surface  par  celle  origine.  Or,  celle 
propriété  est  la  délinition  même  du  centre. 

Quant  aux  surfaces  de  l’équation  [F],  si  elles  avaient  un  centre,  on  pour- 
rait y placer  l'origine;  cl  en  menant , par  celle  origine,  une  corde  quelconque 
entre  deux  points  de  la  surface,  les  coordonnées  de  ces  deux  (toints  ne  de- 
vraient dilTércr  que  par  les  signes.  Pour  (|ue  cela  soit,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  l’équation  de  la  surface  ne  doit  renfermer  aucun  terme  du  |ire- 
mier  degré:  or,  quand  nous  avons  déplacé  rorigine  (ül  I)  pour  i>as$er  de 
l'équation  [C]  à la  transformée  [K] , nous  n'avons  conservé  le  terme  en  x que 
parce  qu'il  a été  impossible  de  le  faire  évanouir;  done  l'équation  [F]  ne  re- 
présente que  des  surfaces  dénuées  de  centre.  Il  est  bien  cuicndii  que  Q est 
dilTcrent  de  zéro;  autrement  l'équation  [F]  serait  un  cas  particulier  de  [K], 

013.  Cependant  il  faut  observer  que  si  ces  dernières  surlaces  n’onl  pas  do 
centre,  c'est  (larce  que  les  coordonnées  qui  déterminent  en  général  la  posi- 
tion de  ce  point  deviennent  inlinies,  nu  au  moins  l’une  d'elles.  Ainsi , h |>ar- 
ler  exactement,  ces  surfaces  doivent  être  regardées  comme  ayant  un  centre 
situé  à l’inlini,  cl,  par  conséquent,  on  pourra  leur  appliquer  les  |>ropriélés 
des  premières  en  y faisant  les  mndilicaiions  convenables.  C'est  ainsi  que  les 
paraboles  sont  des  ellipses  dont  les  axes  snnlinlinis. 

614. 1.a  forme  de  l'équation  [E]  met  encore  en  évidence  d’autres  propriclés. 
Comme  elle  ne  contient  x.y,  z,  qu'au  carré,  si  on  coupe  la  surface  par  des 
plans  parallèles  au  plan  de  deux  axes  coordonnés,  on  voit  facilement  que 
les  sections  sont  des  courbes  qui  ont  leurs  centres  sur  le  trois  èine.  Or,  celle 
propriété  est  celle  que  nous  prendrons  pour  définition  des  diamètres;  donc 
les  axes  actuels  des  coordonnées  sont  des  diamètres  de  la  surface. 

Quand  le  diamètre  est  per|iendiculaire  aux  plans  des  sections  parallèles, 
c’est  un  diamètre  principal  ou  un  axe  de  la  surface. 

GIS.  H est  évident  aussi  que  l'équation  [E]  donne  pour  chacune  des  va 
riables  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Chaque  plan  coordonné 
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coupe  donc  «n  leurs  milieux  une  suilo  de  cordes  parallèles  j et , pour  celle 
raison,  on  dit  qu'il  est  un  plan  diamétral. 

Quand  un  plan  diamétral  est  perpendiculaire  aux  cordes  qu’il  divise  en 
leurs  milieux,  on  le  nomme  plan  diamétral  principal,  ou  simplement  plan 
principal.  Alors  les  cordes  elles-mêmes  peurent  aussi  être  nommées  cordés 
principales  (*). 

616.  Dans  une  surface  du  second  ordre,  quand  trois  diamètres  sont  telle- 
ment disposés  que  chacun  contient  les  centres  des  sections  parallèles  au  plan 
des  deux  autres,  on  les  appelle  diamètres  conjugués.  Et  pareillement,  trois 
plans  dtamétranx  sont  conjugués  lorsque  les  eordee , que  ehacim  coupe  par 
moitié,  sont  parallèles  à l'intersection  des  deux  autres. 

De  ces  déOnitioiis  il  résulte  que  dans  l’équation  [E]  les  axes  des  coordon- 
Béts  sont  des  diamètres  conjugués,  et  que  les  plans  coordonnés  sont  des  plans 
diamétraux conjugnés.  En  général,  quels  que  soient  les  diamètres  conjugués, 
ou  les  plans  diamétraux  conjugués,  auxquels  on  rapporte  la  surface,  sop 
équation  doit  conserver  la  forme  [E]  ; car,  si  elle  en  avait  une  autre , les  con- 
ditions qui  caractérisent  ces  {dans  et  ces  diamètres  ne  seraient  pas  remplies. 

617.  Dans  l'équation  [F],  il  n’y  a que  l'axe  des  x qui  soit  un  diamètre,  et 
il  B’y  a que  les  plans  de  xy  et  de  xx  qui  soient  plans  diamétraux.  Ces  deux 
plans  sont  aussi  appelés  conjugués,  atlendu  que  les  cordes  que  chacun  d’eux 
coupe  par  moitié  sont  parallèles  h l’aulre. 

Surbese  douées  do  eeutre. 

dis.  Ces  surfaces  sont  comprises  dans  l'équalion 
[El  Pi’+P'y’+P'î’^.H. 

Je  laisserai  d’abord  de  cdlé , pour  y revenir  plus  tard  (675),  tes  cas  oD  cette 
équation  a quelque  cnefilcienl  égal  à zéro.  En  changeant  tous  les  signet,  si 
cela  est  nécessaire,  on  |>eiit  faire  qu'il  y ail  dans  le  premier  membre  deux 
coelficienls  positifs  : je  suppose  que  ee  soient  P et  P*.  Alors  l’équalion  [£] 
préwale  trois  cas , savoir  : 


[P] 

Pi-’+P'y’+Fi~  + H, 

Pa=+Py-P'é’c=+U, 

P;^  P'y»-P”s?=— H. 

e On  ne  parle  pas  du  cas  Pj?+  Pi/’’+  P*j’=  — H , parce  qu’il  n’existe  ancim 
point  dont  les  coordonnées  puissent  rendre  le  premier  membre  égal  à la 
quantité  négative  — H. 


Cj  En  général,  si  une  équatinn  algébrique  ne  contient  que  des  termes  de  môme  ibrlté, 
c’est  à-dire . tous  de  degré  | air,  oa  tons  de  degré  impair,  la  surlace  aura  rurigino  pour 
centre.  I.’éqiiation  «yr*  — îirr + yï-4- 1 :=0  est  dans  ce  cas. 

Si  les  termes  sont  de  même  parité  seulement  par  rapport  à doux  coordonnées  • et  y , 
l’axe  de  la  ti  oisième  sera  un  diamètre.  Exempte  ; x’y's  —x‘s'  — y — s — 0. 

Enfin , ai  teua  ica  termes  sont  de  degré  pair  par  rapport  à une  seule  coordonnée,  x,  le 
pteu  lie sy  est  un  plan  diamétral.  Exemple  : xgs‘  —x's'  — s'  — i =0. 
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619.  Discutons  d'abord  l’équation 
[P]  Pi’+P’ÿ’+PV=ll. 

Le  procédé  ic  plus  simple,  pour  connaître  la  forme  d’une  surface,  consiste  à 
eliercber  ses  intersections  avec  les  plans  coordonnés  et  avec  leurs  parallèles:  ' 

en  conséquence  je  fais  allcrnalivcmeiit  3=0,  y=0,  i = 0,  dans  [P],  il  vient 


P*>  + P'ÿ>=H,  Pj’+P'3’=H,  Fy>  + P's>=Hi 

donc  les  plans  coordonnés  coupent  la  surface  suivant  des  ellipses,  AB,  AC.BC 
(Qj.  29}.  Afin  d'éviter  la  confusion,  on  n'a  tracé  qu’un  quart  de  cliacune. 
Pour  avoir  des  sections  parallèles  au  plan  de  xy,  je  fais  3=-r;  et  j'obtiens 


Pi*4-P''/=H  — P»i*, 

équation  qui  est  encore  celle  d’une  ellipse.  A la  vérité , celle  ellipse  est  la 
projection  de  la  section  sur  le  plan  de  xy,  mais  ici  celle  projection  est  é^le 
A la  section  elle-même.  Donc,  si  on  prend  Oo=y,  cl  si  on  mène  le  plan  aob 
parallèle  à lOy,  la  section  ab  qu’il  fera  dans  la  surface  sera  une  ellipse  égale’ 
à celle  qui  est  donnée  par  l'équation  ci-dessus.  Les  longueurs  de  scs  demi- 
diamètres,  parallèles  aux  z et  aux  y,  sont 


./H  — D'y”  . ./H— D'y 

»»==y— p-^« 

Ces  expressions  changent  avec  la  valeur  de  y-  Elles  vont  en  diminuant  de- 
puisY=0  jusqu'à  Y=yp,  : à celte  limile  elles  sont  nulles;  cl  au  delà 

elles  sont  imaginaires.  11  s’ensuit  que,  si  on  prend  0C=  ^/p„,  la  surface 
n’aura  que  le  point  B rie  commun  avec  le  plan  RCS  parallèle  à xOy,  et  M 
S’étendra  pas  au-dessus.  , . i i . ! 

En  changeant  y en  — y.  on  a des  sections  situées  du  cAlé  des  x négatifs.  If 
est  évident  qu'eltes  sont  égales  à celles  qui  sont  placées  aux  mêmes  dis- 
tances, de  l'autre  côté  de  l'origine.  En  prenant  QC=UC,  et  menant  le  plan 
R’C'S'  par.allèle  à xOy,  la  surface  ne  dépassera  pas  ce  plan,  et  n’aura  avec  lui 
que  le  point  C’ de  commun.  ■ o 

On  trouverait  des  résultats  analogues  en  faisant  des  sections  parallèles  ontr 
plans  de  xz  et  de  yz.  Mais  ce  qui  précède  donne  une  idée  assca  précise  do  la 
surface . et  suRit  pour  prouver  qu'elle  est  limitée  et  fermée  daais  teus  1er 
sens.  Elle  a reçu  le  nom  d'ELursofoE. 

On  donne  a l'équation  [P]  une  forme  remarqualile  en  y introduisant  les 
Umgveurs  des  diamètres  conjugués,  sur  lesquels  sont  complées  les  coordon- 
nées Z,  y,  X.  Divisons  d'abord  celle  équation  par  H , puis  faisoils 


Il  viendra 
IP] 

ou  bien 


/H  /n 

î>=Vp" 


- -I-  C-4.  î.—  1 
oi+  b:+  '• 

Wz>  + a’chj»-|-aW=aW  ; 
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et  il  est  évident  que  o , 6,  c,  sont  les  demi-diamètres  dont  il  s’agit  : car  si 
par  exemple,  on  fait  y=0  et  x=0,  on  trouve  x=±o  «i’ 

Quand  les  coordonnées  sont  recUngulaires  et  qu’on  suppose  6=o.  l’éqûa- 

tion  [p]  devient  X +y  +-^i  a’;  alors  toutes  les  sections  perpendiculaires 

à la  ligne  des  x sont  des  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  cetle  ligne.  Comme 
d ailleurs  le  plan  ^e  xs  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  qui  a cetle  ligne 
pour  un  de  ses  axes,  on  conclut  que  la  surface  est  engendrée  par  la  rolatiS^n 
d une  ellipse  autour  d’un  de  ses  axes.  C’est  VelliptoiiU  de  ritolution 
Si  de  plus  on  suppose  c=o,  l’équation  devient  x»+yv+,i=a..  r’est  celle 
d une  sphère  donl  le  centre  esl  à l'origine.  Pour  placer  le  centre  dans  unA 
position  quelconque , il  faut  prendre  l’équation 

(I— o)>  + (y  _p)5  + (X  _y)J  — 

II  est  clair,  en  effet,  que  tous  les  points  de  la  surface  sont  è la  distance  a d’un 

“■  P.  T : donc  la  surface  est  cèuê 
d une  sphère  qui  a ce  point  pour  centre , et  a pour  rayon 
020.  Passons  à l’équation  [P'J 

P*’+P’*ÿ — P'a*=H. 

Les  sections  de  la  surface  par  les  plans  coordonnés  ont  pour  équations 

Px»-f-P'y’=H,  Px»— P'y»_pv=H. 

U première  détermine  une  ellipse  ABA'U'  (flg.  so);  et  les  deux  autres,  des 
hyperboles.  En  faisant  ;r=rty,  il  vient 

Px“+Py=H  + P'Y>; 

donc  les  sections  parallèles  au  plan  de  xy  sont  des  ellipses,  à quelque  dis- 
tance de  l’origine  qu’elles  soient  lailes.  Elles  ont  deux  demi-diamètres  con- 
jugués parallèles  aux  x et  aux  y;  savoir. 


et  on  voit  qu’ils  peuvent  croître  jusqu’à  l’infini.  C’est-à-dire  que  la  surface 
S ouvre  de  plus  en  plus  à mesure  qu’elle  s’éloigne  du  plan  de  xy. 

L’équation  [P'J  n’étant  pas  semlilable  par  rapport  à x,  y,  x,  lès  plans  pa- 
ralleles  axxayz  donnent  d'autres  résultats.  Soit  fait  y=±:p,  on  a 

donc  la  surface  est  coupée  suivant  des  liyperlmles  par  tous  les  plans  paral- 
lèles à celui  de  xx.  Mais  ces  courbes  n’ont  jias  toujours  leurs  brandies  tour- 
nées du  même  côté.  Tant  que  p est  moindre  que  OB  ou  (flg.  31),  le  dia- 
mètre transverse  des  sections  est  parallèle  aux  x : quand  p est  plus  grand 
ce  diamelre  est  parallèle  aux  x.  Entre  ces  deux  sortes  d’hyperboles  on 
trouve  deux  droites  qui  se  coupent  * car  p=OB  donne 

Px»— PV=0,  d’où  Xv/P  = ±Xy’P'. 

Les  projecUons  de  ces  droites  sur  le  plan  de  xx  sont  évidemment  les  asymp- 


Digitizf"  by  Google 


GÊOUÉTBIE  ANALYTIQUE  A TROIS  DIMENSIONS.  I|25 

totes  communes  aux  projections  des  deux  sortes  d’hyperboles  (flg.  32).  Les 
sections  parallèles  au  plan  de  yx  donnent  des  remarques  analogues. 

On  doit  maintenant  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  surface  que  nous 
éludions  , laquelle  est,  comme  on  voit,  tout  à fait  différente  de  l’ellipsoïde. 
On  la  nomme  Hyperboloïde  a u.se  nappe. 

Pour  mettre  en  évidence  les  diamètres  de  celle  surface,  on  divise  l’équa- 
tion [P']  par  H,  on  fait,  comme  dans  le  n°  010, 


et  il  vient 

[Pl 


^ , y’ 
O»  b’ 


La  surface  rencontre  le  diamètre  des  x et  des  y aux  disUnces  a et  è.  Mais 
elle  ne  rencontre  pas  le  diamètre  des  z;  car,  en  faisant  x =0  et  y—0,  on 
trouve  z=±c\/^.  C’est  pourquoi  l’on  dit  qu’il  y a deux  diamètres  rielt 
et  un  diamètre  imaginaire. 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  qu’on  suppose  è=a,  l’équa- 

fl* 

lion  [pT  devient  l’+y’— — z’=o=:  alors  la  surface  peut  être  engendrée  par 

une  hyperbole  tournant  autour  de  son  second  axe.  C’est  un  hyperboloïde  de 
rirolution  à nappe. 

02t.  Le  dernier  cas  des  surfaces  douées  de  centre  est 


[P*]  Pi'+P'ÿ’  — 1^*’=  — IL 

Pour  les  sections  des  plans  coordonnés,  on  trouve  les  équations 

P*«+P'ÿ»=  — U,  Px»— P'z'zï  — H,  D'y»— P’z>=  — Hî 

la  première  est  impossible,  ce  qui  prouve  que  le  plan  de  xy  ne  rencontre  pas 
la  surface  ; les  deux  autres  représentent  des  hyperboles  ^flg.  33). 

L’équation  [P']  donne 

Px>+py  = P'i*— H, 

/H 

et  de  Ib  onconclut  que , depuis  z = 0 jusqu’k  z=±  y'p,,  la  surface  n’est 
point  rencontrée  par  un  plan  parallèle  b celui  de  xy  ; de  sorte  que , si  on 
prend  OC=:OC'=  ^/p,  et  qu’on  mène  les  plans  RCS,  R'C'S',  parallèles  b 

celui  de  xy,  la  surface  n’aura  aucun  point  entre  ces  plans.  Lorsque  z=±OC, 
la  section  n’est  encore  qu’un  seul  point , C ou  C'  ; mais , en  faisant  croître 
ensuite  z jusqu’b±oe,  on  obtient  des  ellipses  réelles,  telles  que  abaV,  dont 
les  diamètres  augmentent  jusqu’b  l’inllni. 

Quant  aux  sections  parallèles  au  plan  de  xz,  ou  b celui  de  yz,  elles  sont 
toujours  des  hyperboles  semblables  et  semblablement  placées. 

La  forme  de  la  surface  est  facile  b saisir.  Elle  diffère  essentiellement  de 
l’ellipsoïde  en  ce  qu’elle  s’étend  b l’inllni  ; cl  de  l'hyperboloïde  b une  nappe, 
en  ce  qu’elle  est  composée  de  deux  nappes  disjointes.  On  la  nomme  Hyper- 

lOLOÏDE  A DEUX  KAPPES. 
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En  metlant  les  diamètres  en  évidence,  l’équation  [P’^  se  change  en 


ip"] 


a?^  V c*  • 


Les  ^mètres  la  et  2ft  sont  imaginaires , et  le  troisième  2c  est  seul  réel. 

L’hypothèse  b=a  réduit  l’équation  è celle-ci  : l’  + y’— — — a’,  la- 
quelle  représente  un  hyperboloide  de  révolution  d deua  nappas.  ' 


Surfaces  dénuées  de  centre. 

622.  Ces  surfaces  sont  renfermées  dans  l’équation  [F]  (6tl), 

[F]  P'y’-|-P'i’=2Q*. 

On  peut,  si  on  le  veut,  changer  tous  les  signes,  et  aussi  le  sens  des  x poiitilsi 
ét  de  celte  manière  on  pourra  rendre  positifs,  s’ils  ne  le  sont  déjà,  les  coeffi- 
cients de  if  et  de  X.  De  là  il  suit  que  l’équation  [F]  n’offre  que  deux  cas  gé- 
néraux, savoir: 

[Q]  P'y’  + P"i»=:2Qx,  [Q'I  Fy'- P"*»=  20*. 

623.  Considérons  d’abord  la  surface  qui  résulte  de  l’équation  [Q].  Pour  leq 
sections  des  plans  coordonnés,  on  a les  équations 

P'»/  + P”j5’=0,  P’!/-=2Qi,  P';>=2Qi: 

la  première  détermine  l'origine  ; et  les  deux  autres,  des  paraboles  telles  que 
ROlt',  SOS'  (lig.  34). 

En  prenant  x négatif,  l'équation  [Q]  est  impossible;  mais  les  valeurs  posi- 
tives de  X donnent  des  ellipses,  telles  que  bcb'é,  d’autant  plus  grandes  que  * 
est  plus  grand. 

Les  sections  parallèles  à chacun  des  deux  autres  plans  coordonnés  sont 
des  paraboles  respccliveincnl  égales  à HOU’  et  à SOS'.  PareNCinpIe,  si  on 
fait  î = y,  il  vient  P'/=2Qx—  P"y’:  et  celle  équation  donne  une  parabdle 
rdr',  qui  nedilTère  de  flOR'que  par  la  situation. 

La  surface  que  nous  venons  d’examiner  a reçu  le  nom  de  Paraboloïoe 

ELLIPTIQUE. 

Les  paraboles  siliiées  dans  les  plans  de  xy  et  de  xs  ont  pour  diamètre 
coinimm  la  ligne  des  *;  et  leurs  paramètres , relatifs  à ce  diamètre , sont 

—,  p.  Pour  les  introduire  dans  l’équation  [Q] , on  posera®  =-g,  ®„=g'; 
et  il  viendra 

qy  + qz^=2qq'l. 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  queP’’=P'  ou  g'sq,  la 
surface  est  produite  |iar  la  rotation  d'uue  parabole  autour  de  son  axe  : c'est 
alors  le  parabnloïde  de  révolution. 

624.  Il  ne  reste  plus  à discuter  que  l’équation  [Q’].  Elle  donne,  pour  les 
sections  des  plans  coordonnés, 

P'ÿ»— P'x*=0,  P'ÿ’=2Qi,  P”î’  = — 2Qa. 

La  première  de  ces  équations  détermine , dans  le  plan  de  yi,  deux  droites  OD 
et  OD’(fig.  36);  la  seconde  indique,  dans  le  plan  de  xy,  une  parabole  ROR' 
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tournée  du  cdlé  des  c positifs;  et  la  troisième  donne  dans  le  plan  de  zx,  une 
parabole  SOS'  tournée  du  cdlé  des  x négatifs. 

Pour  avoir  des  sections  parallèles  au  plan  de  yx,  faisons  x=±a.;  il  vient 
P't/— P'j»=i:îQa! 

c’est-b-dire  qu'on  a des  hyperboles  dont  les  branches  sont  diCTéremment 
tournées  selon  le  signe  de  a.  Il  est  à remarquer  que  toutes  ces  hyperboles 
ont  leurs  centres  sur  l’aae  des  x,  et  que  leurs  asymptotes  sont  parallèles  aux 
droites  OD,  OD'  ; par  conséquent  ces  asymptotes  sont  situées  dans  les  deux 
plans  conduits  par  ces  droites  et  par  Taxe  des  x. 

Faisons  encore  x=y  : on  trouve  pour  les  scellons  parallèles  au  plan  de  xy, 
P’y^=2Qx+P'f. 

Cette  équation  donne  une  suite  de  paraboles;  et  ces  paraboles  ne  sont  autrw 
que  la  parabole  ROIt',  placée  successivement  dans  les  différentes  positions 
qu'elle  occuperait , si  on  la  faisait  mouvoir  de  manière  que  son  plan  fut  tou- 
jours parallèle  au  plan  de  xy,  son  diamètre  (Xr  parallèle  à la  ligne  des  »,  et  fe 
point  O toujours  sur  la  parabole  SOS'. 

Il  est  évident  ipie,  dans  ce  mouvement,  la  parabole  RUR'  doit  engendrer  la 
surface.  Les  sections  parallèles  au  plan  de  xz  montreraient  que  la  surface  peut 
être  aussi  décrite  en  faisant  glisser  la  seconde  parabole  le  long  de  la  pre- 
mière. Ce  mode  de  génération  indique  clairement  la  forme  de  la  surface, 
laquelle  est,  comme  on  voit,  semblable  à celle  que  prendrait  un  cylindre  à 
base  parabolique,  dont  les  arêtes  seraient  recourbées  en  paraboles  (fig.  36). 

Cette  surtare,  qui  diffère  e.ssenlieilement  de  la  précédente  h raison  des  sec- 
tions hyperboliques  qu'on  y peut  faire,  s'appelle  Paradoloïdc  bypehbolique. 

En  menant  en  évidence  les  paranièires  du  diamètre  O2,  relatifs  aux.  deux 
paraboles  ROR',  SOS',  l'équation  [Q']  devient 

[q^  qV—qx^zziqtfx. 


Cas  particuliers. 

625.  Il  faut  maintenant  considérer  les  cas  partIcuUors  où  il  7 a dM  termos 
nuis  dans  les  équations  [E]  et  [F] , 

[E]  1^!/»+ P*x’=  H , [F]  P's»-HP'x>=2Qi. 

1*  Lorsque  H =0,  l'équation  [E]  se  réduit  b Pi’-f  P'y’-t-P'i’=0;  et  comme 
on  peut  toujours  regarder  P et  F comme  positif,  il  n'y  a que  deux  cas  dis- 
tincts à examiner,  savoir  : 

[1]  Pi>-f-P'y>  + P'j*=o,  [2]  Pa?4-P'y’— P*x*=0.- 

L'équalion  [I]  ne  peut  êire  vérifiée  qn'en  prenant  à la  fois  z = 0,  y = 0, 
X=0;  donc  elle  représente  un  point  unique.  C’est  un  ellipsoïde  dont  les  di- 
mensions sont  nulles. 

L'équation  [2]  représente  un  cône.  En  effet,  l’équation  d'un  plan  quel- 
conque passant  par  l’axe  des  x est  y = ox  ; et  si  on  met  celle  valeur  de  y dans 

[2]  on  trouve  

a»-t-P'a>',x'-PV=o,  d’oùx=±*yÇ^^,: 


D.j.î.7,-^  by  GoogI 


X 


&2S  TnOISIÈME  PAUTIE. 

résultat  qui  prouve  que  l’inlerseclion  du  plan  avec  la  surface  de  l’équation 

[2]  se  prnjelle  sur  le  plan  de  xx  suivant  deux  droites  passant  par  l’origine. 
Ainsi , tous  les  plans  conduits  par  l’axe  des  x coupent  la  surface  suivant  des 
droites  passant  par  l’origine  ; donc  la  surface  est  un  cdne  qui  a l’origine  pour 
sommet. 

2"  Dans  l'hypothèse  ^=0,  l’équation  [E]  devient  Pi=  + P’y’=H.  Regar- 
dons P comme  positif,  et  prenons  alternativement  P'  positif  et  P'  négatif, 
on  a 

[3]  Pi»  + Pÿ’=II,  [4]  Pa?-P’y’=H. 

L’équation  [3]  donne  un  cylindre  à base  elliptique  quand  H est  positif  (548^ 
Il  se  réduit  à une  droite  si  H = 0,  car  alors  l’équation  ne  peut  se  vériOer 
qu'en  faisant  x=0,  y = 0;  et  il  devient  imaginaire  si  H est  négatif. 

L’équation  [4]  donne  un  cylindre  à base  hyperbolique,  quel  que  soit  le  signe 
de  II.  Quand  H = 0,  on  a deux  plans  qui  se  coupent, 

3°  Supposons  P'=:0,  P'=0:  l'équation  [E]  se  réduit  à Px’=H,  et  repré- 
sente alors  deux  plans  parallèles,  nu  un  plan  unique,  ou  deux  plans  imagi- 
naires, selon  que  H est  positif,  nul  ou  négatif. 

4*  En  laissant  de  cdté  les  cas  qui  rentrent  dans  les  précédents,  l'équation 
[F]  ne  donne  que  celui-ci  P'y’=2Qi.  La  surface  est  alors  un  cylindre  ci  base 
parabolique. 

Conclusion  du  chapitre. 

C2C.  Celte  conclusion  est  que  les  surfaces  du  second  ordre  peuvent  se  dis- 
tribuer en  cinq  genres,  savoir  : I'ellipsoïde,  I’hyperboloïde  a une  kappe, 
I’hyperboloïde  a deux  nappes,  le  parabolo'ide  elliptique,  et  le  parabolo'Ide 
hyperbolique. 

Toutefois,  pour  que  cette  classification  soit  complète,  il  faut  ratlacher  h 
ces  surfaces,  comme  cas  particuliers,  les  cônes  et  les  cylindres.  En  outre,  il 
faut  remarquer  qu'une  éqiial.on  du  second  degré  peut  aussi  donner  deux 
plans  qui  se  coupent,  deux  plans  parallèles,  un  plan  unique , une  droite, 
un  point  ; et  même  elle  peut  offrir  des  cas  d'impossibilité. 


CHAPITRE  VI. 

DD  CENTRE.  — PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES.  — PLANS 
ET  AXES  PRINCIPAUX. 


Recherche  du  contre  dans  le  cas  te  plus  générât 

627.  Quand  une  surface  du  second  ordre  a un  centre  et  qu’on  y place  l'ori- 
gine , les  termes  du  premier  degré  doivent  s’anéantir  (612)  ; donc , pour  con- 
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nallre  si  la  surface  a un  centre,  il  suflil  de  transporter  les  axes  parallèlement 
à eux-mêmes,  à une  origine  quelconque,  et  de  déterminer  ensuite,  s’il  est 
possilile,  les  coordonnées  de  cette  origine  par  la  condition  que  les  termes  du 
premier  degré  disparaissent.  Prenons  l'équation  générale 
[A]  Ai>  -I-  AV  -I-  A'x’  + SBxy  + 2B'«  -f  îl^y*  -f  2C®  -|-  2Cy  -t-  2C'x  + F=0. 
et  cliangeons-y  œ,  y,  x , en  i -I-  /i  y -I-  y,  x -f  A.  En  faisant , pour  abréger, 
D=Af  -t-Dg  +Kh  -f-C, 
h'=A'g  + n +B"A-(-C', 
h’=A"h+Vf  + Vi"g+C, 

G=AP  + A'g»+  A'h’-I-  2B/g  + 2Wfh  + 2B’gh  -t-  2C^-|-  2C'g  + iCTh  -|-  F, 
il  viendra  une  nouvelle  équation  qui  aura  la  forme 

Ai>  + AV  -h  A'x>  -I-  2llxy  + 2B'ix  + 2B"yx  + 2Di  -i-  2D'y  -t-  2D"x  -|-  G = 0. 

Bemarquez  : 1*  que  les  termes  du  2*  degré  ont  les  mêmes  coefficients  que 
dans  la  proposée;  2*  que  ceux  du  1"  degré  peuvent  s’obtenir  en  mettant 
f,  g,  h,  b la  place  de  *,  y,  x,  dans  les  polynômes  dérivés,  relatifs  h x,  y,  x,  du 
premier  membre  de  la  proposée;  3°  que  la  partie  constante  G n’est  autre 
que  ce  premier  membre  dans  lequel  on  a opéré  les  mêmes  substitutions. 

Puisqu’on  veut  faire  disparaître  les  termes  du  premier  degré , on  posera 

[I]  D = 0,  D’  = 0,  D'=0: 

alors  l’origine  sera  placée  au  centre,  et  l’équation  de  la  surface  devient 

[G]  Ai»  -f  AV  + A'x*+ 2Biy  -1-  2B'xx  -|-  2B'yi  + G = 0. 

En  même  temps  l’expression  de  G se  simplifie  considérablement  : car,  si 
après  avoir  multiplié  les  équations  [1]  respectivement  par  f,g,h,  on  les  re- 
tranche de  G , il  vient 

G = C/’-t-C'g-i-C"A  + F. 

Il  est  bon  aussi  de  remarquer  (jue  dans  les  valeurs  générales  de  f,  g,  h,  dé- 
duites des  équations  [I],  le  dénominateur  commun,  que  j’appellerai  K,  est 
K = AB'”  -I-  A'B”  + A'B’  — A A'A’— 2BB'B'. 

028.  Les  équations  [1]  font  connatire  f,  g,  h.  En  considérant  ces  coordon- 
nées comme  des  variables,  les  équations  [i]  représentent  trois  plans;  et  c’est 
l’intersection  de  ces  plans  qui  détermine  le  centre.  Alors  se  présentent  les 
distinctions  suivantes  : 

1*  Quand  les  plans  ont  un  point  commun  et  qu’ils  n’en  ont  qu’un , la  sur- 
face a un  centre  unique  ; c’est  le  cas  te  plus  général. 

2”  Quand  les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite , tous  les  points 
de  celle  droite  sont  des  centres. 

3“  Quand  les  trois  plans  se  confondent  en  un  seul,  tous  les  points  do  ee 
plan  peuvent  être  pris  pour  centres. 

Enfin,  quand  aucun  point  n'est  commun  aux  trois  plans  à la  fois,  et  c'est 
ce  qui  arrive  quand  ils  sont  paralièles,  ou  quand  l’un  d’eux  est  parallèle  à 
rinlcrseclion  des  deux  autres.  Alors  la  surface  n’a  point  de  rentre,  ou  plutôt 
le  centre  est  à l’infini  : car  les  valeurs  générales  de  f,  g,  h,  déduites  des  équa- 
tions [I],  deviennent  infinies,  ou  au  moins  l’une  d’elles. 

620.  U est  évident  qu’on  doit  avoir,  dans  le  premier  cas , l’une  des  trois 
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surfaces  douées  de  centre,  ou  un  cène  ou  un  point  unique,  ou  un  cas  d’im- 
possibilité. Dans  le  second,  on  a un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  ou 
deux  plans  qui  se  coupent,  ou  une  droite,  ou  un  cas  d’impossibilité.  Dans  la 
troisième  , on  a deux  plans  parallèles , ou  un  seul  plan,  nu  deux  plans  ima- 
ginaires. Dans  le  quatrième,  oa  a l’un  des  deux  parabotoldes,  ou  bien  un 
cylindre  parabolique. 

Des  plans  diamétraux  en  général. 

630.  Un  plan  diamétral  doit  couper  en  leurs  milieux  une  suite  de  cordes 
parallèles  (Cl&J  : appliquons  le  calcul  à cette  déUnitiou.  Soient 

[1]  X = il  + o,  y = «'î  + p', 

les  équations  d'une  corde  quelconqiie  , 6 et  £'  étant  constantes,  mais  p pt  p' 
étant  variables  d'une  corde  à une  autre.  Substituons  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion générale  [A] , et  posons , pour  abréger, 

B = + A'£’'  + A"  + 2 BS£'  + 2B'S  + 2B’  î'; 

S=n  ASp  -|-  A’S'p'  B6p  “1-  lifi'p  -f-  B'p  -p  b"p'  Cô  -f-  Cô’  •è"  G*» 

T= Ap’  + A'p"  + 2Bpp'  + 2Cp  + 2i;p'  + F j 
Il  Viendra  l’équation 

[2]  Ra’  + 2Sa  + T = 0, 

dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  s , aux  points  où  la  corde  rencontre  In 
surface.  Leur  demi-somme  est  — j^,  et  c'est  une  des  coordonnées  du  milieu 
de  la  corde;  donc,  en  désignant  cette  coordonnée  para,  on  aura 
[8]  Rï  + S = 0. 

En  nommant  z et  y les  deux  autres  coordonnées  du  milieu  de  la  corde , on 
doit  avoir  aussi,  entre  z,  y,  s,  les  équations  [l];  par  conséquent  l'élimination 
de  P et  p'  entre  [i.j  et  [3]  donnera  le  lieu  des  milieux  de  loules  les  cordes  pa- 
rallèles. Bemeltanl  pour  R et  S leurs  valeurs,  et  effccluanl  les  calculs,  on 
trouve 

[4]  (A3+  By+B")  z -l-  BS  -|-  B")  y + (A*  + B'S  + S'aO  * + CS  + C'6'+  C’srO. 
Telle  est  l’équalion  générale  des  plans  diamétraux.  On  peut  l’écrire  ainsi 
(Az  By  B'j  C)6  -|-  (A'y  Bz  -b  -I-  C’)  6'-|-  A*z  -f-  B'z  -i-  D’y  4"  C"— 0 : 

sous  cette  forme,  on  voit  comment  elle  se  compose  avec  les  polynômes  dé- 
rivés , relatifs  à z,  y,  z,  du  premier  membre  de  la  proposée  [A]. 

631.  Toutefois  il  faut  remarquer  que , dans  certains  cas,  la  quantité  dési- 
gnée par  K (C30)  peut  èlre  zéro,  ce  qui  réduit  l'équation  [2]  au  premier  degré. 
Les  cordes  ne  rencontrent  donc  plus  la  surface  qu’eo  un  seul  point;  ou, 
plulèt,  i’un  des  deux  points  d'intersection  est  à une  dislance  inOnie.  Aussi 
arrive-t-il  alors  que  le  plan  diamétral  est  parallèle  aux  cordes;  car,  pour 
que  cela  soit,  la  condition  est  (371) 

(AS  + BS'-h  B')S  + (Ar+  BS  + B*)?-)-  A'+  B'S  + B'S'=  0, 
ou , en  réduisant , 

AS>-)- A'S'’-t-.\'’-f2BSS’4-2B'«  + 2B'6'=0, 
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et  on  volt  que  celle  condition  est  remplie , puisqu'elle  n'est  autre  chose  que 
l’Iiypotlièse  R = 0. 

6:)2.  Quand  la  siirfhce  a un  centre,  on  peut  réduire  son  équation  h la  forme 
P**+  P'v’+  P"**=n  (611);  et  alors  celle  du  plan  diamétral  devient 

[6]  PS  J + P'S'ÿ  + P'i  = 0. 

Celle  équation  représente  un  plan  passant  par  l'origine , qui  est  ici  placée  au 
centre;  et,  d'ailleurs,  on  peut  toujours  déterminer  S et  S',  de  manière  qu'elle 
soit  identique  A celle  d'un  plan  donné,  mené  par  rorigiue  ; dune,  dans  les 
surfaces  doudes  de  eenlre,  tous  les  plans  diamétraux  passent  au  centre;  et,  réci- 
proquement, tous  tes  plans  menés  par  le  centre  sont  des  plans  diamétraux. 

633.  Quand  la  surface  est  dénuée  de  centre,  on  peut  la  représenter  par 
P'y’+  P"i’=2Qj  (Oit).  Par  suite  on  a,  pour  le  plan  diamétral, 

[7]  P'8'y+P"i=Q8. 

Un  plan  parallèle  à la  ligne  des  x a pour  équation  et  U est  évident  ' 

|»B  pOg, 

que  l'équation  [7]  devient  identique  è celle-ci  en  posant  S = S'=a,.-p;  ; 

donc , dans  les  surfaces  dénuées  de  centre , les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
à la  ligne  des  x;et,  réciproquement,  tout  plan  parallèle  à celle  ligne  est  un 
plan  diamétral. 

Au  reste,  on  peut  regarder  celte  conclusion  comme  comprise  dans  celle 
du  numéro  précédent.  Mais  alors  il  faut,  conrormémeid  à une  remarque  déjà 
faite  (6t3),  considérer  les  paraliulnïdes  coimiie  ayant  un  centre  situé  à une 
distance  intluie  ; et  c'est  ce  qu'il  convient  de  foire  dans  tous  les  eai  analogues, 
aOu  d'éviter  les  détails  trop  minulieui. 

t 

Des  diamètres. 


634.  La  recherche  des  diamètres  est  facile  ; mais , pour  diminuer  la  prolixité 
des  calculs,  je  prendrai , au  lieu  de  l'équation  générale  (A] , celle-ci 

[H]  Pi»+  l>'i/-|-  P"j’=  n + 2Q  J , 

qui  est  plus  simple,  et  qui  cependant  comprend  toutes  lessurfacesduZ'ordre; 
car  tes  équations  [E]  et  [F]  du  n"  Gi  i eu  sont  des  cas  particuliers. 

Le  diamètre,  d'après  sa  déliiiilioii  (GU),  doit  passer  par  les  centres  des 
sections  folles  dans  la  surface  par  une  suile  de  pians  parallèles.  Soit 

[I]  I = ai  -f-  a'y  + y, 

l'équation  d'un  de  ces  plant,  a et  a'  étant  constants  et  y variable  ; l’élimina- 
lion  de  i entre  [l]  et  [HJ  fera  connaître  la  projection  de  la  section  sur  le  plan 
de  ly.  il  vient 

[2]  (P  + P"otV-i-  (P'-l-  P"a'^')»=-|-  2P"oa'iy 

-F  2 (P"ap— Q)i  -F  2P"o'Yÿ  -F  P"f  — H = O- 
Les  seules  courbes  que  puisse  donner  un  plan , en  coupant  une  surface  du 
2*  ordre,  sont  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole  (607);  et  il  est  évident  que 
si  la  projeclion  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  la  section  clle-mèmc  ne 
peut  èlre  qu'une  ellipse  ou  une  hyperbole.  De  plus,  il  esl  facile  de  voir  que 
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le  centre  de  la  projection  est  la  projection  du  centre  de  la  section.  En  consé- 
quence, je  supposerai  que  l'éq.  [2]  représente  une  ellipse  ou  une  hyperl)ole, 
et  je  vais  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  celte  projection.  Pour  les 
obtenir,  il  faut  (270)  égalera  zéro  les  polynômes  dérivés,  relatifs  àz et  y,  du 
premier  membre  de  l’éq.  [2];  et  on  trouve  ainsi 

[3]  (P  + PV)z  -f-  Faa'y  + P'oy  = Q, 

l<]  (P'+  P'a'>;y-|-  P'a«'z+  p-a'^^  0. 

Dans  ces  équations , z et  y sont  deux  des  trois  coordonnées  du  centre  de  la 
section;  l'équation  [i]  ferait  connaître  la  troisième  z.  Mais,  pour  avoir  le 
lieu  des  centres  de  toutes  les  sections  parallèles  qui  proviennent  de  la  varia- 
tion de  T,  il  sera  inutile  de  ebereber  les  valeurs  de  z,  y,  z : il  suffira  d'élimi- 
ner Y entre  [I],  [3],  [4].  On  obtient  pour  résultat  les  équations 


qui  sont  celles  d'un  diamètre  quelconque  de  la  surface. 

U36.  Quand  la  surface  a un  centre,  on  peut  faire  Q = 0;  et  ces  équations 
deviennent  Pz-f-P'az=0,  Py-f- P'oi'z  = 0.  En  choisissant  convenablement 
a et  a',  la  droite  qu'elles  représentent  prend  toutes  les  positions  possibles 
autour  de  l'origine.  De  là  on  conclut  qvie  tous  les  diamètres  passent  au  centre; 
et,  réciproquement , que  toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre. 
C3G.  Quand  la  surface  n'a  point  de  centre,  on  peut  supposer  H = 0,  P = O; 

elles  équations  [S]  donnent  z=^,  y=— Or,  on  peut  déterminer  a et  a* 

de  manière  que  y et  z aient  telles  grandeurs  qu'on  veut;  donc  dans  les  pa^ 
raboloides,  les  diamètres  sont  parallèles  à la  ligne  des  x;  et,  réciproquement, 
toute  droite  qui  a cette  direction  est  un  diamètre. 


C3T.  On  a nommé  (OIS)  plan  principal  un  plan  diamélral^perpendiculaire 
à ses  cordes  conjuguées,  c'est-à-dire  aux  cordes  parallèles  qu'il  coupe  par 
moitié.  Ainsi , pour  avoir  tous  les  plans  principaux  d'une  surface  du  second 
ordre,  il  suffit  d'établir  les  équations  qui  expriment  cette  condition.  Jus- 
qu'ici on  n'a  fait  aucune  bypotbèse  sur  ta  direction  des  coordonnées  dans 
l'éq.  [A]  ; Il  est  donc  permis  de  les  supposer  rectangulaires.  Alors , pour  que 
le  plan  diamétral  soit  perpendiculaire  aux  cordes  conjuguées,  il  faut  (670), 
entre  les  coefficients  des  éq.  [i]  et  [4]  du  u"  030,  poser  les  relations 


Elles  feront  connaître  3 et  8',  et  par  suite  les  plans  principaux. 

Afin  d'avoir  des  calculs  symétriques,  faisons  A*4-B'3  + B''3'=I  : au  lieu  de 
deux  inconnues  on  en  aura  trois.  S,  S',  ).,  qui  seront  délerminées  par  les 
équations 


[S] 


Pz  + P'oti  = Q,  P'y  + P*a'z=0, 


Plans  et  diamètres  priocipanx. 


[1] 


A3  4-  B3'+  B"  = (A’+  IW  + B'3')8, 
A'ê'  4-  B3  + B'  = (A*-l-  B'8  4 B'y^O'. 
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Us  deux  premières  donnent 

, (X-’AOB'+BB’  (X-A}B"+BB' 

valeurs  qui  seront  réelles  si  X n’est  point  imaginaire.  En  les  substituant  dans 
la  troisième  équation , il  vient 

(X-A)(i-À!)(X-A1-B«(X-AJ-B'>(X-A0-B^(X-A''>-2BB'B'=O, 

ou,  en  développant  et  désignant  par  K la  même  expression  que  dabs  lé 
n“  627, 

[3]  X»-(A+A'4-A*)X’+(AA'+AA'+A'A''-B^-B'=— B*»)X  + K=0. 

Telle  est  l'équation  qu’il  faut  résoudre  pour  connaître  les  valeurs  dê  X,  et 
ensuite  celles  de  5 et  8'. 

638.  Celle  équation , étant  de  degré  Impair,  a au  moins  une  racine  réelle. 
Mais  pour  que  celle  racine  détermine  véritablement  un  plan  principal,  il  ne 
faut  pas  que  ce  plan  aille  couper  les  axes  coordonnés  h des  distances  infinies. 
Ne  considérons  d’abord  que  les  surfaces  qui  ont  un  centre.  Alors  celle  diffi-. 
cullé  ne  peut  point  exister;  car,  dans  ces  surfaces,  tous  les  plans  diamétraux 
passent  au  centre  : ainsi , elles  ont  au  moins  un  plan  principal.  Pour  ju-’er 
si  elles  en  ont  plusieurs , j’aurai  recours  aux  considérations  suivantes. 

Prenons  les  i et  les  y dans  le  plan  principal  dont  l’existence  est  démontrée, 
et  les  X sur  le  diamètre  perpendiculaire.  L’équation  de  la  surface  ne  contien- 
dra ni  les  termes  du  i"  degré,  puisque  l’origine  est  au  centre,  ni  les  recUn- 
gles  Si  et  yx,  puisqu’elle  doit  donner  pour  x des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  De  plus,  on  peut  diriger  les  x et  les  y de  telle  sorte  que  ces  coor- 
données soient  perpendiculaires  entre  elles,  et  fassent  disparaRre  aussi  le 
rectangle  xy  ; donc  l’équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 
[1]  Px’+  P'y>+  P»x^  H. 

Elle  est  semblable  à l’équation  [E]  du  n“  6it  ; mais  les  coordonnées  actuelles 
sont  rectangulaires. 

Par  celte  équation , on  aperçoit  sur-Ie-cbamp  que  les  plans  de  xx  et  de  yx 
sont  aussi  des  plans  principaux.  Ainsi , la  surface  en  a au  moins  trois  ; par 
conséquent  l’équation  [3] , qui  doit  les  donner  tous,  a ses  trois  racines  réelles. 
D’un  autre  côté,  comme  celte  équation  ne  peut  pas  avoir  plus  de  trois 
racines,  on  conclut  qu’en  général  les  surfaces  douces  de  centre  ont  trois  plans 
principaux,  et  n’en  ont  pas  davantage  (“). 


O L’équalion  [3],  qui  détermipo  IcB  plane  principaux,  est  fort  remarquable,  c»mnie  se 
présentant  encore  dans  la  théorie  du  mourcment  de  rotation  d'un  corps  solide.  Il  serait 
difficile,  sous  la  forme  oh  elle  vient  d’èire  trouvée , de  reconnaître  que  ses  trois  racines 
sont  réelles  ; mais  je  ferai  observer  ici  que,  dans  des  recherches  de  M.  lAConi , consignées 
au  journal  de  M.  Cuelle  , t,  Xtl , cette  môme  équation  s’est  offerte  sous  ta  forme  suivante  : 
BB’  BB"  , BB- 

B tX-A)+B'B'  friX— A'}+  BB"  B\X— A")+BB'  — ‘ 

Or,  sons  cette  forme,  on  voit  facilement  que  les  trois  racines  de  l’équation  sont  réelles  et 
comprises  dans  les  intervalles  des  quatre  quantités  qui  sont  écrites  ci-dessous,  et  qu’on 
suppose  rangées  par  ordre  de  grandeurs  ; 

B'B"  . ‘ 


, BB" 


BB' 


•b  • 


‘«s. 


* 4^  '^T 

,>:mi . ...arif  FAR^I.  / --vn/j^r 

•‘  039.  I>a  recherche  des  diamètres  principaux  a uaç  çonnexioa  Intime  avec 
celle  des  plans  principaux,  D’ahord  il  est  clair  que  cjans  l’équation  ci-dessus 
les  lignes  desi,  ÿ,  sqnt  dés  diqmètres  principaux  : car  chacune  passe  par 
les  centres  d'une  suite  de  sections  auxi^uelle^  elle  est  perpepdjculairiç.  je  dis 
dé  plus  que  CCS  diamètres  principaux  sont,"  en  général,  les  seuls  qu’il  y ait 
dans  la  surface.  Supposons  qu’on  ait  prison  tel  diamèlré  pour  ligne  des  s,  et 
qu’oa  dirige', '480*141)130 ^amétral  perpendiculaire,  les  a:  et  y suivant  des 
aj|i;ea,reglaqg|il»tfes  qpi  tasseut  évanouir qy^  li  faudra  qu’en  faisant  3z=y  dans 
l’équation  de  la  surface,  il  en  résulte  une  courbe  qui  ait  l’origine  pour  centre  i- 
,or  celaex|ge  qp’|l  n'j'ait,  apres  cette  substitution,  aucuo  terme  du  l't  degré; 
par  cpfié^quepi  L’éqqatioa  jdq.Ja  surface  ne  doit  renferntér  aucun  des  lermst 
enaf,  y,  xs,  yz.  Èlle  ne  doit  pas  non  plus  contenir  le  teriqc  en  a,  puisque 
l’omuie  est  au,»pt.rp,  ni  le  produit  .ry,  puisqu’on  l’a  fait  disparailre;  donc 
être  a cncdrjîlq  iorrae  préi  édenle  ,p].  il  résulte  dp  là  que  ic,plao  de  xy  est 
un  pl<y)  priHcipal  J Ç’esl-'a-dirq  qu’à  çhaquq  diaipèlre  priucipal  i|  correstiond 
udpian  princjpaj;  çi.i  çt>  général,  couime  il  n’ya  qqc  trois  jiluns principaux, 
if  try'^  aiisy  que  trois  axes  ou  diamçlrff  principaux.  c a, 
àéppn-.fani  celtp  coqcluslon  souffre  éxcepliou,  ainsi  que  celle  du  numéro 
pïJcédeni,  a çpusc  des  cas  d'iadélei^mipaliqa  que  peuvent  offrir  leséqua-r 
lions  [t]  où  [3]  Çes  cas  n'unl  lieu  que  pqut  les  surfaces.de  lévoiulioo,  comme 
on  lé  verra  plus  loin  {(iS6-G47).  , j 

Remarques  eupassaul  que  les  trois  plans  principaux  sont  conjugués  et 
reçlangulaircs  entre  eux, et  que  leurs  intersections  délerininenl  les  diamètres 
principauTc,  qui  cux-mCmes  sont  conjugués  et  rectangulaires,  C’est  ce  qua 
prouve  J’équatiptt  U],  -.-i  : 

"é,40.  Considérant  toujours  les  surfaces  qui  ont  un  contre,  mtontrons  com- 
ment on  obtient  les  longueurs  des  axes.,  c’est-à-dire  les  portions  des  axps 
qui  sont  comprises  dans  la  surface.  Supposons  que  les  coordonnées  soient 
rectangulaires  et  que  l’origine  soit  placée  au  centre  -,  nous  prendrons 
[G]  Ai»+A'y’-fA’’;î»+2Bjÿ-^?ll'ii-l-î5''{(X  + G=:0  J 

pour  l’éguélipn  dp  Iq  surfqcq,  et  - , , 1 

[41  , t..,,,-:;;!.  ■ X — Sz,  y si  Kl,  ' 

pour  ccUcs  d’nn  axe.  U cs.t  clair  que  » et  K doivent  être  déterminés  par 
t’analyse  dp  p?  437.  En  désignant  )iar  A le  demi-axe,  et  par  x,  y^  »,  IM 
coordonnées  du  point  où  il  rencontre  la  surface,  on  a 

A2=r  aH-  »/+  »“=■(«“+  «'H- 1 )*’.  “ 

Mais,  d'un  autre  odté.  en  éliminant  x d y de  l’équation  [G],  âu  moyen  dpt 
équations  [4l , il  tient  ‘ . . ' 

AP^r  A'8’’+ A"Tf  2BSS'+ 2R'S +2B"S')s?-)t  a=  0 J 

donc 

A==  -ffl+a’^-niG 

AS'  + X'K-  + A"+  2Bê8’+  2B'fi  -f-  ïU'f' 

Or,  si  on  ajoute  les  équations  [2]  du  n'  C37,  après  avpir  multiplié  la  1”  pqr  3 
et  la  2*  par  3’,  it^yiçnl  AS‘-j- A’S’’4- 2B8o’4- 2B'ÔTlT3B''3’;a:  (Ip-h  31èr  IJA; 
donc 
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Ç^l.  Si  G Ml  nul,  X ne  VéWl  B#8,  on  ^ 4;pp  ; (j’fsl  doil  pvçir  U{;i| 
quand  r^qi/alton  [G]  réprésente  iih  point , UR  e4ne,..ypp  droite,  ^pu.x  pUg^ 
qui  se  coupent,  ou  un  plan  unique. 

Si , en  calculant  X,  on  trouve  X=0,  el  que  6 ne  soit  pas  nul,  il  en  résulte 
A=op;  qe  casa  lieu  pour  lés  eslipdres  eUipligucs  ou  liyperboIi;gpe$,  e).  au|$i 
pour  deux  plans  parallèles.  ,i 

Si  à (a  rpis  on  a G Del  X^O,  A ■B46!Çftnjuèt.Ç8lo  doit  ^rrirpr  qqqpd 
qn  a deux  plans  qui  ^ coupent,  un  plan  upiqiu,  pu'une  droite,  ^ » 

Q^2.  Laissons  ue.  c(U$  ces.  cqs  pqc|iculiers,  qt  ^upposqps  qp’^qn  pii  d!ris[4 
l'équation  [^G]  par  le  ternie  cons|pnt  apr^  l’asoif  pa^  h memi 

bre;.  de  sorte  qu'on  ait,  pour  la  surface, 

[A]  Aaé  + A'ÿ=+  A'*>+ 1 Bxi/  + 2B'ac  + tWyxsr  | . 


^équation  [3] , qui  donne  X,  ne  changera  pas,  puisqu’elle  ne  contient  pa^P, 
et  op  aura  siuipleonent  , . ^ 

W • '"■•i  ••  -.î’  . 

nelatioa  bien  retnarquable,  qui  nienatre  qu'en  divisant  r«nlt«pac  b»  noms. 
du  l'équation  [3],  on  a les  carrés  des  demi-axes  de  Iq  lurbce.  - ■> 

- MS.  Supposons  la  surface  rapportée  à ses  axes.  Puisqu'ils  fbiuiml  M t)>- 
Ihae  de  diainètrts  conjugués,  un  peut  donner  encore  A l'équalwn  Iq  foniu 

I*  b»  I*-' 

‘ + pour  l'eUiBsoïdo  (CIO) î . | 

' ■ > gs  ■ • VI  '*  ' . . ’ " jtj 

^ = 1,  pour  riiypcrboloide  h une  nappe (oaolt 

-1- ■”  '.I'!’.  ■ '.-i  .1  '•■■i 

pour  l'hypaphoielde  à deuq  nappes  tft^tjk  j , a 


En  cherchant  tes  distances  du  centre  aux  points  où  chacune  de  ces  trois 
surfaces  va  rencontrer  ses  axes,  ofl  trouve  q,  c,  pour  la  I”;  a,  b , c^—f, 
pour  la  2';  oV^.hv^^,  e,  pour  la  3*:  donc,  selon  le  genre  de  la  surface, 
l'éq.  [»1  doit  aroir  pour  racines  J.  oUr-^,  -ep,^ Par 

conséquent,  en  délenninanl,  par  la  règle  de  DescahteS,  le  nombre  des 
racines  posilives  ou  négatives  de  l'çcy.  [3] , oq  saura  quelle  surface  représente 
l’éq.  [Cf.  Remarquez  qu'en  vertu  dé  la  rcblion  [C],'les  racines  de  l’éq.  [3^^ 
peuvent  bien  être  négatives,  mais  non  pas ‘imaginaires. 

G44.  Parlons  maintenant  des  surfaces  dénuées  de  contre.  D’après  ce  qui 
précède  (C38),  on  peut  toujours  trouver  trois  plans  perpendiculaires  entre 
eux  qui  changent  Kéq.  [Gi  en  une  autré  sans  rectangles.  Gelle  trensfonnslion 
s'elfectuerail  en  remplaçant  x,y,  par  des  valeurs  lelles  qne  eue  -f  a't/  a*x. 
Or,  en  opérant  les  mêmes  snhstitutions  dans  l'équation  générale  [A],  11  est 
évident  que  les  rectangles  disparaissent  enepre,  car  ils  puront  les  mêmes 
multiplicateurs;  donc  on  arrivera  A une  équation  de  la  forme 


P'y»+  P»;;î_2Q;,_2Q'y_3Q«p+  F==U. 

Dans  te  cas  où  la  surface  n’a  point  de  centre,  II  faut  qu’un  des  carrés  dis- 


DV,-.- 
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paraisse  (CM);  et  alors , en  déplaçant  l’origine  comme' dans  le  n°  CM , l’équa- 
tion ci-deæus  se  change  en  celle-ci  : ~ 

, P'ÿ’+P"^>=2Q*, 

qui  est,  en  coordonnées  orthogonales,  semblable  à l’équation  [F]  du  n”  cité, 
et  qui  représente  comme  elle  toutes  les  surfaces  dénuées  de  centre.  ' 

On  Toit,  par  cette  équation  même,  que  les  plans  actuels  de  xy  et  xx  sont 
des  plans  principaux , et  que  la  ligne  des  x est  un  axe  de  la  surface.  Cet  axe 
est  le  seul  qui  existe  dans  la  surface.  En  effet,  les  diamètres  des  paraboloïdes 
étant  parallèles  entre  eux  (CSC),  s’il  y avait  un  autre  axe,  ;l  devrait  être 
paraltèle  è la  ligne  des  z,  et  contenir  les  centres  des  sections  perpendicu- 
laires : or  il  est  évident  que  ces  sections  ont  leurs  centres  sur  l’axe  actuel 
des  Z. 

De  même , les  plans  de  xy  et  de  xx  sont , en  général , les  seuls  plans  prin- 
cipaux de  la  surface.  Remarquons  d'abord  que  les  plans  diamétraux  étant 
parallèles  à la  ligne  des  z (C33),  les  cordes  perpendiculaires  b un  plan  prin- 
cipal doivent  être  parallèles  au  plan  actuel  de  yx.  Supposons  ensuite  qu’on 
fasse,  dans  la  surface,  des  sections  parallèles  à ce  plan , et  qu’on  mène , dans 
ces  sections,  des  cordes  parallèles:  comme  ces  sections  (du  moins  lorsque^' 
est  différent  de  P")  sont  des  ellipses  ou  des  hyperboles  qui  ont  leurs  centm 
sur  la  ligne  des  z,  et  leurs  axes  parallèles  aux  y et  aux  x , il  est  clair  qu’un 
plan  ne  peut  pas  couper  les  cordes  parallèles  perpendiculairement  en  leurs 
milieux,  ^ moins  qu’elles  ne  soient  parallèles  aux  y ou  aux  x.  Or,  dans  le 
premier  cas,  le  plan  principal  coïnciderait  avec  celui  de  xx,  et,  dans  le  se- 
cond, avec  celui  de  zy. 

Si  on  avait  P'=P',  les  sections  parallèles  au  plan  de  yx  seraient  des  cercles; 
alors  tout  plan  mené  par  l’axe  des  z pourrait  être  pris  pour  plan  principal. 


Cas  dans  lesquels  il  y a une  iofloitd  de  plans  principaux.  — Conditions  pour  que  1a  surface 
soit  de  révolution. 


6A5.  üpa  dit  (639)  qu’une  surface  du  second  ordre  a quelquefois  plus  de 
trois  plans  principaux , à cause  de  rindétermination  qui  peut  avoir  lieu  dans 
les  éq.  [2]  du  n'  637.  Ce  cas  ne  peut  pas  arriver,  à moins  qu’une  valeur  de  l. 
Urée  de  l’éq.  [3],  ne  rende  indéterminée  au  moins  une  des  quantités  i et  S'. 
Supposons  que  ce  soit  S ; on  aura  à la  fois  les  deux  équations 

(X— A’)B'+BB'=0,  (X— A)(X— A”)  — B>=0. 

BD* 

De  l’une  on  tireX=A' — ^7-;  et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l’autre,  il 
vient  ^A'— A— ^ + B=ra;0,  ou,  sous  une  autre  forme,  , 

[o]  A— ^=A'— 1"  équaUon  de  condition. 

Si  on  met  la  valeur  de  X dans  les  trois  équations  [2] , et  qu'on  opère  les 
réductions  qui  résultent  de  la  relaUon  [o] , on  verra  que  la  seconde  équation 
devient  identique  avec  la  première , ce  qui  est  conforme  aux  théories  de 
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• A 

l’algèbre.  U n’y  aura  donc  plus  que  deux  équations,  lesquelles  sont 

[0 


&37 


TWD» 

B'8  + B"5'+^  = (>, 

B'6  + B"S'+  ^ + A'-  A’=0  : 


[2] 

' et , pour  que  ces  équations  ne  soient  pas  contradictoires , il  faudra  qu'on  ait 
A'-A'+^^?^.pubien  ' 


un*  ir  R"  - . ■ - 

[6]  A — ^=A" g-,  2"  équation  de  condition. 

Quand  les  relation^  [o]  et  [b]  auront  lieu , il  y aura  indétermination;  car 
8 et  8*  ne  seront  assujettis  qu’à  la  seule  équation  [I]  trouvée  ci-dessus. 

On  peut  reprendre  les  raisonnements  précédenls  en  supposant  que  ce  soR  if 
qui  soit  indéterminé.  Alors  on  posera 


().-A)B*+BB'=0,  {X—\)(k~A.')~Bh=0. 

La  première  de  ces  deux  égalités  donne,  la  valeur  X = A — qui,j  en 

vertu  de  la  relation  [o],  est  égale  à la  valeur  de  i trouvée  plus  haut. 

Au  lieu  de  continuer  les  caleuls,  il  suffira  de  changer  partout,  dans  ceux 
qui  précèdent,  8 en  e",  A en  A',  B'  en  B",  et  etc«  versa.  Comme  on  reproduit 
ainsi  l’êquatioh  [i] , on  conclut  qu’elle  renferme  tous  les  cas  d’indélernrina- 
tion  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  la  recherche  des  plane  principaux.  Quant 
aux  équations  [o]  et  [b],  la  première  reste  la  même,  cl  la  seconde  devient 


w 


A — 


BD'  _ lyB» 

B"  “ B ■ 


• r 

Mais  celle-ci , pouvant  être  déduite  de  [a]  et  [b] , n’exprime  aucune  condition 


nouvelle.  i 

En  chassant  les  dénominateurs,  les  conditions  [o],  [b],  [c]  s’écriront  ain^  : 


[o']  (A-A')B’B"-1-B{B"-B'>)=0. 

[b'j  (A'— A")BB' B“)  = 0, 

[c']  (A”—  A ) BB'+  B'  (B’  — B’^J  = 0. 

640.  D’après  l’analyse  précédente,  dès  que  ces  conditions  sont  remplies,  les 
valeurs  de  6 et  6',  pour  les  cordes  parallèles  qui  sont  perpendiculaires  à leurs 
plans  diamétraux  conjugués,  ne  sont  plus  assujetties  qu’à  la  seule  équation  [i]. 
Or  on  peut  donner  à cette  équation  la  forme 

[3]  ^8  + ^,6' 4- 1=0; 


et  alors  on  conclut  (582)  que  les  cordes  sont  perpendiculaires  à la  droite,  qui 
a pour  équation 

B B 

[é]  ® = = 

047.  Les  conditions  qui  rendent  S et  8'  indéterminées  sont  aussi  celles  qui 
doivent  avoir  lieu  quand  la  surface  est  de  révolution;  et  les  équations  [4] 
qu’on  vient  de  trouver  sont  celles  de  l’axe  de  révolulion , ou  du  moins  d’une 
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parallèle  â èèiàlté.  C’est  ce  qu’âii  peut  déitiontt’èr  de  pIiIèiedM 
mais  la  suivante  me  paraît  la  plus  simple-. 

Prenons  des  coordonnées  reclangiilaires,  elclioisissons  la  ligne  des  x parai- 
lile  à la  droite  des  équations  [-!].  Une  cbrde  quelconque  perpendiculaire  i 
celle  droite  aura  pour  équalions»  = p 61  y = 5’;  + p’:  cherchons  le  plan  dia* 
■téUal  coDiugué.  ilsunUdefaireS=:0  dans  l'éqqalion générale  [-l^dun'GSO; 
et  par  là  elle  devient  ^ 

(88-+  B”)!  + (.VS'+  ü")'j  +(.V+  B'ô'Jï  + C'S'+  C’=0. 

Quel  que  soit  S',  elle  doit  représenter  un  plan  princlpâl,  c’est-à-dire  ua 
plan  perpendiculaire  à ses  cordés  conjuguées  : donc  on  doit  avoir 
ai'-t-B'=rei  A'5'-|- B"=(A"-|-B''3')5't  et  comme  6"  doit  demeurer  indéterminé, 
on  conelut  de  là  B = 0,  B'=0,  B"=zO,  X'=X"i  et  par  suite  l’équation  dè  la 
surface  doit  être  ' 

' Ax-'+  A’  (i/+  i^)  + 2Ci  -I-  2C'y  + 20"*  + F = 0. 


Maintenant  il  est  clair  qu’en  faisant  des  sections  parallèles  au  plan  de  yx,  on 
obtient  des  éercles  qui  ont  leurs  centres  sur  une  même  perpendiculaire  à ce 
plah  ; par  conséquent  la  surface  est  de  révolution  autour  d’une  parallèle  à 
l’axe  dés  X,  et  c’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Le  cas  où  A'  est  zéro  semble  faire  exception.  Mais  on  le  comprendra  dans 
n conelusion  générale,  en  remarquant  qu’alors  la  surface  est  un  cylindre 
parabolique,  qui  peut  être  considéré  comme  produit  par  b rotation  d’une 
parabole  auteur  d’un  axe  parallèle  à son  plan,  et  situé  à une  distance  infinie 
de  ton  sommet. 

C48.  Examinons  quelques  cas  particuliers. 

1°  Soit  B = 0.  La  condition  [è'j  se  réduit  à B’’B'’=0,  égalité  impossible 
quand  B'  et  B"  sont  différents  tic  zéro;  donc  lorsqu’une  équation  du  deuxième 
■flegrè  feiilré  trots  coordonnées  reclangulalres  n’d  perdu  qu’un  seul  rectanglb , 
elle  ne  peut  pas  représenter  une  surface  de  révolution. 

2*  Solfcnl.B=:P,  B'=t).  Les  équOtions  [a'J  et  [à']  paraissent  vérifléek;  niais 
si  on  élimine  entre  eliéS  le  rOppoél  , on  trouve  üne  condition  qui  reslèrà 
encore  à remplir.  Les  égalités  [o]  et  [6]  donnent 


B_(A'— A)B* 
f'i 


Il  A' A 

Fàtsons  B'=0':  alors  îr,=-îu;— i et  par  suite,  en  metbnt  celle  valeur  dans 
B B"  I I 

la  dernière  égalité,  on  trouve  aisément  b condition 

[d]  B«=(A'-.A')(A’-A). 


Quand  elle  est  remplie,,  les  équalions  [4]  de  b parallèle  à l’axe  de  révolution 
deviennent 


3°  Supposons  en  outre  B"=0.  La  relation  [d]  exige  qu’on  ait  A'=A  ou  A'c=A, 
c’esl-h-dire  que  les  coellicicnls  de  deux  carrés  doivent  être  égaux.  Il  est  évi- 
dent, en  effet,  que  la  surface  est  alors  de  révolulion  autour  d’une  parallèle  à 
l’un  des  axes  de  coordonnées.. 
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, CHAPITRE  VIL  ..  ; 

! FftOmÉTÉS  DSS  DIAMÈTRES  GONJtaOiS.  : 

- • . ...  ' ; ■'  ,Jr.rt*:ï'iJ 

M9.  Dans  les  surfaoes  du  second  ordre  qui  ont  un,  centre)  les  diamètses 
.conjugués  jouissent  d'ün  grand  nombre  de  propriélés  remarquabics.  l.a  par- 
fiiite  analogie  de  quelqnes-unes  d'enlré  elles  avee  rèlK^  qu’ofl  cdnnai^ait 
déjii  pour  l'eliipse  et  l’hyperboie,  suffllalt  pour  les  hipe  déèoutnr; 
en  est  d’autres  dont  les  énoncés  étaient  entièrement  nouveaux  quand. ils  onl 
été  publiés  par  MM-  J.  Bksêtv  Petit  et  Chasles.  Les  limites  de  cet  obvrage  ne 
me  permettant  pas  de  les  exposer  toutes , je  me  bornerai  aux  plus  saijiéntes. 

La  déilnition  même  des  diamèlres conjugués  (CIC>  exige  que  l’ëquationâe 
la  surtace  ne  contienne  chaque  v^ariable  qu’au  carré , quand  on  choisit  ces 
diamètres  pour  axes  de  coordonnées.  Ainsi,  en  prenant.réquâiion  de  la  sur. 
face  rapportée  h ses  axes,  en  elTecliianl  la  transformation  nécessaire  pour 
changer  la  direction  des  coordonnéessans  déplacer  l’origtao-^  èteh  élablidant 
les  conditions  qui  font  évanouir  les  rectangles,  on  aura  toutes  teS'rtlalioiis 
qui  existent  entre  les  diamètres, conjugués  et  les  axes.  U)  ''  i.  '•  ’ot 
Je  ne  parlerai  que  de  l’ellipsoïde;  mais  il  sera  facile  de  transporler  aux 
hyperbololdes  les  düTérenles  proposilions  qui  vont  être  établies-  Pour  cela 
il  sulBra  de  prendre  négativement  les  carrés  des  axes  imaginaires  èt  des  dia- 
mètres imaginaires;  car  toutes  les  détuonstrations  subsistèront  encore  en  y 
faisant  partout  ces  changements.  • - • _ ii,,  ‘ . c 

CSO.  Soit  l’équation  de  l’ellipsoïde,  rapporté  à ses  axes  {G4^,  r . 


[p] 


L’origine  devant  rester  placée  au  centre , on  prendra  (S09)-les  formuléa 
* = Pÿ,+  yï, , j ==  ax,f  p'ÿ,+’tX , î = <^K+  A , 
dans  lesquelles  on  représente  par  i*,  y',  s',  les  nouvelles  coordonnées;  et 
par  O,  o',  a",  par  p,  p',  ,p",  par  y,  y',  y",  ies  cosinus  des  anglès  formés  avec  les 
axes  primitifs  par  les  lignes  des  x,,  des  y,  et  des  i,. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  [pj,  il  vient  une  équation  de  la  forinD 

et , pour  que  la  surface  soit  rapportée  h des  diamètres  conjugués , il  faudra 
poser  , , 11-  ‘I 

’ , ÏJ  = 0,  B'=.0,  B'’x=o.  , , , 

En  même  temps,  il  est  facile  de  voir  que , si  on  nommée',  ü',  if,  les-demi- 
longueurs  de  ces  diamètres,  on  aura.  - , i ■ ■ ■ ■ 


A— A'— 


1 


ît  i ' 


« ' 
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de  sorte  que  l’équaffon  de  l'ellipsoïde  deviendra 

a-.  + b5  + pr-.‘- 

65K  Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  sont  renfermées  dans  les 
relations  qui  existent  entre  les  quinze  quantités  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a,  a',  a* 

P.  P'.  P".  T.  y,  y.  Réunissons  ici  toutes-ces  relations,  qui  sont  au  nombre  dé 
neuf. 

D abord,  les  cosinus  o,  o',  a",  p,„.  sont  toujours  assujettis  aux  trois 
conditions 

[1]^  »>+«'>+ a«>=l,  p»+p’4-pi=l, 

Ensuite,  si  on  développe  les  calculs  afin  d’avoir  les  quantités  représentées 
par  A,  Aj  A",  B,  B",  B",  on  aura,  d’après  ce  qui  précède. 


tî] 


o’  lï’>  o^_  1 

, o’  c‘  ~a’’  ’ 

„1  'T  1,1  ^ 


[8] 


C’I^ 


^aP  a!?'  ç^_ 

o’  ^ b’  ^ c>  — 

)oeT  a'/  »Y 

Py  , PY  , PY 

+ è>  +— -o- 


Voilà  toutes  les  relations  dont  il  s’agit.  Hais  il  se  présente  une  remarque 
importante  : c’est  que  les  équations  [2]  et  [3]  ne  sont  autres  que  les  équa- 
tions [o]  et  [b]  du  n°  600 , dans  lesquelles  on  aurait  remplacé 


par 


I a, 
a’a 
~a’ 


o', 

o'g' 

T 


o", 

a'a* 

c.,’’ 


6. 

o ’ 


b', 
b-p' 
b ’ 


b", 

b'p" 

c ’ 


Ù. 

a ’ 


c', 

c’y 

T’ 


c”, 

£Y. 

c 


De  là  il  suit  que  les  équations  [c] , [d] , [e] , du  même  numéro , doivent  aussi 
avoir  lieu , après  qu’on  y aura  fait  ces  changements  : c’est-à-dire  qu’on  a 


faV  -f  bip»  -i-c'V  = o», 
[4]  I o’’a'»-|-b'»p’»-pc'Y=b’, 
U’’a*’+i'’P"2+ciY'*=c». 


(■o’-W-f-bipp’-fc'V=0, 
[5]  I o’»ao'  -f  bipp"  -1-  cV" = 0 , 
l o''o'a”-|-  b'»p'p'-f  c’Yt'=0  , 


'"(PY-m-Ç.  , ^(pr-TF)=2Ï, 


bc 


[C] 


[oV 

bc 


YY-^„=a, 

If  w-w)=ü,  , 


^ («P'y-  oy'?"  -1-  YS'P»  - pa'y  -I-  Py'o'-  yP'o”  = 1 . 


li  a été  permis  de  ne  prendre , dans  les  équations  [0] , que  les  signes  supé- 
rieurs. Cela  revient  à donner  à quelques  cosinus,  par  exempte  à a,  o',  o", 
certains  signes  plutôt  que  les  signes  opposés  ; ou  bien  encore,  ce  qui  est  la 
même  chose,  à prendre  les  x positifs  dans  un  sens  plutôt  que  dans  le  sens 
contraire.  Or,  il  est  évident  que  cette  restriction  ne  peut  exclure  aucun  sys- 
tème de  diamèlres  conjugués. 
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6Sa.  Théorème  I.  La  somme  des  carrés  des  diamètres  conjugués  d’un  ellip- 
soïde est  constante  et  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes.  , 

En  effet , si  on  ajoute  les  équations  [4] , il  vient,  en  ayant  égard  aux  reia- 

tions[i],  ^ o'»  + b'-+c^=o’+b’  + i?. 

Corollaire.  S’il  existe,  dans  l’ellipsoïde,  des  diamètres  conjugués  égaux, 
en  désignant  l’un  d’eux  par  2o',  on  aura 


'+b>  + (? 


Le  lieu  des  extrémités  de  tous  les  diamètres  qui.ont  celte  longueur  est  Un- 
terseclion  de  l’ellipsoïde  et  de  la  sphère  concentrique  décrite  du  rayon  a'  : 
or,  je  vais  prouver  que  chacun  de  ces  diamètres  appartient  à un  système  de 
trois  diamètres  conjugués  égaux.  En  effet,  si  on  prend  un  de  ces  diamètres 
avec  depx  diamètres  conjugués  quelconques  2b'  et  2d  de  l’ellipse  située  dans 
le  plan  diamétral  conjugué  du  premier,  on  aura  trois  diamètres  conju- 
gués de  l’ellipsoïde,  donc  .o'>  + b”-!- + b’+ c’,  et  par  conséquent 
b’’-t- c’’=j(o’4- b’  + c*).  De  là  il  suit  qu’en  choisissant  pourb'  etc' les  demi- 
diamètres  conjugués  égaux  de  la  section  diamétrale,  on  aura  . 


,'=c'=y/- 


c’est-à-dire  qîi’alors  a‘,  V,  d,  sont  trois  diamètres  conjugués  égaux.  En  y rap- 
portant la  surface , son  équation  serait  celle-ci 

+ + 

qui  est  semblable  à celle  de  la  sphère  : mais  ici  les  coordonnées  ne  sont  pas 
rectangulaires.  ... 

653.  Théorème  11.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres 
conjugués  d'un  ellipsoïde , sur  une  droite  fixe,  est  constante. 

Je  nommerai  D la  droite  üxe,  et  8,  6',  5*,  les  angles  qu  elle  fait  avec  les 
axes  rectangulaires ^des  x,y,  ».  Multipliez  les  équations  [4]  respectivement 
par  S‘,  8’’,  ô*’,  et  les  équations  [S]  respectivement  par  25S',  288',  28'8'j  puis 
ajoulez-les  toutes  ensemble  : il  vient  . 

a’\aS  -f-  a'6'+  a'8")»+  b”(P8  + P’S'-f  p'87+  c"(ï5  +^5'+  Y’S'7=a’«’+  '’S”. 

Mais,  par  une  formule  connue  (585),  les  quantités  qui  multiplient  aj,  b',  c , 
dans  le  premier  membre,  sont  les  carrés  des  cosinus  des  angles  formés  par  les 
demi-diamètres  a',  b',  d,  avec  la  ligne  D;  donc 

a"  cosHo'D)  -1- b’’  cos\b'D)  -f  c'»  cos’(c'D) = + b’8"  + c^. 

Dans  celle  égalité , le  premier  membre  est  la  somtac  des  carrés  des  projec- 
tions de  o',  b',  d,  sur  la  ligne  D;  et  le  second  est  la  somme  des  carrés  des 
projections  deo,b,c,surlamême  ligne  ; ainsi , le  théorème  est  démontré. 

Corollaires.  Supposons  que  la  droite  D ait  été  menée  par  le  centre,  que 
p,p',  p",  soient  les  projections  de  o',  b',  d,  sur  celle  droite,  cl  que  q,  q',  î* , 
soient  les  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de  a',  b',  c',  sur  celle 
même  droite  : il  est  clair  qu’on  aura 

o” -I- b”  + e’>;=  y’ -i- p’’ -h  f +.9’ + f 


bki 
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En  vertu  des  tbéerèmes  I et  II,  chaèunc  des  deux  sommes  a’’ ^ t'’ -A et 
p’+p’^  + p"’  est  constante,  quelle  què  soit  la  position  des  diamètres  conju- 
gués; donc  la  somme  l’est  aussi.  Les  perpendiculaires  ç.  tf,  <f, 

peuvent  être  considérées  comme  les.jipojcctions  de  a',  b',  <f,  sur  un  pial 
quelconque;  et  p,  p',  p",  domme  les  perpendiculaires  abaissées,  des  extré- 
mités de  ces  diamètres , sur  un  plan  diamétral  : donc,  dans  l’ellipsoïde, 

1°  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  un  diamètre 
fixe,  par  les  extrémités  de  tro|s  diamètres  conjugués,  est  constante. 

2»  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  eonjuguéiiPsur 
un  plan  fixe,  est  eonstante. 

3*  La  somme  des  carrés  des  pcrpehdiculaires  abal^ées  sur  un  plât  diamS=- 
tral , par  les  cxtrémlés'de  trois  diamètres  conjugués,  eèiconslafate. 

CSL  Théobème  1H.  La  soihme  des  karrds  des  faces  âu  paralléldpi^idè  cod- 
dfuit  sur  les  diamètres  conjugués  d’un  ellipsoïde , est  constante. 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème  et  des  suivants,  je  désignerai  par 
ÿ',  I*,  i/,  s",  ï*,  y",  s",  les  coordonnées  rectangulaires  des  extrémités 

dei  trois  demi-didthètres  a',  6',  c*;  par  F,  G,  H,  les  parallélogrammes  formés 
par  6'  et  c’,  par  a'  et  t?,  irar  a'  et  b'.  Je  heprésenteral  aiissi  par  f,  f,  f,  les  pro- 
jections de  F suKléS  plans  de  ÿü  ; de  oSs  et  de  xy } par  y,  p',  j*,  célles  de  Gj  èt 
par  A,  A',  A”,  celles  de  H. 

Cela  posé  , soit  (lig.  37)  OBEC  le  parallélogramme  formé  avec  6' et  c',  et 
OB'C'  la  projection  du  triangle  ODC  sur  le  plan  de  yx  : il  est  facile  de  trouver, 
par  la  figure , 

• f=  20B'C'=  y"x"  - fx"—  {f  - s')  (a"  + x’)  = y"x”—x"y”. 


Hais  on  a 

i'  = a'o,  ÿ'=a'a',  x'=a'a', 

./  = b'p',  X"^by,  ' , 

2^=c'y.  y*=c''r', 

donc  f=sA'c'(fi'y— yp"),  ou  bien,  en  vertu  de  la  première  équation  (6], 
/==— o'd.  Oh  trouve  parélllemehl  les-pVojections  f et  f,»de  sorte  qu’on  à 

f=—a'a,  f=z.-!-aW,  r=— O'a*. 

Or,  on  sait  (529,  539)  que  le  carré  d’une  aire  plane  est  égal  à la  somme  des 
èàrrés  de  ses  projectioils  sur  trois  plans  rectangulaires  ; donc 
ou  biei , 

P- o'^a’ + 5^  a V + -r 

a'  b‘  c’ 


De  même , en  considérant  les  parallélogrammts.G  et  H , on  doit  avoir 
■ ■ - G==^6T+,^6'^''+^b'?’’. 

Donc,  èn  ajoutant  les  trois  dernières  égalités,  et  réduisant  au  moyen  d^ 
équations  [4] , il  vient , conformément  h l’énoncé , 

P + G*+ H’=  bV + «V+ 
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6£fc.  TwtoRtwE  IV.  Si  O»  projette  tur  un  plan  fixe  les  faces  du  paralMi^ 
pède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  de  l’eUipsaide,  là  somme  dis 
carrés  des  projections  sera  constante. 

Soient  F',  G',  H'  les  projections  des  parallélogrammes  F,  G,  H , sur  un  plan 
fixe , et  î,  î',  î*.  les  cosinus  dés  angles  de  ce  Jilan  avéc  les  plans  de  yx.ioti  et 
de  xy.  Rappelons  que.  pour  projeter  une  aire  plane  sur  un  plàn  donné,  on 
peut  ia  projeter  d’abord  sur  trois  plans  rectangulaires,  et  projeter  ensuite 
les  trois  projections  sur  le  plan  donné  (539).  11  suit  de  là  qu’on  aura 

F' = ^ + rî"  + rS' =î=  ^ ^ 

G'=3Î  + 9'S'  + 9'S"=^1>'P  + ^*''P'+ ■ ' 

H' = W + h'î' + li'S*  = ^ c'TT  + ^ «’V- 

Bn  «erant  au  carré,  ajoutant,  et  réduisant  à l’aide  des  éq.  (4]  et  [5],  il  Vlênt 

pi  ^ G(s  + H’’=  bVS»  + a’(?5’=  4- 

résultat  qui  renferme  le  théorème  'a  démontrer.  v • 

C5C  Théobème  V.  Le  volume  du  parallélépipède  construit  sur  trois  diamè- 
tres conjugués  d’un  ellipsoïde  e^t  conslantet  égal  au  parallélépipède  construit 

avec  les  axes.  .j 

Ce  parallélépipède,  que  je  nommerai  \,  est  égal  a six  fois  la  pyramide 

lrian'’ulaire,  formée  avec  les  demi-diamètres  a',  b',  c*.  Soient  (flg.  38)  OF, 
OG  OH,  ces  demi-diamètres,  dont  les  extrémités  !•,  G,  11,  ont  pour  coor- 
données i”.  y',  x*,  etc.  Cherchons  d’ahord  le  volume  dé  la  pyramide  OFGH  en 
fonction  de  ces  coordonnées.  A cet  effet , abaisser  les  perpendiculaires  FP, 
GO  HR . sur  le  plan  de  xy,  et  achevez  les  constructions  indiquées  sur  la 
fleure.  Alors  faites  attention  aux  quatre  solides  PQRHFG,  OPQGFO,  OPRHFO, 
OQRHGÜ;  et  vous  verrez  que  la  pyramide  OFGH  est  égale  à la  somme  des 
deux  premiers,  moins  celle  des  deux  derniers.  Ces  quatre  solides  peuvent 
être  considérés  comme  des  prismes  triangulaires  tronqués;  par  conséquent 

* PQRllFG=iPQR-(s'  + x"  + X*)i  OPQGFO  =iOPQ.(x' -F x"), 

OPUHFO=iOPR.(s'-|-i*)  , OQRHGO  = jOQR.(x*-Fxn: 

< 

donc,  pour  la  pyramide  OFGH,  on  a • 

OFGH  =iPQR.(s'+s'+x*)  + i OPQ.r*'+xn  -i  OPR.(x'+  *") 

— jOQll.(x’-t-*") 

=i  x’(PQR  -F  OPQ—  OPR)  + i**  (PQR  +OPQ— OQR) 
q- > î*(PQR  — OPll— OQR). 

L’inspection  de  la  flgure  suffit  i»our  indiquer  les  réductions , et  il  vient 

OFGH = i s'.ÔQR  -F  1 i”,  OPR — J s".OPQ.  / 

Mais  on  aperçoit  facilement  sur  la  flgure  que  , 

OQR  = J [3ry’'^x’y’^(i/+  yl(x"-  J (sfir-Vs^, 

OPR =j{i’y'-F(Y+ 1 

6pQ  =}  V./+ Y+!/*0  ^ y"  I = Kv'i'- Ysn- 
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En  substituant  ces  valeün  dans  OFGH,  et  multipliant  par.  6 pour  avoir  V,  on 
trouve,  tout  calcul  fait^  . ^ • 

V = *'!/"«" — + i'iff — y'üff  + y'i'i* — " 

Enfin , remplaçons  a/,  ÿ,  ï', ...  par  leurs  valeurs, (G45),  il  vient 

V=o'6V(opy— Oï'p'+  Py'o'-  paYH- Ya'P'— rfi'fOî. 
à cause  de  la  dernière  équation  [C],  cette  valeur  se  réduit  è V^abc,  ce  qui 
démontre  l’énoncé  (’).  ■ . ' ' 

657.  Dans  les  parabololdes , tous  les  diamètres  sont  parallèles  entre  eux; 
par  conséquent,  il  ne  faut  paS  chercher  dans  ces  surfaces  un  système  de  trois 
diamèlres  conjugués.  D’ailleurs,  s’il  en  existait,  en  pourrait  mettre  l’équa- 
tion de  ces  surfaces  sous  la  forme 

Pa?  + P'y»  + P*®»=H; 

et  par  oela  même  elles  auraient  un  centre , ce  qui  est  impossible.  Mais  on 
peut  trouver  une  infinité  de  plans  diamétraux  conjugués  deux  à deux,  c’est- 
à-dire  tels  que  les  cordes  divisées  en  parties  égales  par  l’un  d’eux  soient  pa- 
rallèles à l’autre.  En  effet,  d’après  ce  qui  a été  dit  n°'  Clf  et  612,  il  existe  une 
infinité  de  systèmes  de  coordonnées  qui  peuvent  donner  une  équation  de  la 
forme 

py  + P"a’=2Q*; 

et  alors  il  est  évident  que  les  plans  de  xy  et  de  xx  sont  des  plans  diamétraux 
cofijugués,  et  que  la  ligne  des  z est  un  diamètre. 

CHAPITRE  VIII. 

D0  PLAN  TANCENT  ET  DE  LA  NORMALE. 


Du  plan  tangent  et  de  la  normale  à une  surface  algébri^c  quelconque. 

A 

658.  Soit  MS  (fig.  39)  une  droite  qui  rencontre  une  surface  en  deux  points 
M et  M';  si  on  la  fait  tourner  autour  du  premier  jusqu'à  ce  que  M et  M'  coïn- 


(*)  Les  travaux  de  H.  Cuasles  ont  ajontc  aux  surraces  du  second  ordre  plusieurs  pro- 
posidons  nouvelles,  qui  méritent  dlélrc  remarquées  à cause  de  leur  grande  généralité. 
J'indiquerai  ici  seulement  la  suivanlc,  dont  je  supprime  la  démonstration.  Si  l’on  a douao 
sur  faces  concentriquts  dusecondordre,  la  tomme  des  carrét  ds  irois  diamètres  conjugués 
quelconques  de  la  première  surface,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  trois  dia- 
mètres de  la  seconde  surface  compris  5ur  ies  directions  de  ces  trois  diamètres  conjugués, 
est  constante. 

En  prenant  une  sphère  pour  la  deuxième  surface,  on  retrouve  le  théorème  du  n»  652. 

Le  lecteur  qui  voudrait  connaiii-o  Ica  ingénieuses  recherches  de  M.  CfiAatES  doit  con- 
sulter la  Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique  de  H.  Hachettb,  les  Artnales  de 
M.  Geruu?<?(e,  la  Correspondance  tnathémaliqud  et  physique  de  M.  QcetkueT. 
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cident,  la  droite  deviendra  tangente  h la  surface.  Comme  il  y a entre  M el  M' 
unfr  infinité  de  courbes  différentes  sur  la  surface , on  peut  réunir  le  çoinl  M' 
au  point  M en  lui  faisant  parcourir  chacune  de  ces  courbes;  et  il  est  clair  que 
les  tangentes  à la  surface  ne  sont  autres  que  les  tangentes  h ces  différentes 
courbes.  Proposobs-nous  de  chercher  le  lieu  de, ces  tangentes  pour  une  sur- 
face algébrique  quelconque. 

Supposons  qu’on  ait  ' ^ . 

F (® , y , Jt)  = Aitryrr  + K'xn'y^f’'  + etc., 
et  que  l'équation  de  la  surface  soit 

[1]  ‘ F{®,y,  s)=0;  , 

P,  q,...  étant  des  exposants  entiers  positifs,  qui  cependant  peuvent  être  nuis. 
Représentons  par  a',  y',  a',  les  coordonnées  du  point  M ; par  *'+  /•,  y"  + g, 

h,  celles  du  point  M';  et  faisons  a,  Les  équations  de  la  sécante 
qui  passe  par  ces  points  seront 

[2]  a (i—xO,  y — y'=P(x— xT. 

Puisque  les  deux  points  M et  M' appartiennent  é la  surface , on  a 

Ai>ÿ'»x''+etc.=  0, 

’ A{3/  + iy{y'  + gŸ[i'  + hY+e\c.  = 0. 

Développons  la  2‘  équation  de  manière  que  les  premières  puissances  de  f , 
g,  h,  soient  en  évidence , et  retranchorfè-cn  la  1"  équation  : on  trouve 

(pAa'r-iÿV--+  etc.)f+(qAi’ry'f-'x'’-+  etc.)y  + (rAi>y '*x'’“‘ + etC.)A  + u=0. 

On  désigne  ici  par  o>  une  suite  de  termes  qui  contiennent  des  puissances  et 
des  produits  de  f,  g,  h. 

Représentons  en  général  par  X,  Y,  Z,  les  polynames  dérivés  de  F (*,  y,  x), 
relatifs  è x,  y,  x,  et  par  X',  Y',  Z',  ce  qu’ils  deviennent  pôur  les  valeurs  i=a' , 
yszy',  x=x';  divisons  l’équation  précédente  par  h,  et  observons  qu’on  a 
f=ah,  y=ph  : il  viendra 

X’a  + Y'p  + Z’  + o)'=0, 

U)'  étant  une  quantité  qui  contient  encore  le  facteur  h dans  tous  ses  termes. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelque  rapprochés  que  soient  les  points  M 
etM';  donc  elle  subsiste  encore  quand  ils  se  confondent.  Mais  alors  h=0; 
par  conséquent  <o'=0,  et  l’équation  devient 

[3]  X'a  + Y'P+Z'=0. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  lier  entre  elles  les  quantités  a et  p,  pour  que  les 
équations  [2]  soient  celles  d’une  tangente  à la  surface,  au  point  dont  les  coor- 
données sonl  s!,  y',  x'.  Pour  avoir  Iç  lieu  de  toutes  les  tangentes  en  ce  point, 
il  faut  éliminer  a el  p entre  les  équations.  [2]  et  [3].  De  cette  manière  on  ob- 
tient l’équation  d’un  plan , savoir  : 

[4]  X'(i  — *')  + Y'(y  — y*)  -f  — ^0 = 0. 

C’est  le  plan  tangent  a la  surface , au  point  donné. 

669.  On  parvient  encore  à celle  équation  d’une  manière  simple,  en  regar- 
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iM  turfaees  court>«f  toanaii  copipp^ées  de  f^ces  plaQes 
t^let  : mais  reprenons  les  chosfs  de  plus  liaut.  > , 

Soit  ADP  tO;;-  fO)  iinÿ  egurbe,  dans  laquelle  ça  a inscrit' un  pblrgeoe; 
s,upposons  qu'on  augme.çte  de  plus  en  plus  le  nçmbre  de  ses  côtés  gn  pla^UV 
dq  nouveaux  sommets  entre  les  premiers.  On  aung  ainsi  nn^  suit,e  de  pnl;.? 
goncs  inscrits  dont  la  courbé  est  la  limite,  et  c’est  çe  qu’on  expfimS  fb 
sant  qu'elle  peut  <Ure  considérée  comme  un  polygone  d’une  ta/initiÿ 
dont  chacun  est  i^niment  petit,  ^lors  aussi  ces  côtés  infiniment  petits  sont 
nommés  les  éléments  de  la  courbe.  ' 

Soit  BCL  un  côté  indéfiniment  prolongé  du  polygone'ABCD.  À mesure  que 
les  côtés  diminuent,  le  point  C $e  rapproche  dn  point  B ; et;  à la  limite  il  e^ 
clair  que  la  droite  BL  devient  tangente  à la  courbe  au  point  B.  C’est  ce  qui 
fait  dire  que  la  tangente  d une  courbe  est  le  prolongement  indéfini  d’un  Âé- 
mént  de  cette  courbe.  ' ' ■ ‘ 

l.es  considérations  précédentes  s’appliquent  nalureHement  aqx  surfeseq 
courbes,  c’est-à-dire  qu’on  peut  les  regarder  comme  des  polyèdres  d’une  infi- 
nité de  faces  infiniment  petites;  et  alors  le  plan  tangent  est  le  plan  d’une  face, 
prolongé  indéfiniment. 

De  cette  manière  de  présenter  lé  plan  tangaqt,  il  réfuUé «mmme  «ORfé-i 
quence  qu’il  doit  contenir  toutes  les  tangentes  menées  à la , surface  par  le 
point  de  contact.  En  effet,  si  on  prend  sur  la  surface,  autour  de  ce  point,  un 
espace  aussi  resserré  qu’ôn  voudra,  on  peut  le  considérer  comme  un  élément 
plan  dont  le  prolongemenr  indéfini  détermine  le  plan  tangent.  Gonoevons 
ensuite  différentes  eourlms  tracées  sur  la  surface  par  le  point  de  eentael  t tt 
est  évident  que  chacune  d'cUcs  aura,  qn  élément  situé  dans  Iç  plan  tangent» 
et  que  par  conséquent  la  tangente,  qui  est  le  prolongement  de  cet  élément, 
sera  tout  entière  dans  ce  plan.  < 

Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  le  plan  tangent  en  un  point  domoé,  H suffit  de 
mener  par  ce  point  les  tangentes  à deux  lignes  de  la  surface,  et  de  conduire 
un  plan  par  ces  tangentes.  Ce  procédé , dont  on  fait  usage  dans  la  géométrie 
descriptive,  conduit  aussi  avec  facilité  à l'équation  du  plan  tangent.  Ëaurplaq 
de  simplicité,  on  mènera  les  tangentes  aux  deux  seclimu  faites  daa|  Igsufr 
face  parallèlement  aux  plans  de  açf  et  dq  yi. 

Soit  comme  plus  haut, 

t‘!  5)  = 0 • ' ■ ^ 

réquation  de  la  surface , et  soient  x',  y',  a',  les  coordonnées  du  point  de' con- 
tact : je  fais  y = y',  et  il  vient,  pour  la  section  parallèle  au  plén  de 

Or,  suivant  ce  qui. a été  exposé  (■171),  je  prendrai  les  polynômes  dérivés  du 
premier  membre  de  celle  équation,  relalifs  à x et  à s,  puis  j’y  remplaeèrai  s 
et  X par  x'  eli';  et  eé  les  désignant,  après  ces  subslilutidns,  par  X.'  et  V,  on 
aura , pour  les  équations  de  la  tangente  à la  section , 


Maintenant,  pour  avoir  une  section  parallèle  à je  fais  x=x'  dans  l’équa- 
tion [1],  ce  qui  donne  ‘ 


. > 

8fJ 
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Il  est  clair  qu'en  prenant  les  polyaemni  dérivés,  relatifa'a  y eléi  ^ , du  poijir 
nome.F(x',  y,  i),  et  en  y mettant  y'  et  z'  au  lieu  de  y et  2,  le  second  ne  sera 
autre  que  la  quantité  Z'  déjà  trouvée.  Désignons  le  premier  par  Y';  et  on 
aura , pour  la  tangente  à la  nouvelle  section , les  équations 

''  ' Y" 

. , x = x',  s—i'=—-^{y-y). 

L’équation  du  pian  tangeyt  doit  être  (Iq  la  forme  ' 

A{»-7Tf')+B(y-r.y’)  + C(2T:T|f0w«-’  ' - 

Peur  que  ce  pian  conticnne:la  première  tangente , on  doit  avoir  la  relatian 

CX'  CY' 

et  pnur  qu’il  contienne  la ' seconde  i on  (toit  avoif  Bat Par 

suite  j l’équàtion  du  pian  langent  sera,  comme  plps  haiit  (OSft},'  ' ' ■ ’ 

H}  ^ X'<*-20  + V'(tf-»')  + Z'(2--i')3r0.  ,/• 

CCO.  En  posant,  pour  abréger,  V'=  X'^  + Y'ÿ' + Z’z',  celte  éqjiatlon 'dd 
plan  langent  peut  s’éer'ire  sous  la  forme  - . 

X'x  + Y'y +Z'2  = V'j 

et  je  vais  faire  voir  que  V'  peut  toujours  se  réduire  à une  fônction  de  *',y', 
de  degré  moindre  que  F (z,  y,  z).  Pour  y parvenir,  il  faut  démontrer  d’abor(l 
la  thétrrè'me  suivant.  . 

TBéoséas.  Si  on  a un  polynôme  homogènf  en  x',  y,  a,  et  qu'on  ajoute  tet 
polynômes  dérivés,  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  x,  y,  z^on" 
rtproduira  le  polynôme  primitif,  muUipliépar  ledegri  de  l'homogénéité. 

On  dit  qu’un  potynome  est  lioinogène  en  z,  y , 2,  quand  la  somme  des  e»? 
posants  de  ees  lettres  est  la  même  dans  chaque  terme;  et  celte  somme  se 
nomme  le  degré'de  l’homogénéité. 

Soit  donc  un  potynome  homogène  • ' - ' 

U =r  Kieyz'  + A'ie'yv'z''  + eto. , 

dans  lequel  les  sommes  p + q + r,  p'  + q”  + /,  etc.  sont  égales  à m.  En  dési'- 
gnant  les  polynômes  dérivés  par  X,  p,  v,  on  a 

X —p\xer'y1:'--\-  etc., 

« . . p=qAiri/r'2''  + elc.,  . , • 

I . , V = T.\x>’ysji'-'  + etc. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  la  propriété  énoncée  ; car  on  a évidemment 

, Xi  + py  + v2 Z?  (p  +'q  -hr) Xx'ysz^ri-  etc.  ==  >nq. 

Maintenant  supposons  que,  dans  F(z,  y , z),  la  somme  des  termes  de  degré  m 
soit  U,  que  celle  des  termes  de  degré  ni  — t'soit  u',  ainsi  de  suité;  ,de  sorte 
qu'on  ait 

F(*,  y.z)  = «+u'4-«''+ etc.=rO.  ’ 

Appelons  X , Y,  Z;  X,  P,  V ; X',  p’,  v';...  les  polynômes  dérivqs de  F(z,  y,  z),  u, 
u',.„  : on  a évidemment 

î^55à+à'+#to.,  Y =p -ét  p'-fc  etc.,  2j=v-tv'-hqtc.( 
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donc,  S!  onpose  V=X®+Yj/ 4-Z;r;  on  aura  • * ' 

V=()ùr  + (ly -f  vi)  + (X'i  + [l'y  + v'i)  + etc., 
ou  bien,  en  vertu  du  théorème  sur  les  polynômes  homogènes , 

V = mu  + (m  — 1 )u'+ (jTi— 2)»’+ etc. 

L’équation  proposée  F(z,  y,  ;i]=  o donne 

0 = mu  + mu’+  mu'+  etc.  ; * • 

et , en  retranchant  cette  égalité  de  la  précédente,  H vient 
V=— u'— 2u'r-3u"— etc.  ' 

U est  évident  que  cette  dernière  fonction  est , au  plus , du  degr.é  m—  1 en  s, 
y,  X;  donc  la  fonction  V'*  qui  n’est  autre  que  ta  précédente  dansfaquelle  ou 
a remptacé  x,  y,  x,  par  i',  y',  x',  sera  au  pius  du  degré  m— i eq  xf,  y',  x". 

061.  Occupons-nous  du  cas  où  le  pian  tangent  doit  être  mené  par  un  point 
donné  hors  de  ta  surface.  Nommons  x",  y",  x",  les  coordonnées  dp  ce  point, 
et  n!,^,x!,  cettes  du  point  de  contact:  on  n’a,  pour  délerminerj^ces  trois 
inconnues,  que  les  deux  équations 

[6]  . F(x',ÿ'7r')=0.  . . 

[7]  • X'x"+Y'y''+Z'y'=V', 

dont  l’une  exprime  que  le  point  cherché  est  sur  la  surface  ; et  l’autre,  que  le 
plan  tangent  passe  au  point  donné.  Ainsi;  en  général,  le  problème  est  indé- 
terminé. -,  . . ■ 

602.  Cependant  il  faut  remarquer  qu’il  y a une  oondUion  tacite,  qui  ne 
peut  pas  être  exprimée  par  une  équation,  et  à laquelle  il  faut^avolr  égard  : 
c’est  que  les  valeurs  de  x',  )/,  s',;doivent  être  réelles.  Aussi  trouve-t-on,  dans 
certains  cas , que  le  problème  est  déterminé , et  même  Impossible.  Par 
exemple , supposons  qii’ii  s’agisse  de  la  surface  qui  a pour  équation 

y>+x‘+x'+x  + x+i=X),  . ' 

et  que  le  plan  tangent  doive  passer  par  l’originp.  Dans  ce  cas  il  est  facile  de 
voir  que  l’éq.  [T]  devient  x’’-^  x'^+  2x'-f-  2x'+  2 = 0,  ou  bien 

(x'-M)»-|-(i'+l)»=o. 

Elle  ne  peut  être  satisfaite  avec  des  valeurs  réelles  qu’en  posant  x'=—t, 
x'= — 1.  Par  suite  l’équation  de  la  surface  donne  y'=  — Ainsi,  on  n’a 
qu’un  seul  plan  langent.  - 

Si  on  voulait  mener  un  plan  tangent  à la  sphère  par  un  point  intérieur, 
on  trouverait  que  les  éq.  [6]  et  [7]  ne  peuvent  pas  avoir  de  solution  en  valeurs 
réelles. 

60.3.  D’après  l’observation  faite  sur  V'  (660),  il  est  clair  que  l’éq.  [7]  est, 
en  x!,  y',  x',  de  degré  moindre  que  l’équation  [6];  par  conséquent  on  peut 
dire  que  le  lieu  de  tous  les  points  de  contact  est  l’inlersection  de  la  surface 
proposée  avec  une  surface  d’ordre  inférieur.  Mais  cette  propriété,  présentée 
sous  un  autre  aspect,  paraîtra  plus  remarquable. 

Soit  R (lig.  Ai)  le  point  donné  hors  de  la  surface , et  MA  la  ligne  d’intersec- 
tion dont  il  s’agit  ; considérons  le  cône  formé  par  les  droites  menées  du  point  R 
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à celte  ligne , et  démontrons  qu’il  est  circoiucrit  à ia  surface , c’est-à-dire 
qu’en  chaque  point  de  la  courbe  MA , il  a même  plan  tangent  que  la  surface. 

Ayant  pris  le  point  M à volonté  sur  MA , je  mène  la  droite  RM , qui  est 
une  génératrice  du  cône,  et  qui  est  évidemment  dans  le  plan  tangent  au 
point  M.  Sur  le  cène , je  trace  une  courbe  quelconque  MA'  passant  par  ce 
point , et  une  droite  RN  aussi  voisine  qu’on  voudra  de  RM  ; par  les  points  N,  N*, 
où  la  droite  rencontre  les  courbes  MA  et  MA',  je  lire  les  sécantes  Ma,  Mà'; 
puis  je  fais  mouvoir  la  droite  RN  autour  du  point  R,  de  manière  que,  le 
point  N se  rapproche  de  M,  sans  cesser  d’ètre  sur  la  courbe  MA.  Pendant  ce 
mouvement,  la  droite  reste  toujours  sur  le  cène,  le  point  N',  où  elle  coupe 
la  courbe  MA',  s’approche  aussi  de  plus  en  plus  du  point  M , et  les  deux  sé- 
cantes ne  cessent  pas  d’ètre  contenues  dans  un  même  plan  avec  RH  ; dbnc  les 
lignes  Ma,  Ma',  deviennent  en  même  temps  respectivement  tangentes  aux 
courbes  MA  et  MA',  et  elles  sont  encore  alors  dans  un  même  plan  avec  RM. 
Or,  d’un  cdté,  ce  plan  est  tangent  à la  surface  donnée,  puisqu’il  contient  la 
tangente  à la  courbe  MA  et  la  droite  RM  qui  appartient  à ce  plan  tangent; 
et , d’un  autre  tàié  ; il  est  aussi  tangent  au  cène  ; car  il  renferme  les  tangentes 
menées , ed  M , à toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer  sur  le  cène  par  ce 
point. 

Ainsi , on  doit  regarder  comme  démontré  que  la  courbe  de  contact  d’une 
surface  donnée  avec  un  cône,  qui  lui  est  circonscrit,  est  toujours  située  sur  une 
surface  d'ordre  inférieur  à celui  de  la  proposée. 

Donc , la  ligne  de  contact  d’un  cène  drconscrit  d une  surface  du  seèoHd  ordre 
doit  être  plane. 

664.  La  normale  à une  surlbce  est  la  perpendiculaire  menée  au  plan  tangent, 
par  le  point  de  contact.  Le  plan  tangent  a été  trouvé  sans  faire  aucune 
hypothèse  sur  les  angles  des  coordonnées;  mais,  afin  de  rendre  les  équations 
de  la  normale  plus  simples,  on  suppose  les  axes  rectangulaires.  Alors  on 
trouve  facilement  (57 6)  que  les  équations  de  la  normale  sont 

[81  Z'(»-a')  = X'(x-*0,  Z'(ÿ-V)  = Y'(*-xO.  - ^ ■ 

Plan  tangent  aux  surfaces  du.  second  ordre. 

685.  Appliquons  au  second  ordre  les  résultats  précédents.  Prenons  d’abord 
l’équation  générale 

[A]  A«'+  À'ÿM-  AV+  2ftry  + ttVyx  + 2Ca>  + 2C'ÿ  + 2C’x  + F=  0. 

Dans  ce  cas , on  a 

X'=2(Aa' -t-Bp'-i-B's'  + C), 

Y=2(A’y'  + Bi' 

Z' = 2 (AV-F  B'n'-i- BV-t- (?), 

; ...  -,V'=2(Cs' +C'y'+C'x’+F); 

par  suite  l’équation  du  plan  tangent,  n^edO,  devient,  après  qu’on  l’a  divisée 
par  2, 

[1]  (À*'+  By'-f-  B's'-f-  C)*  + (A'y'-l-Ba'-l-B's'-f COy  -|-  (AV+fi'*'+  B*y'+  C)x 
+ Ci’+  Cy'+  Cx'+  F=0. 

29 
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Quand  la  surface  a un  centre , on  pent  la  repri$ei|l«r  par  l’éqjuaUoa  .. 

[E]  / / ■.  " P*>+Fv’+P**’=H: . 

alors  l'équtUoD  du  plan  tangent  devient  ». 

[2}  Ps'a+Fÿ'v +P'x';ï  = H. 

Quand  la  surface  n'a  point  de  centre,  on  peut  mettre  son  équation  tous  la 
forme  , ' i 

[F]  . ’ ' Fy«+P'jfc=2Q®; 

et  réqiiation  du  plan  tangent  est  simpleinent 

[3]/  ' ' ' Fy'p  + P'a'r=Q(»  + *'). 

606.  Afin  de  mieux  l^xerles  idées , dans  ce  qui  va  suivre  on  ne  cofnsidérera 
que  l'ellqMofde  ; mais  les  cobséquoices  seront  énoncées  en  fermes  généraux, 
parce  qu’il  sera  faeiie  de  voir  ^'eiles  s’étendent  aux  hyperbololdès',  en 
prenant  négativement  les  carrés  des  diamètres  imaginaires  ; .et  aussi  aux 
parabolofdes , en  regardant  ces  surfaces  comme  ayant  un  centre  situé  A 
l’infini. 

Prenons  pour  l’ellipsoïde  i’équation 

3?  W’  î’ 

[P)  «•■‘■p"*'?"’’ 


dans  laquelle  a,  b,  c,  sont  trois  demi-diamètres  conjugués  : celle  du  plan 
langent  sera  . 

LSJ  O»  ^ b’  ^ c»  “ ' ■ 

I , , , 

Menons  un  diamètre  au  point  de  contact  : les  équations  de  ce  diamètre  sont 
zæj,s,  y=j,*-  l‘ar  suite  celle  du  plan  diamétral  conjugué  devient  (630) 

■jr+-p-  + -pr-0; 


donc  le  pian  tangent  à l’elctrimilé  d’un  diamètre  ett  parallèle  au  plan  diamd- 
tral  conjugue  de  ce  diamètre, 

667.  Cherchons  la  trace  du  plan  tangent  sur  le'plan  de  xy,  et  pour  cela 


faisons  x = 0 dans  [4]  : il  vient 


b‘  ~~ 


Or,  il  est  évident  que  cette  équidion  ne  change  pas,  si  On  donne  A e et  A s* 
d’autres  grandeurs,  et  même  une  autre  direction,  pourvu  qu’on  n’altèrqBi 
les  longueurs  ni  les  directions  des  lignes  a,  b,  .t*,  y'.  Donc , 

Si  plusieurs  surfaces  du  second  ordre  sont  coupées,  par  un  plan  diamétral 
commun,  suivant  la  même  courbe,  et  si,  par  un  point  quelconque  de  ce  plan, 
on  mène,  dans  chaque  surface,  la  cordé  conjuguée  à ce’plan,  les  plans  tan- 
gents aux  extrémités  de  ces  différentes  cordes  iront  loue  rencontrer  le  plan 
diamétral  suivant  la  même  trace.  ^ . , r 

6c8.  Faisons  à Ta  fois  y = o et  x = o dans  l’équation  [4]  : on  a 


> 
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valeur  qui  ne  contient  que  a .et  x'.  Ainsi , leà  grandeurs  et  les  directions 
de  b,  c,  y,  x',  peuvent  varier  sana  que  cette  valeur  change  i donc , 

Si  det  surfaces  du  seeon4  ordre  ont  un  jdiamètre  commun^  et  si  par  un  point 
de  ce  diamètre  on  mine,  dans  chaque  surfitet,  le  plan  eonfu^d  qui, là  coupe 
suivant  {a  courbe  dont  le  centre  est  en  ce  point,  les  plans  tangente  aux  surfaces, 
dans  tous  les  points  de  ces  courbes  concentriques , iront  rencontrer  le  diamitre 
commun  Ou  mime  point, 

669.  Actuellement  je  vais  considérer  le  çps  où  il  serait  question  de  mener 
un  plan  tangent  li  une  surface  du  second  ordre  par  nu-  point  extérieur  h la 
surface.  Considérons  toujours  l’ellipsoïde  représenté  par  l'équation  [p], 
désignons  par  xf,  y*,  les  coordonnées  du  point  donné,  et  par  y',  x*, 
celles  du  point  de  eonUcL;  dn  aura,  entre  ces  trois  inconnues,  les  deux 

V>C:  .. 

. ■ T*  >•  , I.  > 

4.  * =1 
--  + -^=1, 

l'x' 


équations 

[5] 

S + 

[6] 

\ 

z'z' 

à?  ^ 

Ep  regardant  x',  y',  x',  comme  des  variables,  la  seconde  équation  repré- 
sente un  plan  ; et  c’est  f intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  qui  est  le  lieu 
des  points  de  contact.  Cette  intersection  peut  aussi  être  considérée  comme 
la  base  du  cOne  quï  serait  circopseril  b la  snrfiice,  et  qtri  aurait  son  soiaalet 
au  point  donné  (663).  ' 

Si  on  mène  le  diamètre  qui'passe  an  point  donné , et  qu’on  prenne  le  plan 
diamétral  conjugué  de  ce  diamètre,  on  receanait  sur-le-champ  qu’il  est 
parallèle  au  plan  de  l'équation  fél. 

Ddns  l’équation  [6]  faisons  0,  on  trouve,^  + !•  Comme  cette 

équation  ne  contient  pas  x*,  on  conclut  qu'elle  représente  toujours  la  même 
droite,  quelle  que  soit  la'peeitioa  du  point  donné,  pourvu  qn’il.nate  sur 
une  parallèle  è l’axe  des  X;  car  z*  et  y'  ne  changent  pas.  Et  remarque  qu'il 
est  permis  de  supposer  cel  axe  parallèle  è nnê'droite  quelconque , et  qu’alora 
le  plan  de  zy  serait  le  plan  diamétral  conjugué  aux  cordes  parallèles  à eette 
droite. 

O* 

Si , dans  la  même  équation  [Q],  on  fait  y'=  • et  x*=0,  il  vient  z'=  p-, 

valeur  qui  ne  changé  pas  quand  le  point  donné  se  meut  dans  un  plan  paral- 
lèle è celui  de  yx.  Remarquez  encore  que  ce  plan  de  yx  peut  être  pris  paral- 
lèle à un  plan,  donné,  et  qu'aiors  la  ligne  des  z doit  être  le  diamètre  cooju 
gué.èceplan.  , ^ , 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  a ce  théorème  : La  courbe  de  contaet’d’un 
cône  avec  une  surface  du  second  ordre  est  une  des  sections  conjuguées  au  dia- 
mètre qui  passe  par  le  sommet  du  cdne.  Si  on  fait  mouvoir  le  sommet  du  cône 
sur  une  droite  donnée,  le  plqtf  de  eette  courbe  passera  constamment  par  une 
même  droite,  située  dans  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  parallèles  d 
la  droite  donnée.  Enfin,  si  oh  fait  parcourir  au  sommet  du  cône  unplandonné, 
le  plan  déjà  courbe  de  contact  ira  toujours  coupes  an  même  point  le  diamètre 
conjugué  des  sections  parallèles  au  plan  donné. 


. . D--..,  ,.^1, 
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670.  T^ORtMS.  Le  tommet  d'un  angle  soUde  tri-reclanjgle,  dont  le»  faces 
restent- constamment  tangentes  d une  surface  jin-second  ordre  douie  de  centre, 
àicrii  vjne  spMre  sonceniritrue  à cette  surface. 

Ce  théorème , qui  a son  analogue  dans  les  courbes  du  second  ordre , a été 
énoncé  par  Mohge,  et  démontré  par  Poisson  de  la  manière' suivante.  ' 

Soit  réquation  de  l’ellipsoïde , rapporté  à ses  diamètres  principaux , 

‘ - : , ; 

En  nommant  ir' , y',  s";  !t*,  y",  a* j y»,  a";  les  eoordoTinées  des  trois  ppinis 
de  contact,  les  équations  des  plans  tangents  tont 

' — i 

O’  .b>  c»  ~ ’ 


[M 


1*;^  , /y  . 


far» 

{'Cf  V ’ 

-,  - .-.V,  V 

Puisque  les  points  de  contaclMiat  sur  l’ellipsotde , on  a 
'a”  y’»  a'»_ 


[2] 


o’  6’  c>  — 

V <l«  ^ 6»  "T"^  — *>• 


et  puisque  les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  entre  eux,  on  doit  avoir 
aussi  (588) 

^ /fï 

o' 


6»  + ^ 


[93 


I , y'y"  , 

I o<  + + Ê* 


+¥=0. 


Pour  obtenir  ta  surface  décrite  par  le  point  d’intersection  dès  trois  plans', 
ilTaut  éliminer  les  neuf  coordonnées  a',  y',-,  dès  points  de.  contact  .'entre 
[i],  [2j,  [3].  Quoique  le  nombre  de  ces  équations  paraisse  insuffisani,  l’élf- 
mination  est  cependant  possiMerPour  l’effectuer  de  là  manière  la  plus 
simple,  on  pose  d’abord  ■ 


IL  + ÿl  + ll-l 
l o‘  ^ b<  ^ c*  ~R’’ 
Ja”  , y|^  , 1 

1 O*  b*  c<  ‘“R’’ 

\o‘  b'  6'  ~R*>’ 
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R , R',  R”,  étant  des  quantités  auxiliaires  qu’on  devra  éliminer  aussi.  On 
remarque  ensuite  que  tes  équations  (^t].  et  [3]  ne  sont  autres  que  les  équa- 
tions [(»3  et  [t]  du  n»  600,  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé 


par 

Ri’ 

0’ 

0',  a",  b,  b',  y,  e, 

Ry’  Rx*  RV  R'y»  R'x'  R"i" 

’ V 'F’  HT’  b‘  ’ c*  ’ O’  ’ 

e', 

R'j/'* 

~W’ 

c*, 

R'x". 

' 

donc,  en  opérant  les  mêmes  changements  dans  les  équations  [c]  et  [d]  du 
numéro  cité , on  aura  aussi 

[S] 

f,R’x”+  R’’i«+  R"i"’^  ai , 
{ RV-t'RV’+R'V^i>4, 
\ R’x”+  R”x"+  R'”x'’»=  c4  , 

[61 

f RVy'+ R'’i’y'+ R'’i"y*=  0 , 
\ RVx'+  R”i'x*+  R'”i"x"=0 , 
{ R Vx'+  R'y'x'+  R*’>ÿ"’x’"=  0. 

Cela  posé,  élevons  les  équations  [1]  au  carré,  multiplions-les  par  R=,  R’’, 
R”,  et  ajoutons-les  ensuite  ; il  vient,  en  ayant  égard  aux  relations  [5]  et  [é]  j 
— - R’+  R’’4“ 

Mais,  enajoutant  les  équations  [2]  après  les  avoir  multipliées  par  R\  R”,  R",  et 
en  réduisant  au  moyen  des  équations  [5],  on  trouve  o’+  b^+ct=R’+R'»+R’’; 
donc  on  a,  entre  s,  y,  X, 

[7]  *“+ y’+*^o’+ é*. 

Pour  appliquer  ce  résultat  à l’hyperbololde  à une  nappe , on  change  c* 
en  — <?;  et,  s’il  s’agit  de  l’hyperboloïde  è deux  nappes,  on  remplace  a’  et  6’ 
par  — o’et  — Dans  aucuh  cas,  l’équation  [7]  ne  représente  une  autre 
surface  que  la  sphère  ; donc  le  sommet  d’un  angle  solide  etc. 

671.  U serait  facile  de  modifier  les  calculs  précédents  pour  les  parabo- 
loïdes;  mais  il  est  plus  simple  de  considérer  ces  surfaces  comme  ayant  un 
centre  situé  à i’inflni.  Alors  la  sphère  décrite  par  le  sommet  de  l’angle  solide 
Iri-rectangie  se  change  en  un  plan  perpendiculaire  è l’axe , et  il  faut  en 
déterminer  la  position.  A cet  effct,  reprenons  l’équation 


[8] 


ÿ + 


qui  représente  l’ellipsoïde  ou  l’hyperboloïde  à une  nappe,  selon  le  signe  qui 
précède  x’.  Pour  la  sphère  que  décrit  la  somme  de  l'angle  solide , on  a 

[9]  y’+  f'=  o‘+  e*. 

Mais , afin  de  placer  l’origine  à l’une  des  extrémités  de  Taxe  2o,  changeons 
X en  X — O ; faisons  ensuite  6*=  aq , <?=  atf  ; puis  supposons  o = « . Les 
équations  [8]  et  [9]  deviennent  celles-ci  : 

q'y’i  q*’=2qq'*,  x=—^^^. 

La  première  donne  les  deux  parabololdes;  et  la  seconde  fait  voir  que  le 
sommet  de  l’angle  solide  tri-rectangle  décrit  un  plan. 
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biffôrenUts  courbes  que  donnent  les  sections  planes. 

‘ 672.  Oaos  le  chapitre  V,  on  a coupé  les  snrfaces  de  second  ordre  seule- 
ment par  desplansparallëles  à ceux  des  coordonnées , parce  que  ces  sections 
_ etifflséiénf  poür  donner  des  difliérenees  earacldrlsliques  pPopres  k chaque 
’ gènPe  desliKaees.  Mais,  pour  mieilx  eonnattreces  surIMces,  it  est  bon  d’exa- 
miner toutes  les  sortes  de  sections  qu’il  est  possible  d’obtenir. 

Considérons  d’abord  IM  sürraeet  douées  de  centre , dont  l’équation  est . 

[E]  Pi»-1-Py+P"j’=:ri  : ^ , 

et,  pour  le  plan  coupant,  prénoné  ''  ' - 

i.1]  '■  ' J*  "'«t=i<»y  + pjt-f-p. 

L’éUupnaUon de  ic  donne,  pour  la.  projection  de  l’intarsection  sur  le  plan 
de  px,  l’équation,  • , 

. fj]  (fe*+P0</>4-  (Pp’+  P^sA-t-  ÜPaPsx  + 2P«PÎ1  + 2PPpï  -I-  Pf<-  H =sOy 

et, selon  qù’elle  représente  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole, 
l’intersecUen  eHe-rméme  sera  pne  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole; 
car  elle  doit  être  une  ligne  du  second  ordre  (6Q7),  et  il  est  clair  qu’une  de  ces 
* courbes  ne  peut  pas  avoir  pour  projeclion  une  des  deux  autres.  Comparons 
donc  l’équation  [2]  avec  l’équatipn  Ay’-f-Bxy  + Cx’+  etc.  =0,  et  formons  la 
quantité  B*—  4AC  : on  trouve 

»»—  4AC  r= — etP*?*-!-  PP'«'+  PP*?»). 

En  donnant  k aet  b p toutes  tes  valeurs  possibles , cette  quantité  reste  néga- 
tive quand  la  surface  est  un  ellipsoïde  : car  alors  P,  P',  P*,  sont  positifs. 
Mais,  pour  les  hyperboloides , P étant  négatif,  cette  quantité  peut  être 
positive,  négative , ou  nulle.  Donc  l’ellipsoïde  .coupé  par  des  plans , ne  donne 
que  des  ellipses,  tandis  que  les  hyperholoïdes  peuvent  donner  au»i  des 
hyperboles  et  des  paraboles. 

L’équation  [1]  ne  renfermant  pas  IwpleRs  parallèles  à l’axe  des  x,  ceux-ci 
doivent  être  considérés  k part.  Or  ils  sont  compris  dans  l’équation  y=yx+p  ; 
et  tà  mettant  cette  valeur  dans  {B] , an  moùve  l'équation 
[3i  P*»-KP’y*+POx*+îPVpF+P'p’-H  = 0, 

qui  conduit  aux  mêmes  conséquences  que  l’équation  [2]. 
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#7$.  Pâssons  an  cas  des  pârabololdes.  Si  on  veut  les  couper  par  des  plans 
non' parallèles  à l’aie  des  *,  on  élimine  * entre  les  équaUbns 

P’y'+P'*‘=2Qa:,  x=ity  4- + P;  /. 

et  U vient 

[4]  P'y»+P'i*-îQa3-2fipï-2Qp  = 0.  ^ 

Donc  la  section  est  line  ellipse  ou  une  hyperbole , seldn  (t«ê  P*  est  posilij  ou 
négatif,  c’esl-è-dlre  Selon  que  le  parabololdeeSl  elliptique  oubyperl)<)liqué. 

Quand  le  plan  coupant  est  parallèle  <l  Taxé -des  x,  Il  faul  prendre  j pôur 
son  équation,  y=y*  + p;et  alors,  pour  ia  projection  de  la  section , on  a 
p»)ï»+  îP'yp,  + P'pl  = 2QX  , 

équation  qui  donne  dçs  paraboies,  quei  que  soit  ie  signe  ‘'Ç  . 

674.  Examinons  raalhtenant  lés  séciions  faites  pàr  dw  plans  parallèles  entre 
eux.  H faudra  supposer , dans  les  calcub  précédents^  tpie  a,  p;  y,  conservent 
les  mêmes  valeurs,  et  que  p varie  seul.  Lescoeffidenls  tteî  termes  du  second 
degré,  dans  les  équations  des  projections , né  changeront  pas  ; doncilsauront 
entre  eux  toujours  les  mêmes  rapports  -,  donc  (4S6)  les  projep Uons  des  sections 
sont  des  courbes  semblables  et  semblablement  placées  (sauf  le  cas  où  l'on 
aurait  des  hyperboles  tournées  en  sens  opposé , comme  dans  la  fig.  42).  De  là  il 
est  facile  de  conclure  que  les  sectidns-eHes-mômeS  jouissent  de  cette  propMété. 

Soieni(lig.  4»)  AC,  A'C',  des  eourbes  situées  dans  des  plans  pdréllèles,  ét 
oc,  oVi  leurs  projections  sur  un  plan  donné;  supposons  ces  projections 
sembiabies  et  semblablement  situées;  et  soient  o et  o'  les  ceMres  de-SimP- 
litude.  En  menant  les  rayons'  vecteurs  oo,  ofc,  oc,...  et  leurs  parallèles  o^d*, 
c'b’,  oV,..!  on  devra  avoir  cette  suite  de  rapports  égaux  (479)  ' ^ ^ 

'^oo  ; o'o' ::  ob  : o'b'.::  oc  : 'o'c',  etc. 

Cela  posé , soiént  OA , OB,  dc,...  les  rayons  vecteurs  projetéssur  oo,  ob, 
et  D'A',  D'H',  CfC',...  les  rayons  vecteurs  projetés  sur  o'o',  o'b',  o'c',...  Les 
rayons  OA  et  O' A'  seront  parallèles  entre  eux , comme  intersections  de  plans 
parallèles;  et  de  plus  il  est  facile  de  voir  qu’ils  sont  entre  eux  dans  le 
rapport  de  leurs  projections.  On  peut  dire  là  même  chose  de  OB  ét  oTT , étc.; 

OA  : C'A'  OB  : O'B'  ;t  OC  : 0'C^  etc. 

denc  les  courbes- AC,  A'», «ont semblables  et  semblableraen*  situées. 

Ainsi,  le*  teetions  poraHilet  d’une  surfAce  âù  ietond  orUre  iont  dit  ligHeé^ 

éuueond  ordre  setnhlablei  et  iemhMletnfnt  eitu^éi. 


; , .1' 
. i.'.o 
r'i 


Cas  partioiUers  oU  IN  «actions  s6nt  des  bypsrbslee.  ^ Cène  asyüiitwe. 

675.  Reprenons  l’éiiuaüon  qui  représente  les  hyperboloïdes , . : ■ \ ■ 

[P,]  Poî+P'y’-P'jfcdcH, 

et  supposons  que  ta  surface  soit  coupée  par  le  plan  dont  l’équation  est  '• 

[1]  *é:oty  + pX-f  p. 

En  changeant  P"  en— 1*"  dans  l’équation  [2]  du  n"  672,  on  a,  pour  la  projec 
tion  de  cette  intersection , 

[2]  (P«t+PV+(Pp*-P*)*’+2ï’«PV*+elC‘=®- 
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Concevons  qu’on  ail  mené,  par  le. centre  ,.tles  parallèles  aux  asyœploles 
de  cplte  projection,  il  est  facile  de  voir,  en  général,  que  ces  parallèles  ne 

■ i*  "»  i«™-  .0.. 

[3J  (P“’+POîf’+(P?»-P')*«-H2PoiEE*=0.- 

Or,  quand  le  plan  coupant  se  meut  parallèlement  à.lui-mtoe , U est  évident 
que  ces  droites  ne  éhangent  pas;  et  cela  prouve  que  les  asymptotes  des 
eliXmêmM**  P®' »“***  celles  des  sections,  resleJ  p^llèlest 

Transportons  le  plan  coupant  à l’origine , soû  équaüon  devient 
1*1  . , »=«y+px; 

«en  prenant  ensemble  les  équations  [3]  et  [4]-,'eHcs  déteminent  deux 
droites,  passant  au  centre , qui  sont  parallèles  aux  asymiptoles  des  sections. 
L équation  [3]  peut  s’écrire  ainsi  : , . 

P(«y+>S)*+Fj^P'S?c:Oi 

et,  au  moyen  de  l’équation  [4],  elle  devient  ' . 

Pa?+P'y^P«a»=0.  ■ . ■ 

^tte  équation , indépendante  de  a et  p,  représente  un  cène  qui  est  le  lien 
des  para  lèles  menées,  par  le  centre,. aux  asymptotes  de  toutes  les  hToer- 
boles  ^ on  peut  tracer  sur  la  surface  : ou  bien,,  ce  qui  est  la  même  chose  il 
est  le  lieu  dés  asymptotes  à . toutes  les  sections  bypei^eliques  faites  par’ le 
centre.  De.lè  lui  vient  le  nom  de  câne  atympfoie. 

676.  On  peut  encore  jusüfler  autrement  cette  dénomination. -Par  un' point 
quelconque  P (flg.  44)  du  plan  de  xy,  je  mène„  au-dessus  de  ce  plan,*^une 

P®*"  *’  P’  P®*"  *’  9*  2’  ■*«  coordonnées 
des  pomis  M et  N , où  elle  rencontre  Phyperboloïde  et  le  ednç;^on  aura , 


et,  par  suite 


^+x  ^(2+x)' 


Supposons  que  le  p<»nt  P s’éloigne  du  centre  0 , sans  sortir  de  la  droite  OR 
II  eü  clair  que  *■  ét  y»,  et  par  s^  Z et  x,  augmenteront  indéfiniment;  donc 
la  différence  Z— «ira  en  diminuant^  et  pourra  devenir  aussi 'petite  ou’oa 
voudra:  > r 

Comme  cette  différence  est  positive  quand  l’hyperbololde  a une  nappe,  et 
négative  quand  il  en  a deux,  U s’ensuit  que  le  cène  asymptote  est  tout  en- 
tier entre  ces  deui  surfoces.  * > . 

677.  Le  cène  asymptote  se  fait  encore  remarquer  lorsqu’on  cherche,  par 
le  calcul,  les  intersections  des  byperbololdes  avec  les  droites , qui  passent  par 
le  centre.  Les  équations  d’une  telle  droite  sont  *=8x,  y=Vx-,  et,  en  les  com- 
binant avec  [Pi] , ü vient 


d=H 


K' 
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Il  est  évident  qu’on  peut  donner  à S et  i'  des  valeurs  telles  que  le  dénomina- 
teur Pî’+  P'y’-^P'  soit , à volonté , ou  positif  ou  négatif  ou  nul  ; donc  il  existe, 
dans  Chaque  h^erboloïde,  des  diamètres  réels  et  Unis,  des  diamètres  ima- 


Seloa  que  riiyperbolofde  a une  ou  deux  nappes,  il  faut  prendre  H avec 
des  signes  dilTérenls;  et  de  là  il  suit  que  les  diamètres  imaginaires  de  l’une 
des  surfaces  sont  les  diamètres  réels  de  l’autre.  Quant  aux  diamètres  infinis, 
ils  sont  les  pièmes  pour  toutes  deux. 

Pour  ces  derniers  diamètres , on  a 

• P«>+P'î’^P"=0; 

et , en  éliminant  2 et  S' au  moyen  des  équations  x=Sxel  y = i'x,  on  trouve , 
pour  le  lieu  géométrique  des  diamètres  infinis, 

PïM-P'y'— P'a^O. 

C’est  l’équation  du  cdne  asymptote  (,*}. 

678.  Un  paraboloïde  hyperbolique  peut  aussi  être  coupé  suivant  des  hyper- 
boles. 11  a pobr  équation 


et , en  changeant  P*  en— P*  dans  l’équation  [A]  du  n°  673 , on  reconnaît  sur- 
le-champ  que  les  parallèles  menées  par  l’origine  aux  asymptotes  de  ces 
hyperboles  ont  pour  équations 


Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  a et  de  p , et  montrent  que  les  parallèles 
aux  asymptotes  de  toutes  les  sections  hyperboliques  ont  pour  lieu  géomé- 
trique deux  plans  parallèles  aux  diamètres  de  la  surface. 

679.  Je  ferai  remarquer  ici  certaines  formes  d’équations,  sous  lesquelles 
peuvent  se  présenter  les  hyperbolofdes  et  les  parabololdes  hyperboliques. 

J'  On  peut  rapporter  qbacun  des  tryperbolo'ides  à trois  quelconques  de  ses 
diamètres  infinis.  Alors , 41  faut  que  les  intersections  de  la  surface  par  les 
plans  coordonnés  soient  des  hyperboles  entre  leurs  asymptotes  : or,  cela 
exige  que  l’équation  de  la  surface  ne  contienne  ni  les  termes  du  1"  degré 
ni  les  carrés  des  variables;  donc  on  peut  comprendre  les  deux  byperho- 
loldes  dans  une  équation  telle  que  S*y  + S'M  + S'ÿX=G. 

27  Si  les  y et  les  g seulement  sont  pris  Sur  deux  diamètres  infinis,  et  si  on 
laisse  l’origine  au  centre , et  les  x sur  le  diamètre  conjugué  des  sections 
parallèles  au  plan  des  deux  premiers  diamètres,  la  nouvelle  équation  devra 
donner  des  hyperboles  entre  leurs  asymptotes,  quand  on  coupera  la  surface 
par  des  plans  parallèles  à celui  de  yx;  et  comme  d’ailleurs  l’origine  est 
encore  au  centre,. on  conclut  facilement  que  les  hyperboloïdes  ont  aussi  une 
équation  de  la  forme  + 

3”  U’equation  du  parabotolde  hyperbolique  étant  P'y’ — P'x’:^2ôi,  on  a 
vu  (62Aj  que  le  plan  de  yg  coupe  la  surface  suivant  deux  lignes  droites,. et 


ginaires,  et  des  diamètres  infinis. 


P'y*— P'x^2Qi; 


(*)  Quand  un  hyperbotoïde  est  rupporié  à trois  diamètres quetconquee,  ton  équation  estde 
la  forme  Pat'  + P'y’^-P"j*'+S<rÿ +S'<rî  + S"ÿ*3:G.  Si  alors  on  lui  applique  les  calcuta 
précédents , on  trouvera  qu’il  suffit  d’y  remplacer  0 par  léro  pour  avoir  le  cène  asymptote, 
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que  Iw  seclloM  paMllèlet  sont  d«  hyperboles  qui  ont  leurs  centrts  sur  lè 
diamètre  des  »,  et  leurs  asymptotes 'parallèles  i ces  droites.  Changeons  lés 
axes  actuels  des  ÿ et  dés  x,  et  remplaçons-les  par  ces  deux  droites , on  rë- 
connattra  aisément  qu’après  la  transformation, d’équation  du  paraboloïde 
hyperbolique  doit  se  réduire  è la  Toéme  Syx  +R»=  o. 

Sections  rectilignes  de  l'hyperbole  à uâeMppe.  ' * . 


680.  Quel  que  soit  le  point  que  L’on  considère  sur  l’hyperboloïde  è une 
nappe,  on  peut  toujours  mener  un  diamètre  a ce  point,  et  rapporter  la 
surface  h trois  diamètres  conjugués  dont  celui-ci  fasse  partie.  Alors,  son 
équation  est 


[Pl 


O*  ■'"F  (? 


= 1. 


Supposons  que  le  premier  diamètre  soit  celui  <jes  y,  et, talions  ÿ=èril  viendra 


[t] 


» = ± -X  : 
C 


d’où  l’on  conclut  qu’on  peut  mener  deux  droites  sur  l'hyperboLoide  à une 
• nappe , par  chacun  de  ses  joints.  ‘ " -.■  ■ , 

Le  plan  de  ces  droites  est  tangent  è l’hyperbdlbïde , puisqu’it  est  parallèle 
au  plan  diamétral  conjugué  du  diamètre  qui  aboutit  au  point  que  l’on  con- 
sidère sur  la  surface  (666).  11  est  évident  d’ailleürs  que  cela  doit  être;  car 
ces  droites  sont  elles-mêmesJeurs  tangentes,  et  à ce  titre  elles -doivent' être 
dans  le  plan  tangent.  \ 

681.  Considérons  sur  la  surface  une  ellipse  quelconque  ABC  (fig.  45),  située 
dans  un  plan  qui  passe  par  le  centre  O,  et  qui  a OZ  pour'diamètre  conjugué. 
Par  tous  lespoinU  de  cette  ellipse,  menons  les  droites  AG,  BH,...  tangentes 
è cettq  courbe , et  les  drot^  AD,  BE,...  parallèles  b GZ.  D’après  ce  qui  pré- 
cède , les  deux  droites  dp  l’hyperboloïde , qui  passent  au  point  A , sont  situées 
dans  le  plan  tangent  OAGj  et  l’équation  [1]  prouvé  qu’elles  sont  de  côtés 
différeuls  par  rapporté  la  ligne  AD.  -, 

Pour  fixer  le»  Idées  i imaginons  qu’on  tourne  autour  de  rhyperholoTde 
dans  le  sens  ABC....  Alors  on  distinguera  sur  cettè  surfhce  deux  systèmes  de 
droites  : l’un  composé  des  lignes  AP,  BQ,...  qui  ont  leur  partte.supérieure  îr 
droite  des  parallèles  AD,  BE...  j « l’autre,  des  lignes  AP',  BQ',.,;  qui  ont  leur 
partie  supérieure  à gauche  de  ces  mêmes  parallèles.  Quand  l’hyperboloïde 
est  de  révolution,  les  droites  du  premier  système  font  avec  l’axe  le  même 
angle  que  celles  - du  second , ot  la  surface  peot  alors  être  engendrée  de  deux 
manières  différentes  par  la  rotation  d'une  droite.  • ■.  ■ . * 

68Î.  La  disposition  précédente  éunt  bien  comprise,  considérons  deu* 
droites  quelconques  AP,  BQ,  appartenant  au  même  système,  et  mehons 
parallèlement  à OZ,  par  le  point  dé  concours  des  tac^entes  AG^sI  BH,  la 
ligne  S6S’  qui  rencontre  l’hyperboloMe  en  8 et  S'.  La  ligne  SGS'  est  l’intei^ 
section  des  plans  tangents  DAG  > EBH  ; et  il  est  clair  que  si  les  deux  droites  AP 
et  BQ , qui  sont  respectivement  dans  ces  plans,  se  rencontrent,  ce  ne  peut  être 
que  sur  la  ligne  8S'.  Mais , d’un  autre  côté,  il  est  évident  que  AP  doit  passer 
«U  point  9,  et  BQ  au  point  S';  dofte  ces  drôites  ne  se  rentontrent  pas.  Le 
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même  raisonnement  montre,  au  contraire,  que  deux  droites  de  systèmes 
différents,  telles  que  AP  et  BQ*,  Iront  couper  SS'  au  même  point  S.  Donc,  en 
général , deux  droites  prises  dans  un  même  système  ne  se  rencontrent  pas,  et 
deux  droites  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours, 

683.  L’équation  [1]  montre  que  les  droites  qu’on  peut  tracer  sur  l’hyper- 
bololde  à une  nappe,  par  chacun  de  ses  poinls,  sont  parailëies  aux  asymp- 
totes des  sections  parallèles  au  plan  de  ces  droites.  De  l'a  on  conclut  que 
toutes  les  droites  situées  sur  i'Hyperboloide  étant  transportées  au  centre, 
parallèlement  d elles-mêmes,  s’appliquent  exactement  sur  le  eine  asymptote. 

68t.  Considérons  encore  trois  droites  d’un  même  système , telles  que  AP, 
BQ,,  CR  ; et  supposons  pour  un  moment  qu’elles  soient  parallèles  è un  même 
plan.  En  les  transportant  au  point  0,  parallèlement  à elles-mêmes,  elles  se 
placeraient  dans  un  même  plan;  par  conséquent,  il  y aurait  sur  le  cAne 
asymptote  trois  génératrices  situéeè  dans  un  même  plan.  Si  cela  était , la 
section  de  Ce'  cAne,  par  un  plan  parallèle  à l’elliiise  ABC,  aurait  trois  points 
en  ligne  droite , ce  qui  est  impossible , puisque  cette  section  est  une  ellipse. 
Donc  trow  droites  d'un  même  système  ne  sontjamaispaèallèles  à un  même  plan. 

68&.  Prenons  è volonté  trois  droites  dans  un  système , et  regardons-Ies 
comme  Axes  dans  l’espace.  Ôn  peut  mener,  par  cha<iue  point  de  la  première, 
une  droite  qui  rencontre  les  deux  autres  : car  en' faisant  passer  par  ce  point 
deux  plans,  dont  l’un  contienne  la  seconde  ligne,  et  l’autre  la  troisième, 
l'Intersection  de  ces  plans  remplit  les  conditions  dont  ii  s'agit.  On  pourra  donc 
hire  glisser  une  droite  de  manière  qu’elle  s’appuie  constamment  sur  les 
trois  lignes  fixes;  et  il  est  évident  que , dans  ses  diverses  positions,  elle  vien- 
dra coïncider  successivement  avec  toutes  les  droites  de  l’autre  système.  Ainsi , 
l’hyperboloide  d une' nappe  peut  être  engendré  par  une  droite  qui  se  meut  le 
long  de  trois  droites  fixes,  non  parallèles  à un  même  plan. 

Il  est  d’ailleurs  assez  clair  qu’on  peut  choisir  les  trois  directrices  d’une 
infinité  de  manières  dans  .tel  système  qu’on  voudra,  pounu  qu’elles  appar- 
tiennent toutes  trois  au  même. 

686.  Un  hypeebolo'ide  à une  nappe  étant  donné  pat  son  équation 


lPl 


cherchons  les  équations  dés  génératrices  de  chaque  système'.  A cet  effet , 
écrivons  l’équation  [p']  dq^ celte  manière  : 


On  voit  qu’elle  se  vérifie,. soit  en  posant 


[2] 

soit  en  posant 

[a] 


a et  fi  étant  deux  indéterminées,  qu’on  peut  taire  passer  par  toutes  les 
valeurs  possibles.  Les  éq.  [2]  donnent  les  génératrices  de  la  surface  qui  appar- 
tiennent h un  système;  et  les  éq,  [3],  celles  qui  appartiennent  h l’autre. 
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687.  On  peut  encore  présenter  celte  flecherche  d’une  autre  manière.  Pre- 
nons l’équation  d'un  plan  quelconque  parallèlë  aux  f , 

[*]"•  . + 
et  éliminons  y entre  [p*]  et  [4].  U vient 

[5]  = (b'+  aVk>+  Sa’aSa:  + a’S>—  a>6»  ; 

c»  \ ' 

et  celle  équation  représente,  en  projection  sur  le  plan  .de  xx,  l’intersection 
de  l’hyperboloïde  et  du  plan.  Pour  que  cette  intersection  se  réduise  è deux 
lignes  droites , Il  faut  que  les  valeurs  de  x soient  du  premier  degré  en  x : le 
second  membre  doit  donc  être  un  carré , ce  qui  exige  la  condition 

a‘d«p=  (b>4- aV)  (a’P’-^  aV). 

De  Ikon  tire  p = VPT'âv,  le  radical  emportant  avec  lui  le  double  signe  ±;. 
Par  celte  détermination,  l'éq.  [5]  donne  en  effet  deux  valeurs  du  1"  degré;  et 
en  les  associant-,  cbacune  à son  tour,  à l’éq.  [4],  on  aura 

= ttX  + yt*  + oV,  /•  y = ttj-|-  -f-  a*â?, 

I _c (xi/6’+a'ii’+  a’o)  | x =— c(j\/b’  + aV-|-o'a) 

~ ah  ’ { Sb  ' 

Ces  deux  systèmes  d'équations,  dans  lesquels  a est  indéterminé,  correspon- 
dent aux  deux  systèmes  de  droites  contenues  sur  la  surface.  11  est  évident 
qu'on  reproduirait  l'équation  de  l'iiyperboloïde  en  éliminant  a entre  les 
deux  équations  de  l'un  quelconque  des  deux  systèmes. 

- Si  on  change  e en  e Iss  résultats  précédents  conviendront  è l’ellip- 
soïde ; et  si  en  outre  on  change  a en  a et  b en  b ils' s’appliqueront 
à l'hyperboloïde  à deux  nappes.  Mais  alors  ces  résultats  sont  imaginaires; 
donc  ces  deux  surfaces  ne  peuvent  pas  être  engendrées  par  une  ligne  droite, 
ce  qui  d’ailleurs  est  évident  a priori.  ■ 

opai.  Il  reste  encore  à démontrer  que  toutes  les  surfaces  engendrées  par 
une  ngne  droite  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes,  non  parallèles  à un  même 
plan , sont  des  hyperboloïdes  h une  nappe. 

Je  remarque  d'abord  qu’on  peut  mener  par  chacune  de  ces  droites  deux 
plans  respectivement  parallèles  aux  deux  autres  droites , et  qu’on  détermine 
ainsi  un  parallélépipède  dont  ces  droites  sont  trois  arêtes.  Supposons  (fig.  46) 
que  FF'GH  soit  ce  parallélépipède,  et  que  FK’,  GG’,  HH',  soient  les  trois  direc- 
’trices.  Parle  centre  O. de  ce  parallélépipède,  menons  trois  parallèlés,  Ox, 
Oy,  Ox,  h«:«s  lignes,  et  choisissons-les  pour  axes  des  coordonnées  x,  y,  x; 
enfin,  faisons  FF=2/;  GG'=2y,  HH'=2b, 

Cela  posé,  les  équations  des  trois  directrices  sont 

jpourFF',  ^=^^|pourCG',  |p<>“r  HH'* 

Prenons,  pour  la  génératrice,  lès  équations 

x3ïox  + «^,  y— pxM-P'i 

les  quantités  «t,  J,  p,  p’,  devront  être  assujetties  aux  équations  qui  expri- 


* 


r ;■  " 'xlc 


GÉOMÉTRIE  AIUITTIQÜE  A TROIS  DIMBRSIONS. 


Û6t 


ment  que  cette  ligne  rencontre  les  trois  directrices;  et  on  trouve  facilement 
que  ces  équations  sont 


jf=— ph  + p*,  —f=àh  + a!, 


P 


Alors  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  b,  b’,  p,  p',  entre  ces  équations  et  celles  de 
la  génératrice,  pour  avoirtune  relation  entre  les  coordonnées  x,  y,  *,  d’un 
point  quelconque  de  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligne 
le  long  des  trois  droites  Axes.  Or,  des  qqatres  premières  équations , on  tire 
x + f .-fx~hx  y-g 

x+h  ■ 

* 

et , en  mettant  ces  valeurs  dans  la  cinquième  équation , il  vjent , toutes  réduc- 
tions faites, 

hxy  + gxx  + fyx  + fghx=  0. 

Donc  la  surface  est  du  second  ordre , et  elle  a l’origine  pour  centre.  D’ail- 
leurs., sa  génération  même  montre  qu’elle  est  continue  et  illimitée , et  qu’elle 
n’est  ni  un  cylindre  ni  un  cône;  donc  elle  ne  peut  être  qu'un  hyperbolotde  d 
«ne  nappe. 


SectiODi  rectilignes  du  paraboloïde  hyperbolique. 


689.  On  peut  aussi  tracer  »«r  la  turfaee  du  paraboloïde  hyperbolique  deux 
droite!  par  chacun  de  tei  pointe.  ' - > 

En  effet,  en  prenant  pour  origine  un  point  quelconque  de  cette  surface , 
on  peut  donner  à son  équation  la  forme  ^ 

[Q*]  P'p’— P'x*=2Qi,  • ' 

laquelle  fait  voir  que  le  plan  de  yx  coupe  la  surface  suivant  deux  droites , 
qui  ont  pour  équations^  ' ^ 

y;/P^dbxy'P'. 

6Ô0.  Aucune  des  droites  de  la  surface  n’est  parallèle  à un  plan  diamétral  i 
car  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles  à la  ligne  des  * (636),  et  de  tels 
plans  coupent  la  surface  suivant  des  paraboles  (673),  On  est  donc  sûr  que 
ces  paraboles  sont  rencontrées  par  toutes  les  droites  de  la  surface. 

Soit  ABC  (Bg.  47)  une  de  ces  paraboles: ‘menons,  par  tous  ses  points,  des 
tangentes  AG,  BH,..._et  des  droites  AD,  BE,...  parallèles  aox  cordes  conju- 
guées au  plan  diamétral  ABC.  Ces  deux  droites  du  paraboloïde , qui  passent, 
en  A,  sont  dans  le  plan4angent  DAG,  et  situées  de  côtés  différents  par  rap- 
port à AD;  et  les  droites  de  la  surface  qui  passent  en  cbaciin  des  autres  points 
de  la  courbe  ABC  donnent  lieu  à une  remarque  analogue. 

De  là  résulte  la  distinction  de  ces  droites  en  deux  systèmes;  et  on  démon- 
tre, comme  on  Ta  fait  pour  Thyperboloïde  à une  nappe  (682),  que  deux 
droites  du  même  système  ne  se  rencontrent  pas,  mais  que  deux  droites  de  sys- 
tèmes différents  se  rencontrent  toujours, 

691.  Pour  avoir  les  équations  des  droites  situées  sur  le  paraboloïde,  met- 
tons l’équation  (Q']  sous  cette  forme 

(V^P'l  Xv/P*)  X;/P*)  = 2Qi  : 


k67i  V . î V V r 

on  yolt  quicllc  est  Ÿiérifiée  en  posant  , ^ , 

f>l  sy^f+XVV“=~l‘i  ' 
el  encore  en  posant  ' >-  ' 

20 

[SJ  yv'P'+VP’=P  WP'-VP'=JÎ- 

Ces  équations  donnent  les  deux  systèmes  de  droiteè , en  fusant  pawr  les 
indéterminées  a et  p par  toutes  les  grandeurs  possibles.  o ' 

692.  On  arrive  encore  à flcs  droites  par  les  calculs  du  n*  687.  Soit 

[3]  . ' , *=■»*  + ? , 

l’équation  d’un  plan  quelconque  parallèle  aux  y.  |1  faut  d’aboi^  ilin4t0f  * 
entre  [QJ  et  [ï] , ce  qui  donne  . ' - 

[4]  P'y'=P'a»+2Qo*+2<Jp. 

Ensuite  U faut  assujettir  « et  p à la  condition  nécessaire  pour  que  cette  équa^ 

tien  représente  doux  droites}  et  on  e masi  . ■ ■ ^ 

Q’efe2t>"QP,  6’où'p  = Qp. 


Par  suite,  les  équations  [3]  et  [4]  deviennent 

[,]  it=a*  + ^.  v=±(xy/?  + ^);  ^ 


et  elles  déterminent  alors  le  premier  ou  le  second  systèmf  de  droites,  suivant 
qu’on  prend  le  signe  + ou  le  signe  — , . . ' , u 

693. 11  existe  entre  l’hyperboloide  è une  nappe  et  le  paraholoide  hyper- 
bolique une  différence  qu’il  importe  de  remarquer.  C’est  que , dans  la  pre- 
mière surface , trois  droites  d’un  même  système  ne  sont  point  parallèles  è un 
même  plan  (684),  tandis  qae,  daOs'ia  seconde,  elles  remplissent  toutes  cette 
condition.  11  est  évident,  en  effet,  par  les  résultats  précédents,  que  toutM 
les  droites  d’un  même  système  onHeurs  prcyections  , sur  le  plan  de  yx,  paral- 
lèles entre  elles,  ej,  que  par  conséquent  ces  droites  sont  parallèlesà  un  même 

plan,  qui  lui-même. est  parallèle  aux  diamètres  de  la  surface. 

bn  doitidonc  regarder  comme  démontré  que  le  parabolçîde  hyperioKqae 
petit  être  engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  gliese  sqr  trois  droite» 
fixes  parallèles  à un  même  plan , ou  bien  encore,  par  une  droite  qui  glisse 
sur  deux  droites  fixes,  en  restant  toujours  parallèle  o un  plan  donné. 

694.  Réciproquement  faisons  voir  que  toute  surface  .résultant  de  IJun  de  ces 
deux  modes  de  génération  est  un  paraholoide  hyperbolique. 

Supposons  d’abord  (fig.  48)  que  la  génératrice  se  meuve  sur  trois  direcWices 
AR,  BS,  CT,  parallèles  à un  plan.  Soit  Aj  une  position  particulière  de  1?  géné- 
ratrice , et  A,  B,  C,  les  points  où  elle 'coupe  les  trois  directrices.  Menons  \x 
et  Aÿ  parallèles  h BS  et  CT  : les  lignes  AR,  Aï,  Ay,  seront  dans  le  même  plan, 
le  plan  ïAï  contiendra  BS^  et  le  plan  ïAy  contiendra  CT.  Cela  posé,' prenons 
les  lignes  Aï,  Ay,  As,  pour  axes  des  coordonnées  ; les  équations  des  trois 
directrices  seront  ... 


y = ax 

s = 0 


pour  AR  ; 


î:=b' 


|poor  CT. 
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SQient  les  éouations  de  la  génératrice 

a=:otf  + or,  yspi  + p*.  /' 

Pour  qu’elle  rencontre  les  trois  dlréctrtces,  on  a les  conditions 
_ a«'-p'=0,  i>p  + p'=tl,  b!«+«'=0î'  , ' _ 

et,  pour  avoir  l’équation  de  la  surface',  il  faut  .éliminer  a,  a',  p,  p',  entre  ces^ 
équations  et  celles  de  la  génératrice.  On  trouve , pour  résultat , 

^ aVxx  — byx — oiI)'a:+ W'ÿ  = 0;  *' 

donc  la' surface  est  du  second  ordre.  D’ailleurs,  elle  e^t  engendrée  par  une 
droits  qui  glisse  sur  trois  directrices  parallèles  è uU  plan  ; donc  elle  ne  peut 
être  qu’un  paraboloidé  hyperbolique.  ' ' 

Supposons  maintenant  (flg.  48)  que  la  générstrice  glisse  sur  deux  droites  ki 
et  Bu,  en  demeurant  constamment  parallèle  au  même  plan  ykx.  Soient  A 
et  B les  points  d’intersection  de  ce  plan  avec  les  deux  directrices.  Menons, 
par  ces  points , la  droite  Ay  ; menons  aussi , par  la  ligne  As,  un  plan  parallèl 
à Bu,  lequel  coupe  le  plan  yAx  suivant  la  ligne  Ax;  enfin,  prenons  Ax,  Ay, 

Ax,  pour  axes  de  coordonnées. 

La  directrice  Bu  passant  par  Taxe  des  y,  et  étant  parallèl»  au  plan  xAx, 
ses  équations  seront 

^ X=ax,  y — b.  I 

La  génératrice  devant  toujours  rencontrer  l’axe  des  x,  en  restant  parallèle  au 

plan  de  xy,  ses  équations  seront  de  la  forme 

\ 

' x=roy,  X = p. 

Comme  elle  doit  aussi  rencontrer  Bu , on  a ta  condition 

p = aèa; 

et  en  éliminant  a et  p,  entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice,  on  a 

yx=abx.  ' 

Cette  équation  doit  représenter  un  paraboloidé  hyperbolique  ; car,  dans  le 
second  ordre,  il  n’y  a que  cette  surface  sur  laquelle  on  puisse  tracer  des 
droites  qui  soient  rencontrées  par  d’autres  droites  parallèles  à un  même  plan. 

Sections  drculures. 

695.  Au  commencement  de  ce  cliapitre , on  a reconnu  d’une  manière  géné- 
rale les.  courbes  qu’on  obtient  en  coupant  les  difTérentes  surfaces  du  second 
ordre  parties  plans;  et,  plus  loin,  on  a fait  voir  que  l’hyperboloïde  à une 
nappe  et  le  paraboloidé  hyperboli(|ue  peuvent  donner  des  lignes  droljes  c 
nous  nous  proposons  actuellement  de  rechercber  s’il  est  possible  dé  placer 
les  plans  coupants  de  manière  que  les  sections  soient  des  cercles. 

Considérons  d'abord  un  ellipsoïde,  et  soient(rig.  50)UA,  OB,  OC,aes  demi- 
axes.  Supposons  OA  > OB , OB  > oC , et  menons , par  le  demi-axe  moyen  0^', 
un  plan  qui  coupe  l'ellipse  AC  au  point  D.  L’intersection  avec  la  suriace  est' 
une  ellipse  qui  « i^ur  demi-axes  OB  et  OD  : or,  en  faisant  tourner  lé  plan 
autour  de  OB , la  ligne  OD  prend  toutes  les  grandeurs  comprises  jiutre  OA 
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et  OC;  donc  il  existe  une  position  pour  laquelle  OD==OB.  Alorsla  section  est 
un  cercle , ainsi  que  toutes  les  sections  paralliles. 

La  symétrie  de  l’ellipsoïde,  relativement  à'ses  axes,  prouve  qu’en  faisant 
l'angle  COD’=COD,  le  plan  D'OB  coupera  encore  la  surface  suivant  un 
cercle.  Les  deux  plans  DOB,  D'OB,  se  confondent  avec  le  plan  COB  quand 
6b  = 0C;  et  avec  AOB,  quand  OD=OA,  Dans- ces  deux,  cas,  l'ellipsoïde  est 
de  révolution. 

On  a mené  le  plan  DOB  par  l’axe  moyen  : il  est  clair  que  si  on  l’eût  mené 
par  l’un  des  deux  autres,  on  n’eût  pas  obtenu  dé  cercle.  Par  exemple,  s’il 
passe  par  OA , la  section  sera  une  ellipse  dont  OA  est  un  demi-axe,  et  dont 
l’autre  demi-axe , qui  est  comprU  entre  OB  et  OC,  ne  peut  pas  devenir  égal 
à OA.  . 

696.  Voici  une  autre  manière  fort  simple  de  trouver  les  cercles  BD  et  BIV. 
Prenons  l’équation  de  l’ellipsoïde  rapportée  à ses  plans  principaux, 

[P]  ' Pa»+P'ÿ’+P'**=H; 

et  écrivqns-la  ainsi 

Pi»+P'(i»+ V’+ *’)  + P'x’=  H + 1>’^^ 

ou  encore , de  cette  manière 

F(a*+y’+x’)  = H + (P'-P)*»-(P«_F)i*. 

H est  évident  que  cette  équation  est  vérifiée  en  posant  à la  fois  ces  deux-ci  : 
F(a:>+!/»+S’)  = H,  (F— IV=(P'-P0*’- 
La  première  est  celle  d’une  sphère  qui  a pour  rayon  le  demi-axe  OB.  La 
deuxième  représente  deux  plans  passant  par  ce  demi-axe  : car  elle  donne 

Par  conséquent , les  cercles  résultant  de  Pintersection  de  la  sphère  avec  ces 
deux  plans  sont  situés  sur  l’ellipsoïde. 

Hais,  pour  que  ces  valeurs  de  x déterminent  réellement  des  plans,  il  faut 
que  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  soit  positive;  et  cela  exige  que  P'  soit 
compris  entre  P et  F,  c’est-à-dire  que  les  plans  doivent  pttsser  par  l’axe 
moyen. 

697.  Les  démonstrations  précédentes  peuvent  être  facilement  modifiées 
pour  les  autres  surfaces  : elles  sont  simples  et  élégantes , mais  elles  ont  le 
défaut  de  ne  point  apprendre  si  les  sections  circulaires  qu’elles  font  connaître 
sont  les  seules  qui  existent.  C’est  pourquoi  nous  allons  reprendre  cette 
recherche  par  une  analyse  propre  à donner  une  solution , à la  fois  générale 
et  complète,  de  toutes  les  questions  qui  ont  pour  objet  les  intersections  des 
surfaces  par  des  plans. 

Quelle  que  soit  la  surface  dont  il  s’agit , supposons  (fig.  SI)  qu'elle  soit 
rapportée  è trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Ox,  et  qu’on  Veuille  la  couper 
par  un  plan  quelconque.  Je  prends  à volonté  le  point  (V  dans  ce  plan , et 
je  mèneOTl,  O'S,  OT,  parallèles  à O®,  Oy,  Ox.  Soit  RO'x'=: ç Fangle  que^ît 
avec  D'H  la  trace  oy  de  cê'plan  sur  le  plan  RFS;  et  soit  9 l’inclinaison  du 
premier  plan  sur  le  second.  J’éleve  dans  te  plan  sécant  la  ligne  D'y'  perpen- 
diculaire à O'x'. 
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DésigDons  par  f,  g,  h,  les  coordonnées  du  point  O*  rapporté  aux  axes  O*, 
Oy,  Osj  par  x,  y,  s,  celles  d’un  point  (^uelconque  du  plan  coupant  relalite- 
menl  aux  mêmes  axes;  et  par  j|*,  celles  du  même  point  relativement  aux 
axes  oy,  O'u’.  On  a trouvé  (603)  le$  formules  " 

— H '*f  • 


It] 


»=:*'cog  e— v'sin  ç cos8  + f, 
y slnç+y'cosçcoié  + g, 
y'sine  + h; 


£ 


.'.'J  »up  iauQ. 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  la  surface  proposée , on  aura 
l’intersection  de  celte  surface  par  le  plan,  r . os  ‘uip  <■  ^ 

Pour  plus  -de  simplicité , ne  considérons  d’abord  que  les  surfaces  du  second 
ordre  qui  ont  un  centre,  et  effectuons  ces  substitutions  dans  l’équation 

[E]  . py+P'v>+P'a‘=H, 

dont  les  coordonnées  peuvent  être  supposées  rectangulaires.  On  trouve  un 


résultat  de  la  forme 


i.l  Inji.iiQ 


Ay’>+B*'y'+Ca'+Dy'4-Be'+F  = 0,  ' • 

dans  lequel  on  a 

A =r  P sltfç  cos’6  ^ P'cos'p  cos’O  + Ksinl6 , 

B =2(P'— P)sin9COSfCos9,  ! 

C=Pco(Pç + 1^81^9;  ‘ 

.:•!  J"  -i 

et,  pour  obtenir  un  cercle,  il  faut  poser  B =0  et  A:^C,  yeetoi-dir»  i i> . - 
[î]  (P'— P)8ln9COS9  CO80  = 0,  . ..... 

[3]  P8ln’9cos’6  + P'cos’9  0os’9  + P"sin’6=^pcotf9+P'sin’9. 

En  général , P'  étant  différent  de  P,  l’équation  {!]  ne  peut  être  vérifiée  qu’ea 
prenant  ou  cost=cO,  ou  slnpxzO,  ou  co89=rO. 

La  première  hypothèse,  cosSrsO,  change  l’équation  [3]  en 

..  i.l  ->  ’.i  Pc(Mf9+ P'silP9  = P*.  ' ‘ ■ ■'  ’■■■• 

Dans  le  second  membre , on  peut  mettre  P*(cos’9  + sin’9)  au  lieu  de  P*,  et 
alors  on  a snccessivement  ' 

Pcos’9  + P'sin*9=P*cos’9  + P*sltf9,  ’ 

, (P-— ingln»9=(P'— P)cos>9, 


:•  / P»— P 

,tang9=±yp73jpî. 


La  seconde  hypothèse,  sin  9=0,  réduit  l’équation  [3]  à 


Par  suite , on  a 


P*  cos*9  + P'sin’9=:  P. 


P'co8*9+P'8itf9  = Pco8'6  + Psin>9, 1 
(P*— P)  sin’9  = (P— P")  cort , . 

- /p_p< 

Ung9  =±  W 


1 
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■'’EilllU'la‘(nliitSàlè'hn>Atiflj3ev  co^s^O.'  doRtti''''  • ’i 

k:-i  :,.i,.,  -i,-i  t.  ' ■ 1...  !,  ■ , , 

, Pf9^e.+.f-:sin>e;?=t‘',\ 

Pcos»é  + P^sin’()^P'CQls’8  + P*8^  ' ” 

{P*— P')sin=0  = (F— P)co»’9,  ' 

' ’?>*’  r - / ly^-p 

‘wgûsr^fcy/pnrF* 


■ à 


Quels  que  soient  les  signes  de  l’équalioïKiÈ],  tant  que  la  surface  n’est  pas 
rfa  eéMluHon , il  y a toujours  uneodes  quantités  P,  P',  P*'  eemprise  entre  lès 
deux  autres.  Supposons  que  ce  soit  les  deu*  premiers  sadleaim  seront 
imaginaires,  le  troisième  teuiUéra  réel.  C’eat-ii-dlre  qde,  pdur  avoir  des 
sections  oirquiaireei. il  faut  prendre.  >..  > . tv  , . .....  i..  , . - 

cosç=<J,  taiig0=;± 


tts  vatéuW  indiquent  deux  sériés  de  plans  parallèles  à'I’axe  ie^y.  ’ 
Quand  la  surface  est  de  révolution,  deux  des  quanlilés  P,  P",  P*,  sont 
égales.  Soit  P"=P'  : )e&sqlqli««s  dqs  éqniions  [a]  et  [8j  deviennent 

cos6  = 0,  tangç=oo  'ou  COStp=0;  ..  i . 

COS9  = 0,  tangO  =:±:v/^; 

feos?  = 0,'  tangô^àj  ou'  côS0=O. 

t »•  . ' i 

Les  deux  solutions  réelles  se  composent  des  mêmes  valeurs,  cos8  = 0, 
cosç=0;  et  elles  montrent  que  les  sections  circulaires  doivent  être  perpen- 

diculairenS  Pake  des'®,  4ui 'est  IcPPaxe  dé  révolution.  “ " 

Soit  P"=  P'=  P,  les  équations  [2]  et  [3]  sonj  vériliées  d’eHes-mêmes,  quelf 
que  soient  ç et  8 , ce  qui  revient  â dire  que  i’iulqfseclion  d’uiiq  sphère  par 
un  plan  esl-t(ràjàui^  un  cercle.' " '' 


l’ai>aly^pi[èc«denle  [Muif  le  cas  des  paraboloïdes.  Ppor  eea  sur* 
laces,  on  peut  prendre,  en  cpordounées  rectangulaires,  l’équaUps..  ; . 


[F]  II-..’  (lo'lfl  P'v»4,  prs»=2Qa).  .,1  1 

et  la  substitution  des  valeurs  [(]  donne  encore  un  résultat  de  la  forme 
Ay'’+  Bir'y'+  C®’’  + etc.  = 0.  Mais  alors  on  a,  pour  A,  B,  C,  ^ 

'*  X=P'cbs>i>cos’0  + P’sin»8,  B = 2P'sin?cosy  cpsCi^  feÇ;sia?.ji, 
et,  pour  que  la  section  soit  un  cercle,  il  faut  poser.,., 

sin  ç cos  9 cos  e,?=0i  F cos>9  cosi»  +.1X4^1"  8 = F siF  9. 


On  tire  de  là  trois  systèmes  de  valeur^ , sayoir  : 

/sin  9 = 0,  /cos  9=0,  /cos8  = 0, 

|^iang8  = dry/-u-£;'  ;|siiie=dey/^,  |^sln9=:i  ÿ/p:  ■ 

Quand  le  paraboloïde  est  elliptique , F et  F sont  de  même  |iigne  : si  alpi^ 
P'  est  plus  grand  que  F,  les  valeurs  de  9 et  de  8 ne  sont  réelles  que  dans  le 
troisième  syslcmej  mais  anF  est  moindre  que  F,  elles  ne  sont  réelles  que 
dans  le  second.  Oo  a ainsi  deux  séries  de  plans  perpendiculaires  au  plan  de 
®ÿ  ou  à celui  de  xi.  Si  P"  = P,  on  u’a  plus  qu’une  seule  série  de  plans,  les- 
quels sont  perpendiculaires  'a  l’axe  (ju  paraboloïde. 
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Quand  le  parabololde  es(  hyperbolique,  P*  et  K ont  des  signei  différents  ; 
et  il  n'y  a que  le  premier  syslèine  qui  doiute  y et  6 réels.  Mais  alors  ies  coef- 
Ocienls  A et  C sont  zéro,  en  même  temps  que  B;  et  l’équation  Aj/'’+  etc.=0, 
se  réduisant  au  premier  degré,  ne  représenle  pius  que  des  lignes  droites. 

Ainsi,  il  ést  démontré  que  lu  surfaces  du  second  ordre,  le  pesraboloide  hy~ 
perbotique  excepté;  peuvent  être  coupées  selon  des  cercles,  par  des  plans  pa- 
rallèles conduits  suivant  deux  directions  différentes. 

Et  encore  pourrail-«n  écarter  tuule  exception  , en  regardant  les  droites, 
qu’on  peut  tracer  sur  le  parabololde  hyperbolique , comme  des  cercles  dont 
les  rayons  sont  inlinii.  .. 

Qn  remarquera  sans  doute  que  les  centres  des  cercles  de  chaque  série 
sont  sur  un  diamètre  de  la  surlaoe  : car  il  en  est  ainsi  de  toutes  les  sections 
parallèles  (684). 

On  doit  remarquer  aussi  que  la  propriété  de  la  section  antlparallèle  du 
céue  oblique  est  un  cas  particulier  du  théorème  précédent  - i 

Bémoostrations  de  quelques  Uiéorémes. 

698.  TRéORËME.  Supposons  que  des  cdnes  aient  pour  bases  lei  sections  planes 
d’une  surface  du  second  ordre,  et  pour  sommet  commun  unjioint  de  cette  sur- 
face; puis  imaginons,  par  ce  pojW,  un  plan  langent  d la  surface  : lés  sections 
faites  dans  les  cônes  et  dans  la  surface,  par  un  plan  parallèle  au  plan  tan- 
gent, seront  des  courbes  semblables  et  semblablement  situées. 

Quei  que  soit  le  |K>lut  de  la  surface  qui  serve  de  sommet  à ces  cônes, 
choisissons  pour  ligne  des  x le  diamètre  qui  passe  par  ce  point,  et  le  plan 
tangent  pour  plan  de  yz.  En  dirigeant,  convenablement  les  y et  les  s , on 
pourra  donner  k l’équation  de  la  surface  la  forme  - ,< 

[1]  •'  Pï=  + P'y»+P»s'=2Qa). 

Prenons  pour  la  base  d'un  des  cônes  rfatersection  de  la  surface  par  un  plan 
quelconque  ; et  soit 

[2] ,  ^ »=:ay+pz  + T 

Péquation  de  ce  plan.  SI  l’on  désigne  par  **,  y',  z*.  les  coordonnées  d’un 
point  pris  à volonté  sur  cette  inlersectlon , on  doit  avoir 

[3]  Px’»+P>y«+P'z’'  = 2Qi',  *'=»y'  + pj'  + y.  ^ 

D’un  autre  côlé  ^ si  on  mène  une  droite  par  ce  point  et  par  l’origiae , ses 
équations  sont  t; 


Or,  celte  droite  est  une  génératrice  quelconque  du  cône  dont  il  s’agit  ; donc 
en  éliminant  a',  y*,  a',  entre  |3)  et' [4],  on  aura  l’équation  de  ce  cône. 

Des  équations  [4]  on  lire  y'=— , z''=  — : et  par  suite  les  équations 

X X 

deviennent  i - 

>T'  ■'  (Py>+py+rz«^*'=3Qz»,  !f:c'=(«y+pz^i'  + yir.  ^ • 


D- 
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Il  Q’y  a plus  qu'4  éliminer  s',  et  on  trouvera,  pour  le  côo«,  ' 

[5]  Pi>  + P'y’+  P'i»=?^(*— «ÿ— pv).  ’ • 

Maintenant  coupons  ce  cône  et  la  surface  prc^osée , par  un  plan  parallèle 
è celui  de  yx.  Pour  cela,  faisons  x=x  dans  [1]  et  [ô]  : Il  vient 

P'y’  + P"*’  = 2QX  — PI’,  , . ; 

P'y’+P»>t’=?^(X— ay-pv)  — PX’.  ^ 

En  changeant  le  plan  de  la  base  du  cône,  les  quantités  a,  p,  y,  varient  ; mais 
dans  ces  équations  les  termes  du  second  degré  demeurent  les  mômes,  et  par 
conséquent  elles  représentent  toujours  des  courbes  semblables  et  semblable- 
ment situées.  C’est  cette  propriété  qu’il  fallait  démontrer.  Toutefois,  U peut 
se  faire  que  çes  couri)es  soient  des  hyperboles  différemment  tournées. 

Le  théorème  qui  vient  d’ètre  démontré  est  l’extension  d’iMie  propriété  con- 
nue dans  la  sphère  (n°  524,  1),  et  sur  laquelle  PTOLénéE  a fondé  la  construc- 
tion des  mappemondes  telles  qu’elles  sont  encore  en  usage  aujourd’hui. 

699.  THéORÈME.  Si  deux  surfacet  du  second  ordre  te  rencontrent  suivant 
une  première  ligne  plane,  elles  se  couperont  encore  suivant  une  autre  ligne 
plane. 

Prenons,  ainsi  .que  l’a  fait  M.  J.  Binet,  le  plan'de  la  ligne  commune  pour 
celui  de  xg,  et  supposons  que  les  équations  des  deux  surfaces  soient 
[ I ] Ax»  + A'y’  + A'j’  + Baey  + Vxx  + B"yi  + ût  + C'y + C'i  + F =0 , 

[2]  ax‘+  o'y’  + o'aç’  4-  bxy  + b'xx  + fy*  + ca  + c'y  + e'x  + /■  =0. 

En  faisant  x=±rO,  les  équations  résultantes  doivent  représenter  la  même  ligne; 
•t,  pour  cela , il  faut  que  les  éoefiScienls  de  ces  équations  soient  proportion- 
nels. Ainsi,  P étant  le  rapport  de  A à a,  on  aura 

A=ap,  A'=a'p.  B=bp,  C=cp,,  C'=c'p,  F=/p. 

Maintenant,  multiplions  l’équation  [2]  par  p,  et  alors  retrancbqns-la  de  l’équa- 
tion [i]  : les  termes  qui  ne  contiennent  pas  x se  détruiront , et  il  viendra  . 

(A’’-o’’p)s’+(B'-6'p)*r-HB*-  è'p)yx+  (C'-e'p)*=0. 

Lès  coordonnées  de  tous  les  points  communs  aux  deux  surfaces  doivept  u- 
tisfaire  k cette  équation  : or,  elle  se  partage  en  deux  autres, 

X=0,  et  (A'— o*p)i-|-(B'— è'p)»-f-(B'  — Mp)v  + C— b'p=0, 

lesquelles  représentent  deux  plans  ; donc  l’Intersection  des  deux  surfaces  se 
compose  de  deiix  lignes  planes.  Dans  certains  cas , la  seconde  ligne  peut  se 
confondre  avec  la  première;  elle  peut  aussi  se  réduire  k une  simple  ligne 
droile , ou  k un  point  unique , ou  môme  devenir  imaginaire. 

700.  Théorèhe.  Dans  une  surface  du  second  ordre,  deux  cercles  quelconques 
appartenant  à' deux  série/ différentes  sont  toujours  situés  sur  une  même  sphère. 

Cette  propriété  est  une  e^itension  de  celle  qui  a été  donnée  n*  470  pour  les 
sections  sous-coqlraires  du  cône  oblique  ; et  voici  comment  on  peut  la  dé- 
montrer. 

Soit  (flg.  52)  MNPQ  le  plan  principal  d’une  surface  du  second  ordre,  sur 
lequel  sont  perpendiculaires  les  deux  séries  de  plans  qui  coupent  la  surface 
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suivant  des  cercles;  et  soient  MN,  PQ,  les  diamètres  de  deux  de  ces  cercles 
pris  dans  les  deux  séries.  Concevons  qu'une  sphère  soit  décrite  du  même 
centre  et  du  même  rayon  que  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  N,  P. 
Il  est  clair  que  le  cercle  MN  est  contenu  sur  cette  sphère  , et  qu'ainsi  il  est 
une  intersection  de  la  sphère  avec  la  surface  donnée.  Donc  l’autre  courbe 
d’intersection  est  plane,  et  par  conséquent  c’est  un  cercle  : car,  sur  la  sphère, 
toutes  les  courbes  planes  sont  des  cercles. 

Ce  cercle,  devant  se  trouver  sur  la  surface  donnée  et  passer  au  point  P,  est 
compris  dans  l’une  des  deux  séries  de  sections  circulaires.  Il  ne  peut  pas 
être  le  cercle  PR  parallèle  au  cercle  HN;  car  s’il  en  était  ainsi,  ces  deux  cer- 
cles, appartenant  à une  même  sphère , devraient  avoir  leurs  centres  sur  un 
diamètre  perpendiculaire  6 leurs  plans,  et  dès  lors  les  cordes  MN  et  PR  de- 
vraient être  perpendiculaires  à leur  diamètre  conjugué.  Or  cela  est  impos- 
sible, à moins  que  la  surface  ne  soit  de  révolution;  et,  dans  ce  cas,  les  cer- 
cles PQ  et  PR  coïncideraient.  De  16  il  suit  que  la  seconde  courbe  d’intersec- 
tion doit  être  le  cercle  PQ,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

701.  THéoRËHE.  Quand  deux  surfacet  du  second  ordre  ont  un  plan  principal 
commun,  f intersection  des  surfaces  se  projette  sur  ce  plan  suirant  une  ligne 
du  second  ordre.  i 

Prenons  le  plan  principal  commun  pour  celui  de  xy , et  choisissons  les  x 
perpendiculaires  è ce  plan.  Les  équations  des  deux  surfaces  ne  devront  con- 
tenir aucune  puissance  impaire  de  x , et  seront  de  la  forme 
Ax’  + Ay  + A'i’+  Biÿ  + Cr  + C'y  + F= 0, 

(U*+  rfy’-f  a’x'+  bxy  + ex  + c'y  + f=0. 


Or  si,  pour  éliminer  x,  on  les  retranche  l’une  de  l’autre,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  a"  et  A',  le  résultat-sera  une  équation  du  second 
degré  en  z et  y ; donc , etc. 


CHAPITRE  X. 


DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES  DU  SECOND  ORDRE 
A TROIS  VARIABLES. 


. \I‘  ' >• 

Exposé  de  la  mélhodo.  , . 

702.  Les  propriétés  distinctives  de  chaque  surface  du  second  ordre  étant 
connues,  ainsi  que  celles  des  cas  particuliers  qui  s’y  rattachent,  je  vais  ex- 
poser la  marche  à suivre  pour  déterminer  à quelle  surface  ou  à quel  cas  par- 
ticulier se  rapporte  une  équation  du  second  degré , dont  les  coefficients  sont 
des  nombres  donnés. 

Après  avoir  ramené  l’équation  à la  forme 
[A]  Az>  + A's/>  + AV+  2Bzÿ  + 2B'zx  + 2B'yï+  20  + 2C'y  + yCA  + F = 0, 
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on  égale  à zéro,  les  polynômes  dérivés  du  premier  membre,  relaUCi  a»,  k y 
el  à : on  a ainsi  trois  équations  du-premier  degré,  qui  doivent  donner  pour 
valeurs  de  A , y,i,  les  coordonnées  dp  ceulre(627].  Or  la  résolution  de  ces 
«quations  conduit  à.  distinguer  quatre  cas.généraux  (62d)>  • . - > 

1°  Celui  où  il  n'existe  qu’un  seul  centre  | 3^  celui  où  il  y a u*«  iafleité  de 
centres,. situés  sur  une  ligne  droite  celui  où  il  y a une  inilailé  de  ceaU'es, 

situés  dans  un  plan;  4°  celui  où  il  n’existe. pas  deceatrc.  . , . 

70».  Premier  cas.  On  transportera  l’origine  au  centre,  et  11  viendra  une 
équation  telle  que  , • . 

tG]  ' Ay*  + A'0>+AV+2Bi:ÿ+îB'*<  + îB^  + G=d,  ' ' 

dans  laquelle  les  eoeliicients  sont  les  mêmes  que  'dans  [A],  à l’exception  de,G, 

donUa  valeur  est  (627)  .1  . 

G — Cf+C'g+Ch  + F. 


Supposons  G différent  de  zéro,  divisons  Itéq.  [O]  par  G , et  Ibrmons  eelffe 
qui  fait  connaître  les  axes  de  la  suKace  (C42).  Peur  cela , 11  faut  remonter  à 

l’é(J.  [33  du  n°  637,  et  y remplacer  A,  A',...  par  — g,  — ç.—  En  faisant, 
pour  abréger,  -,  ,v, 

. il  . , .1  . A + A'  + A”  ,•  - t . ji  •,  ■; 

O.  “ . G ’ 

4,^AA'-fAA''  + A'A''— ..  ' :c  lias! 


„ ^AB"+A'B'’+A'’B=— AA'A*— 2BffB" 

I’d({uatlod  dont  il  s’agit  sera  ^ 1 

W X’  — LX>  + MX— N=0. 


On  sait  (642)  que  ses  racines  ne  sont  jamais  imaglAaires,  et  qu’en  les  dési- 
gnant par  y,  X",  X",  les  demi-axes  de  la  surface  sont  > V^4i' 

Puisque  ces  racines  sont  réelles,  la  règle  de  Ges^artes  suffit  pour  connaître 
leurs  signes.  Si  l’équation  [X]  a trois  variations,  les  racines  X',  X",  X",  sont 
positives,  et  la  surface  a ses  trois  axes  réels-,  doqc  elle  est  pu  ellipsoïde. 
S’il  y a deux  variations  seulement,  la  surface  n’a  qile  deux  axes  réels;  c’est 
un  byperboloïde  à une  nappe.  S’il  n’y  a'ïju’uné  seule  variation,  la  surface 
n’a  qu’un  axe  réel  ; c’est  un  hyperboloïde  à deux  nappes.  Mais  quand  l’équa- 
tion [X]  n’a  que  des  permanences;’ ses  racines  étant  négatives,  les  trois  axes 
deviennent  imaginaires  ; et  alors  la  surface  elle-même  est  imaginaire  ; c’est- 
à-dire  qu’il  n’existe  aucun  point  dont  les 'coordonnées  puissent  vérifier 
l’équation  proposée. 

Pour  faire  usagé  de  l’équallon  [X],  il  fiiül  que  les  coordonnées  Soient  réc- 
tangolaires  ! c’est  pourquoi  j’indiquérai  encore  le  procédé  suivant  ,'qul  est 
Indépendant  de  celte  supposition.  '•  > ■ ■ ' ' 

On  mène  une  droite  quelconque  par  le  centre , et  On  examine  si ,'  dans 
toutes  ses  positions,  elle  rencontre  la  surface,  qui  serait  alors  un  élllpsoïde. 
Dans  le  cas  contraire , ce  serait  un  des  hyperhololdès,  et  pour  distinguêr  le- 
quel de»  deux,  on  fait  passer  un  plan  par  le  centre,  puie  en  cherche  él,  «q 
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variMt  let  poMtions  4e  ce  plant  il  peut  eeepet  la-surf'aaeeiiivaiilides«Ht|>Mk, 
ce  qui  fera  reconnailre  l’hyperdoloide  A une  iiappenGit'  peiil  encore  eUtenfe' 
la  même  conclusion  en  examinant  si  un  plan  peut  couper  la  surface  suivant 
uue  droite.  Souvent  les  sections  faites  par  les  plans  coordonnés,  on  par  leurs 
parallèles,  sufiisent  pour  olilenir  toutes  les  indications  dont  on  a besoin. 

Jusqu’ici  on  a suppose  O didërent  de  zAroi  soit  maintenant  Ontp  i l’équa- 
tion [G]  se  réduit  à "■ 

Ai’ + Ay  + A*s*  + 4 Bxp  + îB'm iHy’ÿ* — 0. 

Elle  est  vérifiée  par  IcS  fâlêiirs  i=iO,  drtsi‘1%'i!èr(lre  faif  pfihie 

de  la  sorfare  i'et,  coniiiie  n6us  sdmtnes toojours  Hans  iTilHifillièse  iju’ll  n"'y^ 
qu’on  seul  cénlre  i rê^iialloh  Hdil  feprêsenier  utt  ciWb  bj)  à'tf  point  uHf^ue. 
Pour  Hécideè  entre  les  detric 'cas , in  Ktÿ  oHe’iiecfldfi'pifailèftrh  ün  Hes  pta|b> 
coordonnés,  et  on  examinera  si  éllfe  est  rtétll!  hn'IWSigmâifè'.'‘  ' ' 

704.  Deuxième  cas.  Quand  on  résout  les  trois  questions  qui  déterminentle 
centre,  il  peut  se  faire  qu’eu  Uqant . d;e  ,dq  f-ea.éqqfaipq^,  ips.y.p^ui;s  de 
deux. inconnues,  et  en  les.sUpsiiluant  danel^  lroisièmei^ualinUp.çeiJe->cj.t>e 
vérifie  d’elle-mème  spns  aucune  détermination  de  HerniqreQincApnpe.  Op 
doit  conclure  de  là  que  les. plans  représentés  par  les  trois  éqiiations  se  çp^i^ 
pent  suivant  la  même  drofle  , él  qufe  toils  les,^oiqts,d.p,(jei4):,  ^r,gitÇ,pcMv;eqt 
être  pris  ponr  centres,  tjç  cas  est  jBçlui  doplj.pqq^  nous  ppcnpprjs,, 

Alors  l’équation  .proposée  doit  fcprésjniw  ou  un  cyJuidre  ^^liplique,  ou 
un  cylindre  hypcrliolique , ou  deux  plans  qui  sè  coupç^ç^l,  pp  i^i.e  _ ijrbUp 
unique,  ou  une  surface  imaginaire ^-or  il  est  évident  que  toute  indécision 
disparaîtra  en  coupant  la  surface  par  lejf  plans  coordonnés.  Quelquefois  la 
section  faite  par  un  seul  de  ceS  plans  suffira.  Par  exemple  , si  celui  de  xy 
donne  une  ellipse,  on  peut  affirmer  qufe  la  surfacH  est  up  ojlindve  ellipHque; 
mais  si  elld'donne  de#x  (Itmlles  parallèles;  il  fatltreanurtnini'Plan  de  ix',  8i 
on  trouve  encore  deux  droites  parallèles,  on  se  sert.dlrplail'îiX'j'  et  il  'Iffc 
pourra  plus  reslef  aurtin  dritile.  TV«/é*1fei  rxem|deS(iI7nf«.' 

TOÀ.  Troisième  cor.  Ge  càs  a lieu  lonqueila  vateur  «Pone  intonniwv  Urée 
de  l’une  des  trois  équafions  qui  doivent  délerndilté.  14  ceeitre,  rebd  identique 
chacune  des  deux  autres.  .Alors  il/existe  une  infinilé  de  centres,  dont  le  lieu 
est  un  plan,  et  l'équation  proposée  devra  représenter  deux  plans  parallèles, 
ou  on-pIdH  unique;  rffi'deihl  idHîis  Imàginalrfes'.  fèS  seélh>i1s  fid'tés  jrér  leS 
plans  coordonnés  stifflroftt  donc  pbiib  écarleé ■foute  indétérmfuaflWi."''''' 

700.  Quatrième  cas.  On  reeoniia'ff  cb  dis  à Vé  qné^;^Hfi’clieéfeTi>à|il' les  Hodrl 
données  du  centre,  on  arrive  dans  lé'PMifrff  du  catMil'ü  ùfi^  ah'sHéHrté  évi- 
dente , telle  que.'!  =.1,  par  exemple.  Alor» il -n’existe  pas  de  centre;  et  les 
sections  parallèles  aux.  tcois  plaqs^pQe^^^nnéSi  acIlèl’èJJpHt.  de  résoudre,  la 
question,  ^n  elfel,,  pn  ^oll  avoir  un  po4:a|>ojto43e,gllW^  pu  un  para- 
boloîde  liÿgçrliotTqpe,  ou  un  cylindrè  paràboliqiié;  cl  ^ vif/s,  fiipp^rer  qué 
ces  Seclions  donnent  des  résiillals  differents  pour  chacune  dé  ces  sVij-fyqés.; 

Dans  le  paraboloïde  elliptique,  les  sections  doivent  être  des  parabolé's^bu 
des  ellipses  (07.7)  : «r,  les  plans  qui  donnent  TteâV*r*hoiés  sont  parallèles  à 
une  même  droita»  donc,  sur  les  trois  séries  de  seclions.  Il  y en  b an  moins 
une  qui  se  compose  d’ellipses,  tin  raisonnement  semblable  prouve  que,  dana 
le  paraboloïde  hyperbolique,  il  y aura  au  moins  uue  de  ces  séries  qui  donnera 
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des  kyperboles.  Enfla,  quand  la  snrface  est  un  cylindre  parabolique,  les  wo- 
Dont  oe  peuvent  être  que  des  paraboles  ou  des  droites  parallèles. 

- . J - I 
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707.  ê'xcmpiet  dotu  {«(quels  tl  P a un  esnlre  unique. 

Exemple  1.  Soit  réqualion 


[I]  at’+îy»+2x*+2!Ey— Ja  — +f  — 4x=0. 


Je  forme  d’abord  ïes  équations  dérivéesarfy — 1=0,  2y  + a— 2=0^ 
x-,-1  =0.  On  en  tire  a=0,  y=  1,  x = i-,  donc  il  y a un  centre  unique. 

En  comparant  l'équation  [1]  avec  [A]  on  voit  que  C= — .1,  C'=^2, 
C— — 2,F  = 0.  Par  suite,  la  quantité. G devient  G= — 4;  et  en  plaçant 
l’origine  au  centre , il  vient.,  pour  la  surlace , , 

[2],.,.  ..  *»+2y>+2;i’4-2ay-4=0. 

Je  cherche  maiqtenant  ce  que  devient  l'équation  [X]  (les  Coordonnées 
sont  supposées  rel^ngulaires).  II  faut  prendre  A = l,  A'='2,  A*=2,  B = l, 
B'=6,  B*=to,  G=— 4.  Par  suite,  L=  J,  M=t^,  N = ^ : l'équation  [X] 
devient X>-îX*H-T^X—j'5=0:et,  puisqu'ily  a trois  variations,  on  conclut 
que  ta  surface  est  un  ellipsoïde.  ' . ' ' 

C’est  ce  qu’on  vdlt  encore'comrne'U  suit.  Une  droite  passant  par  le  centre 
a pour  équations  x= 
la  surface',  bn  troilve 

n;..  , ui-r 

I.  I 

Ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  c et  doiy  c sont  réelles,  quels  que  soient  n 
et  b;  par  oonséqucnt  la  $urfa<»  est  rencontrée  par  tous  ses  diamètres  : donc 
elle  est  un  ellipsoïde.  , - nr  ■ , , , . , . , 

Sans  faire  aucun»suppotij4on  sur  la  direction  des  coordonnées , on  parvient 
h celte  conséquence  au  moyen  des  sections  parallèles  au  plan  de  ys.  Soit  hiit 
*=a  dans  l’équatien  [2] , ilïienl2ÿ’+2S’+2ay  + «?— 4=0,eu.:,  .l'i  r;, 

i‘+(y  + i«)>=2-i«P.  .*  ■ ;/ 

En  prenant  a<(/8,  quel  que  soit  d’ailleurs  le  signe  de  a,  on  voit  que  les 
sections  sont  des  ellipses;  mais,  en  prenant  a > v/8,  elles  sont  imaginaires, 
Par  là , l’ellipsoïde  est  clairement  désigné.  ‘ 

Exemple  II.  Soit  proposée  l’équation  , . , . . 

[t]  *>4-y»+2*^2»y--2®x  + ’ly*  + îy— 3=0. 

Le  centre  sera  donné  par  les'équalions  * — y — x=0,  y — * + Sx  + 1 =»0,' 
2x— *+  2y=0.'  On  en  déduit  * = 0,y  = l,x=— 1;  donc  il  y a un  centre 
unique.  On  trouve  G = — 2;  donc  la  surface  rapportée  au  centre  a pour 
équation 

[2]  , *’+y’+2x’— 2*y-r-2*X  + 4yx  — 2=0.  1 

On  a ici  L=2,  Jl=— },N=— j;.  Par  suite  on  aura  donc  X**-2X*—|X+}=0; 
et  puisque  cette  équation  a deux  variations,  la  surface  est  un  hyperboloïde 
à une  nappe.  • - ■ • - . 


ax,  y = bx;  et  quand  on  cherche  ses  intersections  avec 


(a+bf+b’+2' 
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On  arrive  immédiatement  i cette  conclusion , en  remarquant  que  le  plan 
actuel  de  xy  rencontre  la  surface  suivant  des  droites.  En  effet , si  on  pose 
1=0  dans  [2],  U vient 

x’+ ÿ*-r 2*v  — 2 , d’où  v = «±v^2.  . ,1.-1 


Exemple  III.  Soit  l'équation  ' 

[1]  »>—2y’+x'+2*y  — Ux  + 4y  + 41  — 9 = 0. 

On  trouve  le  centre  par  les  équations  x + y — 2i=0,  — 2y+*+2=0, 
1 — 2*+2=0:  elles  donnent  * = 2,  y=2,i=2,  et  par  suite  G=—l. 
Ainsi,  la  surface  rapportée  au  centre  a pour  équation 

[2]  X»— 2y»+*’+2xy  — 4*l-l=0, 

Les  valeurs  de  L,  M,  N,  sontL=0,  M=— *,  N=Sj  et  l’équation  [X]  de- 
vient X^SX — 5=0.  Comme  elle  n’a  qu'une  variation,  la  surface  doit  être 
un  hyperbololde  à deux  nappes. 

Si  les  coordonnées  étaient  obliques,  on  ne  pourrait  plus  se  servir  de 
l’équation  [X],  Alors,  après  avoir  mis  l’origine  au  centre,  on  cherchera  les 
intersections  de  la  surlbce  avec  les  plans  coordonnés;  et  comme  on  trouve 
trois  hyperboles,  on  reconnaît  bien  que  la  surface  est  un  hyperbololde, 
mais  on  ne  voit  pas  qu’il  est  i deux  nappes.  On  s’en  assure , en  examinant  si 
un  plan  mené  par  le  centre  peut  la  couper  suivant  une  ellipse.  Or,  l’équation 
d’un  tel  plan  est  i=ax  -f-  by  ; et,  en  éliminant  z de  l’équation  [2],  11  vient 

(o’— 4a-t- l>ï‘+(b’— 2)y’+2(ab— 2i>  + l)xy— 1 = 0.  ^ 

Üe  là,  en  posant  p=2a’-i-2ab — »o  + »b^4b  + 3,  on  tire 


(2b-  ob— l)y  db  y'py’^-a*— 
O’— 4o+l 


m.q 

•Irj 

Ii;ii 


Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x,  on  aperçoit  facilement  que  si  on  prend  et  = 2 
et  b <v^‘,  la  seclioii  est  imaginaire.  Ainsi,  les  plans  menés  par  le  centre  ne 
donnent  pas  tous  des  sections  réelles:  cela  suttil  pour  reconnaître  l’byperbo- 
loïde  à deux  nappes.  ' 

Exemple  IV.  Soit  l’équation 


[1]  3i=+y’+i’— 2xy— 3«  + yi  + y + 2 = 0. 


Pour  le  centre,  on  trouve  *= — i,  y=— j,  i=0.  En  y plaçant  l’origine, 
l’équation  (,!]  se  change  en 


[2]  3»»+y>+i’— 2iy  — 3xl  + yi  + ^ = 0. 


L’équation  [X]  devient 

X’+fîX»+W>^  + f«rî 

et,  puisqu’il  n’y  a que  des  permanences,  les  trois  racines  sont  négatives; 
donc  la  surface  est  imaginaire,  ou,  en  d'autres  termes,  l’équation  [I]  est 
Impossible. 

Soient  x = ai,  y = bi,  les  équations  d’une  droite  menée  par  le  cenlrq; 
combinons-les  avec  l’équation  [2]  : il  vient 


(3a>+ y+  1 — 2a  b — a«  + b)i“-f- -V^ = 0, 


TB916i£UB  nUtTOi 


A7^  . ^1  TSaiSlÉMB  KüITJaW,  . S I ■ .1, 

«ttjutuua*  autre  fera*  > ->  

Quels  que  soient  a et  & , les  valeurs  de  x ne  peuvent  pàs  devèoir  réelles^  et 
cela  prouve  encore  que  l'équation  [t]  est  ImposeiMe. 

Exemple  V.  On  propose  l’équation  „ ' ■ 

[1]  3i’+2ÿ^2*X +4px  — 4«  — 8x-^8«=0.  i 

Pour  le  centre,  on  trouvera  ®=0,  ÿ;=2,.x=3^2|  et,«n  prpaaa^ee  |M>int 
pour  opjgine,  l’équation  [i]se  change  en  celle-ci  2y^ Sca  + 4y«=0, 
laquelle  peut  donner  ou  un  cône  ou  un  point  unique.  j.i  „ . > 

Une  section  faite  par  un  plan  qui  ne  passe  point  i l’origine  fait  disparaître 
toute  incertitude.  Par  exemple,  faisons  *=1  : il  vient  2t/’+4yi— 2x+3=é; 
etjl  est  clair  que  cette  équation  représente  unq  courbe  réelle.  Donc  l’éq.J^l] 
est  celle  d’un  cône.  •.  . . . - < 

Exemple  VI.  Si  on  a l’équation  ..  ■ - ■ ,■  -.j 

- .%E’+2jf‘+ix*4-2y3+es-f'^  + 6r+9=o, ; ' 

et^  qu’on  la  traite  comnie  l’exemple  précédeqt,  .on  apprend  qu’elle  repré- 
sente un  point  unique.  , ’t.  . , I 

C’est  eé  qu’on  peut  rendre  éyident  sur  l’équation  même.  En  effets  on  peut 

récrire  ainsi  ' .1.,,,,.  

ü.» ...'  ?c*+;.‘>+2(y+jx+i)“+;i(x+j^o; 
et  alors , on  voit  qu’on  ne  peut  y satisfaire  qu’en  posant  à la  fois  *-1-1=0, 
V-1-Ji-H==0,  X-pi  =d,  d’où  x = —t,  y =— ^1,  X=— I.  ‘ 

Bemarque.  Il  ne  fâdt  pas  croire-que  le  changement  fait  h l'équation  [i] 
pour  lui  donner  la  forme  précédente,  soit  Un  artifice  de  calcul  que  la  saga- 
cité puisse,  seule  découvrir.  Le  procédé  qu’il  faut  suivre  est,  au  contraire, 
naturellement  indiqué  par  les  théories  de  l’algèbre;  et  voici  en  quoi  il 
cônSlslei ><  j 

'■'Considérons  'üft  jlOlŸnOtito  du  second  de^é  en  *,  ÿ,  xi'  '■'*  • • ' ■ ’ 

-Oi  ~ I ■•:.  ,■■5.  , •>  • ' .h 

'\  = Ai’-t-Ay’+AV+2Bxy-|- etc.  „ £ 

Si  on  pose  l’équation  X = 0,  on  en  tire,  poup,*,  des  valeur» <le  la  forme 
* = Xi±:v^Y,  Xi  étant  une  fonction  du  premier  degré  en  y et  x,  et  Y une 
fonction  du  second  degré.  En  vertu  du  théorèihe  connu  éur  la  composition 
desé«luaAii>D8,  ou  aura  -.-■t-i 

X = A(*—  X,—  ;/Y)  {x  — X,+  y/Y)  = X{x'^%fi^  ' * ' 

Supposons  qu’on  ait 'Y  = oy’+  oV-f-  2byï  + etc.,' et  traitons  ce  polynotfé 
de  la  même  manière  que  X,  On  posera  l’équatiori  YcülB,  et  OiféB  tirera 
y = Y|±  y'Z,  en  désignant  par  Y,  une  quantité  du  premier  degré  en  x,  et 
par  ? unç  quantité  du  second  degré.  Alors  on^a 

<•.!'  -■  Y=^o(y—V« — v^Z)  (y —(Yi -i-VZ)  ^ o(ÿ  oZ«. . p; 

Enfin,  supposons  qu’on  ait  Z = ax'+  2px  -I-  y,  et  qu’en  posant  Z = ù,  OU 
tMuve  x'^  ZiLir  ÿ/V,  Z,  et  U étant  des  quantité  eonelantes:  Il  est  clair  qu'on 

8 3USSÎ  ^ * » - •’  i ‘l'i ir.  *■;»*  ■) 

Z-aix-  Z,~^y/V)  (X  --  Z.-I- VU)  = a(x  - Z,f- aU. 
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Maintenant,  mettons  dans  Y cette  valeur  de  Z;  et  ensuite,  dans  X,  celle 
de  Y , on  obtient 

X = A,(J  — XjJ"—  Ao(y  — y,Y+  Aoa{*  — Z,?—  AoaU.^ 

Telle  est  la  iransformalion  qu’on  peut  faire  subir  au  polynôme  X,  et  qu;ou 
voulait  faire  connaître. 

70«.  Exemples  dans  lesquels  il  y a une  infinité  de  centres  situés  en  ligne 
droite. 

ExEiirLB  1.  Soit  l’équation  . • A n 

[1]  2xy  + 2*ï  + 2|/*— f*  — 2«  + 2*,=  ®- 

S’ii  y a un  centre,  il  est  donné  par  les  équations  -t  u,.,. 

x + y+x=3t,  g + t + %=i,  2*  + *+ÿ“=— 

Les  deux  premières  sont  identiques,  et  les  deux  dernières  dofinent  _ ^ _ 

[2]  ^ = — 2,  y = — * + *} 

par  conséquent  il  y a une  ^nOnité  de  centres  situés^sur  la  droite  Mprésenlée 
par  les  équations 

En  cherchant  la  section  faite  pàr  le  plan  dé  yi , 11  vldnt 


ili 


y>+  2ï»+  2yï  — 2y  +2X=0, 


d’où  y — à'  + l'i  V-  + 1 


Si  on  égale  à léro  la  quantité  qui  est  placée  sous  lê  radical,  on  trouve 
, _ _ 2 ±/S.  Puisque  cesS'aleufs  sont  réelles  et  inégales,  et  que  x',  soüs 
le  radical,  est  précédé  du  Signe  la  section  est  une  ellipse  (*3»),  et#ar 
conséquent  l’équation  [t]  appartient  è un  cylindre  elliptique,  o - - 

Exemple  II.  Soit  l’équatioil  . ' ISO'.f'  I b 


[’l] 


x‘—y'—  2i*+  2iy 


(..kiT  • ■—  ■■  ‘ 


faisant  » üiil) 

11  , U. 


Le&l^uàtiqns  dérivées  sont  =0,  y-rx;^  -r  i — 0,  Ja 
La  première  et  la  troisième  dqnnenl,  ^ n • ; * lio<i  ; v . 

[2]  1 = — y,  * = ~î(  + iê-  I >1'.  |ÎÎ  .11  ■<  ispriS 

et  ces  valeur^  rendent  la  seconde  équation  identique,  ce  qui  prouve  qu^l 
existe  une  infinité  de  centres,  dont  le  lieu  est  la  droite  des  éqqaUons  Eû 
dans  l'équation  fl],  il  Vient  'T  ô, , ..  i 

ÿ>-l- 2iy  + 2y  =0,  d’où  x = —y±  liulunqw 

et  on  peut  affirmer  présentement  que  l’ équation -[t}  représenleiiuBicylinérc 
hyperbolique.  ^ 

Exemple  111.  Soit  , 6-,lUcnovov  üO 

[iT  0 + y^-y-ixyJ-x-y-i-n.  • .woeüis'b 

Pour  déterminer  le  centre , on  a les  trois  éqqalions  p — .2y  d-  t tt:®  ■ 

2ÿ 2x 1—0,  — 2x  — 1 = 0.  La  première  est, la  même  que  la  seconde; 

ainsi , le  lieu  des  centres  est  encore  une  droite.  Mais , éri  posant  ï 0 , 
l’équation  [1]  donne  y = s+  l ety  = — s;  c’est-à-dire  qu’on  a deux  droites 
non  parallèles-  Dès  lors  il  est  clair  que  l’équation  [1]  appartienl  'a  un  w&iè«ie 
de  deux  plans  qui  se  coupent. 

Si  on  la  résout  par  rappért  à l’une  des  variables,  on  obtiendra,  séparé- 
ment, les  équations  des  deux  plans,  savoir  i «sü y if-a  et  A*iy '-‘X  t.  | J 
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E*e«m,b IV.  Soi!  réquatioB  ’ • i:  '• 

[I]  3m— y;r— a!  + ÿ + i + }=0.  ' ' ' "" 

On  recoi|natt  encore  qu’il  y a une  inflnité  de  centres,  situés  sur  la  droite, 
qui  a pour  équations  ' i ■ 

[î]  x=iz  + \,  y = }i_l.  ■ 

Mais  quand  on  cherche  la  section  de  la  surlace  par  le  plan  de  xy , il  vieat 
x’+y’— x+y + i=0,  d’oùÿ  = — }±(x— et,  pour  que  y soit  réel, 
il  faut  Taire  x=^. 

Dans  ce  cas , la  surface  se  réduit  à une  droite  unique  qui  doit  être  la  même 
que  celle  des  équations  [2].  Ce  résultat  se  déduit  aussi  de  I’équaUbn'[i]  'en 
lui  donnant  la  forme  (x—;  x^;7+(y—Jx  + l)%=:0.  - • 

Exexpls  V.  Dans  l’exemple  précédent  mettons,  pour  dernier  terme,  + .1 
au  lieu  de  + î , on  aura  celle  équation  ' 

®’+y’+ a 3x*  — yx — X + y -h  I =0, 

■ , * ■ . . - . 1.. ..  I I f.,) 

qui  représente  un  cyiindre  imaginaire  ; et  c’est  ce  qu’on  reconnait  sur-le^ 
champ  en  récrlvantainsi,  (x  — {x—jy+(y  — ix+ j5>+ 1 = 0. 

700.  Exemples  dans  lesquels  le  lieu  des  centres  est  un  plan. 

Exeuple  1.  Soit  l’équation  ^ 

10  „ X"  + y’+9x’— 2xy  + ftM— 6yx*-x  + y — 8x  = 0.  _ . 

Dans  ce  cas,  les  trois  équations  dérivées  se  réduisent  h une  seule,  x — y 
+ 3X— i = 0.  Par  conséquent,  tous  les  points  du  plan  que  cette  équation 
détermine  peuvent  être  également  pris  pour  centres.  i 

En  coupant  la  surlxce  par  le  plan  de  xy , U vient  x^+  y*—  2xy  — x + y = 0, 
d’où  y=x  ety=x  — 1.  Puisqu’on  a pour  section  deux  droites  parallèles, 
l’équàtion  [1]  représente  deux  plans  parallèles.  Et  en  effet,  si  on  la  résout 
par  rapport  à X , on  en  lire  X =y — 3xetx=y — 3x  + l.  « ••  • ’ 

Exemple  U.  Si  on  a l’équation  ' 

[0  ■ ' x’+ÿ’+4x>— 2iy  + ixx— 4yX— 2x+îy— 4x  + t = 0, 

n • 1 1 ' ’ • V 

et  qu’on  la  traite  comme  la  précédente , on  .trouvera  un  plan  unique  dont 
l’équation  estx  — y + 2x  — 1 =0.  En  élevant  celte  équation  au  carré,  on 
reproduit  la  proposée. 

ExEnPLfc  IlIrSi  l’équation  donnée  est  ■ ■ < 

»’+y’+x’—  isiy  — ixx  + iyx  — ise  +Sy  + 2x  + 5 = 0, 

on  reconnaîtra  facilement  qu’elle  représente  deux  plans  imaginaires,  ce  qui, 
d’ailleurs,  devient  évident  en  l’écrivant  ainsi  : (x— y— x— 1)’+4=0. 

7 10.  Exemples  dans  lesquels  il  n’y  a point  de  centre. 

Exemple  I.  Soit  proposée  l’équation 
[I]  x'+3y’+2x’+2xy  + 4yx— 3x— 4ÿ— 3X=0. 

Les  équations  qui  donneraient  le  centre,  s’il  y en  avait  un,  sont 
2x  + 2y=3,  3y  + x + 2x=2,  4x  + 4y=3. 

La  première  et  la  troisième  donnent  x=~y + {,  x=— y + et  en  mettant 
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CM  valeurs  dans  U féconda  U vient  3 = 2,  absurdité  i|ui  montre  que  la  tur- 
lace  est  dénuée  de  centre. 

Pour  la  section  faite  par  le  pUn  de  xx,  on  trouve  l'équation  a'+2j^  Zx 
— Zx  = 0,  laquelle  représente  une  ellipse  : donc  la  suriace  est  un  parabo- 
lolde  elliptique. 

Exemple  11,  -Soit 

[1]  jt*+y^2x*+2«y+ 2!tx  + 2y*— 4*  — 2y  + 2x=0. 

je  forme  d’abord  les  équations  dérivéM  x + y + x = i,  x + y + x — t, 
x+y—2x= — 1 ; et  comme  les  deux  premières  sont  incompatibles , la  sur- 
face n’a  pas  de  centre. 

En  faisant  x = 0dans[l],  il  vient  i*+y’+2iry  — 4* — 2y=0;  et  comme 
cette  équation  est  celte  d’une  parabole , en  n’eu  peut  rien  conclure.  Mais  en 
faisant  y =0 , on  a x' — 2x’+  2xx  — 4a  + 3s  = 0 , équation  qui  représente  une 
hyperbole  ; donc  la  surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Exemple  111.  Soit  encore  l’équation 

*“  + y*+ »**— 2ay  — «a* -|-6yx  + 2»  — 4e  = 0. 

Ici  les  trois  équations  dérivées  sont  z — y— 3e=— 1,  y — z + 3e=0, 
9E  — 3z + 3y = 2 { et  comme  elles  sont  évidemment  contradictoires , la  surface 
n’a  pas  de  centre. 

En  cherchant  tes  intersections  de  la  surface  avec  les  plans  des  coordonnéM, 
on  trouve 

!t*+  y’— 2zy  + 2E=0, 
z’+9e’ — 6zE  + 2z — 4e=0, 
y^+9x>+6yE— 4e=0.  ’ 

Ces  trois  équations  représentant  des  paraboles,  on  en  conclut  que  la  surface 
est  un  cylindre  parabolique. 


CHAPITHË  XI. 

I 

DES  SURFACES  CONSIDÉRÉES  D’aFRÉS  LEUR  GÉNÉRATION. 


Règles  générales. 

f 

711.  En  considérant  les  surfaces  dans  leur  génération,  on  est  conduit  k dM 
questions  qui  exigent  l’emploi  de  la  plus  haute  analyse,  et  qui  ont  fait  le 
sujet  des  plus  beaux  travaux  de  Moacx.  11  ne  saurait  entrer  dans  le  plan  de 
cet  ouvrage  d’exposer  ici  ces  savantes  et  difficiles  recherchM;  Je  me  bornerai 
k présenter  les  équations  de  quelquM  surfaces  très-simples,  engendrées  par 
des  lignes  qui  se  meuvent  et  qui  peuvent  changer  de  forme  d’après  des  lois 
données.  Or  voici,  en  général,  la  marche  qu’il  faudra  suivre. 

i*On  écrira  d’abord  les  deux  équations  de  la  ligne  génératrice,  sans  avoir 
égard  aux  conditions  qui  règlent  son  mouvement  ou  son  changement  de 
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forme.  IT  devra  toujours  y avoir  dans  ces  équations  un  on  plusieurs  coeffi- 
cients indéterminés,  sans  quoi  elles  représenteraient  une  ligne  iixe,  qui  ne 
serait  susceptible  d'aucune  variation,  et  qui,  par  conséquent,  ne  saurait 
eiigendrer  une  surface.  Je  donnerai  le  nom  de  paramètres  à ces  coefficients. 

2*  Ou  exprimera  par  des  équations  les  conditions  auxquelles  la  génératrice 
doit  rester  soumise  pendant  sun  mouvement.  Ces  équations  devront  toujours 
être  en  noinlire  moindre  que  celui  des  paramètres  ; autrement  aucun  d'eux 
ne  pourrait  varier,  et  la  génératrice  ne  pourrait  point  subir  de  déplacement. 
D'un  autre  cplé,  quand  l'énoncé  détermine  pomplétcmenl  la  surface,  le 
nonibre  dé  ces  paramètres  ne  devra  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des 
équalioqs  de  condition;  et  il  est  évident  que  ce  sera  la  variation  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux  qui,  en  transportant  la  génératrice  dans  différentes  posi- 
tions successives,  et  quelquefois  aussi  en  modifiant  sa  forme,  lui  fera  décrire 
une  surface  ; qui  est  celle  dont  on  demande  l’équalion.  S'il  y avait  un  plus 
grand  nombre  de  paramètres,  on  pourrait  donner  des  valeurs  particulières  à 
quelques-uns,  pour  n'en  conserver  juste  qu'un  de  plus  qu’il  n’y  a d'équations 
dp  condition;  ce  qui  donnerait  lieu  à une  surface.  Mais,  en  changeant  les 
valeurs  attribuées  à quelques-uns  des  paramètres,  on  pourrait  obtenir  d'au- 
|res  surfaces  ; c’est-à-dire  que  la  question  proposée  pourrait  se  résoudre  par 
une  iniiiiilé  de  surfaces  différentes,  ce  qui  est  contraire  à la  supposition. 

3*  Entre  les  équations  de  condition  et  celles  de  la  génératrice,  on  élimine 
tous  les  paramètres  indéterminés  et  l’équation  résultante  est  celle  de  la  sur- 
face demandée.  En  elîet,  observei  d’abord  que  le  nonibre  total  de  ces  équa- 
tions surpasse  d'une  unité  celui  des  paramètres,  de  sorte  que  l’élimination, 
en  général , est  possible;  et  ensuite  faites  bien  attention  que  l’équation  résul- 
tante, ne  conservant  aucune  trace  des  paramètres,  doit  être  satisfaite  par  les 
coordonnées  X,  y,  s,  d’un  point  quelconque  apparfenant  à telle  position 
qu'on  voudra  de  la  génératrice,  ce  qui  revient  à dire  que  cette  équation  est 
celle  de  la  surface  décrite  par  celte  génératrice. 

Itemaryue.  Césf  pour  doiinér  à là  règle  toulè  la  généralité  possible,  que 
j’ai  presi^it  en  premier  lieu  de  poser  les  équations  de  la  génératrice  sans 
avoir  égard  aux  conditions  de  sonnoUvemont,  ot  d’établir  eusuite  les  équa- 
tions qui  résultent  de  ces  conditions.  .Mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  ces 
conditions  |>ourrant  être  introduites , en  tout  ou  eu  partie,  dans  les  équa- 
tions même  de  la  génératrice;  et  alors  il  ne  faudra  plus  y avoir  égard  dans  la 
suite  du  calcul.  Par  exemple,  si  une  droite  doit  passer  par  un  point  donné 
dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c,  on  prendra,  pour  cette  droite,  les  équa- 
tions I — a=a{î—c),y—b—^î—c)-,  et  dès  lors  la  condition  dont  il  s’agit  se 
trquvera  remplie. 

Dans  quelques  cas,  au  contraire,  il  sera  plus  commode  d’employer  des 
Iqfréle.i  hiindès  auxiliaires  : mais  elles  auront  toujours  avec  les  autres  indé- 
teriUinécs  certaines  relations  dont  il  faut  avoir  grand  soin  de  tenir  compte. 

■ ./  Earfaces  cj lindriquer.  i- 

' Tlî.  On  nomme  surface  cylindrique,  ou  simplement  cylindre,  la  surfacq 
çngendrée  par  une  droite  qui  sc  ment  parallèlement  à éllc-mème. 

lis.  De'"  cette  déllnition  il  suit,  comme  conséquence  Immédiate,  que*  le 
contact  d’un  plan  avec  un  cylindre  a lieu  suivant  une  génératrice  tout  euliérfT 
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Ba  efflst,  l«  eytladra  pèul  dtM  antnilé  k im  prime  deiit  lei  flicet  sont  iiifl- 
Biatent  étroilM  ; et  il  est  évident,  d’apris  les  considérations  exposées  n*  C59, 
que  le  plan  d'une  de  ces  faces,  prolongé  iodéftain>eot , est  tangent  à la  sui^ 
face  en  tous  les  points  d’une  génératrice.  , . 

^ 714.  Pa'oBLtME.  ÉlanI  donné  une  droite  à laquelle  Jla  ginérqtriof  doit  (Irf 
parallèle,  et  uni  courbe  dil-ectrice  sur  laquelle  elle  doit  toujours  t’appm/tr^ 
trourer  l’^qiiàlion  du  cylindre  qu’elle  décrit.  ^ 

Soient  . . ■ 

Lt]  /•|(*,y,  s)ao»,  • • . -1. 

les  équations  de  la  courbe  directrice;  et  soient  ' ' • 

p]  Xz=af  + a,  y = bx,+  ^~,  . . ..  . . 

celles  de  la  génératrice.  Les  cnefflcients  a et  b sont  coatlapta;  aoais  a et  p 
sont  deux  indéterminées , qui  doivent  être  assujetties  k la  relation  nécessaire 
pour  que  la  génératrice,  dans  toutes  ses  positions,  rencontre  la  courbe.  Pour 
que  cette  intersection  ait  lieu,  il  faut  que  les  équations  [ij  et  [3]  soient  satis- 
hiles  par  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  x;''donc , si  on  élimine  ces  trois  quan- 
tités entre  les  quatre  équations,  on  aura  la  relation  cherchée.  Je  désignerd^ 
cette  relation  par  > '■  ‘ " 

[J]  - P(a,p]  = 0.  • ••• 

K . . ■ :-v 

Elle  doit  toujours  exister  quand  les  équations  [^]  sqqt  celjef  d’une  géqésa^ 
trice;  et  par  conséquent,  pour  obteuir  l’équation  iju  c^lindrp,  il  suiMl  d’qli’> 
miner  a et  p entre  les  trois  cqualiop^  [2]  et  [3].  Lés  équatign#  [,3]  donueol 
a = x — as,  P = V — bj:  : e t en  mettant  ces  valeurs  dans  [3] , on  ad*'*»  P<>W 
le  cylindre,  ' ^ 

[4]  F(i--ax,  y — bî). 

7iS.  Comipe  exemple,  prepons  le  pas  od  la  diraalrÜM  «s(  on  œrcle  siMié 
dans  le  plaq  de  *vq, et  soient  t..  . . , » .) 

X=0,  • : no- 

ies équations  de  ce  cercle.  Pour  qu'il  soit  toujours  rencontré  par  la  génénn 
Irice,  pn  qnn  la  eo«dit|qtt  s ■ .--ft  . . . ’-.c  ■ . q r.! 

et  par  suite  on  trouvera,  pour  le  cylindre  à base  circulaire,  l'équatloo  o 


(i  — oi — f}' -f.  (y  r-t  hi  — = r'. 

TIG.  Remarque^,  Qg  quelque  .maoUirp  qu’un  çyliptlro  soit  délerrainô,  on 
peut  toujours  le  concevoir  comme  cngeiKjré  par  une  droite  qui  se  meut  pa- 
ralièlement  à elle-même  le  long  d’une  courbe  tracée  sur  ce  cylindre  : et  de 
là  il  suit  que  tous  les  c^indres  peu vêol  être  co'mpfis  d'ans  VéqUalidn  [4lJ  11 
est  bien  enietidu  que»  pour- deS'eylihdreS' différents,  les  valénrs  dé  a ef  b 
pourront  être  diffi^eMes,  ainsi  qne  la  forme  de  la  fonction  Indiquée  par  la 
lettre  F.  ■ ‘ • .i;  u cl  - t,  l;:-..-  i ' J 

il  esttoelle  d’aHlétira  de  rtcbitnaltre  (t’pdsférforf  que  'ceUé  éqddtlon  [4], 
ou  même  celle-ci  c.  c i- *<  ' 

[5]  ‘ F(o*-f  d,  b'ÿ-h«';»-hd’Jï=<r,  ’ ■ '' 
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qui  parait  plua  générale , ne  peut  renfermer  que  dei  surfacea  cylindrique*. 
En  effet,  pour  satisfaire  i cette  dernière , il  faut  qu’on  ait  en  même  temps 


a et  P étant  des  quantités  quelconques  assujetties  seulement  li  la  relation 
F(et,  p)=0.  Or,  quelques  valeurs  qu’aient  a et  il  est  clair  que  les  équations 
[0]  déterminent  des  droites  parallèles.  Ainsi  la  surface  peut  être  regardée 
comme  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlenient  è elle-même  : 
par  conséquent  elle  est  une  surface  cylindrique, 

717.  Pkoblèue.  La  direction  de  la  génératrice  étant  connue,  trouver  l’équa- 
tion du  cylindre  circonscrit  à une  surface  donnée. 

Ce  probième  serait  le  même  que  le  précédent,  si  on  connaissait  la  courbe 
du  contact.  L’équation  de  la  surface  donnée  est  déjà  une  des  équations  de 
cette  courbe,  et  je  la  représenterai  par 


On  obtiendra  une  autre  équation  de  la  même  courbe  en  exprimant  que  le 
cylindre  est  circonscrit  b la  surface  donnée,  condition  qui  exige  que  le  plan 
tangent  b cette  surface , en  chaque  point  de  la  courbe  du  contact , soit  aussi 
tangent  au  cylindre.  Il  suit  de  Ib  que  ce  plan  doit  contenir  la  génératrice  du 
cylindre  menée  par  le  point  de  contact  : car  celte  droite,  devant  être  consi- 
dérée comme  étant  b elle-même  sa  propre  tangente , est  évidemment  conte- 
nue dans  le  plan  tangent  au  cylindre.  Supposons  que  f[x,  y,  i)  soit  un  poly- 
nôme algébrique  ; nommons  X,  Y,  Z,  ses  trois  polynômes  dérivés;  z,  y,  x, 
les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  z',  y',  les  coordonnées  courantes 
du  plan  tangent  et  de  la  génératrice  qui  passent  en  ce  point  : on  a 

X(z'— z)-|- Y(y'— y)-i-Z(*'— i)  = 0 pour  le  plan, 
z'— z=o(s'— x),  y'— y=b(*'— z)  pour  la  droite, 

a et  b étant  deux  quantités  données.  Or,  pour  que  la  droite  soit  dans  le  plan, 
ces  valeurs  de  z' — z,y'— y,  doivent  vérifier  l’équation  du  plan,  quel  que 
soit  X;  et  de  Ib  résulte  l’équation 
[8^  oXH-6Y+Z=0, 

laquelle  achève  de  déterminer  la  courbe  de  contact.  La  question  est  alors 
ramenée  b celle  du  numéro  précédent. 

718.  Considérons  le  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est  une  sphère 
dont  l’équation  est 

[9]  a^-t-y>-t-x»=r«. 

Alors  ona  X=2z,  Y=2y,  Z=2Z;  et  l'équation  [8]  devient 
[101  oz+by-(-z  = 0.  * 

Cette  équation,  étant  celle  d’un  plan  qui  passe  par  l’origine,  montre  que  la 
courbe  de  contact  est  un  grand  cercle  de  la  sphère.  II  est  facile  de  voir,  en 
outre,  que  ce  plan  est  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre  (676). 

Les  équations  [9]  et  [to]  sont  celles  de  la  courbe  de  contact  : il  n’y  a plus 
qu’b  répéter  Ici  les  calculs  du  numéro  précédent,  et  on  trouvera,  pour  le  cy- 
lindre circonscrit  b la  sphère , l’équation 

(b»+  l)z»+  (o’-H  l)y*-l-  bV  — 2aè*y  —2axx  — 2bys=(o>-f-  b’ +t}f*. 


[6] 


az-f- by -t-cx-f-d  = o,  a’x-\-Vy  + (fx  + d'=fl, 


m 


f{x,y,x)=0. 
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Surfaces  coniques. 

710.  On  appelle  cône  ou  surface  conique  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  passe  constamment  par'un  même  point , nommé  centre  ou  sommet,  et  qui 
d’ailleurs  se  meut  suivant  telle  loi  qu'on  voudra. 

720.  On  peut  donc  assimiler  un  cône  à une  surface  pyramidale  d’une  inll- 
nlté  de  faces  ; et  par  suite  otf  conclut , comme  pour  le  cylindre , que  le  con- 
tact d’un  plan  avec  un  cône  doit  avoir  lieu  suivant  une  génératrice  entière. 

721.  PaOBiiME.  On  donne  le  sommet  d’un  cône,  et  une  courbe  fur  laquêlh 
la  génératrice  doit  touj  ours  s’appuyer  ; on  demande  l’équation  du  cône. 

Soient  a , b,  c , les  coordonnées  éta^sitmmet  ; et  soient 

[1]  f(x,y,  Vf s)=o, 

les  équations  de  la  directrice.  Puisque  la  génératrice  passe  par  le  sommet, 
ses  équations  sont  de  la  forme 

[2]  I — o = a(i— b = p(s  — c); 

i ■■ 

et,  puisqu’elle  doit  toujours  s’appuyer  sur  la  directrice,. il  existe  entre  a et  (I 
une  rel&tion  qu’on  obtiendra  en  éliminant  x,y,  x , entre  [1]  et  [2].  De  lè  ré- 
sulle  une  condition  que  je  représenterai  par  l’équation 
.[«}  F(«,P)  = 0. 

, Alors  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  a et  p entre  les  équations  [2]  et  [3]  ; et  on 
‘ aura  l'équation  du  cône , * 


722.  Prenons  pour  exemple  le  cône  oblique  à base  circulaire.  Afln  de  sim- 
plifier, je  choisis  le  plan  de  celte  base  pour  celui  de  xy,  et  son  centre  pour 
l’origine.  De  cette  manière  les  équations  de  la  base  seront 

x=0,  s‘  + y'=r‘. 

Pour  que  la  génératrice  rencontre  cette  circonférence,  on  a la  condition 
(a-«c)=+(b-pc)’=r=; 

et  en  éliminant,  de  celle  équation,  a et  p au  moyen  des  équations  [2],  on 
trouve  l’équation  du  cône  ; savoir, 

{ax  —cxf+  (bx  — cy)’=  r>ix  — c)*. 

723.  Remarques.  Toute  surface  comprise  dans  l’équation  [4]  est  un  cône. 
En  effet,  si  on  pose 

[Sj  *— o=±:a(x  — c),  y — b=p(x— c), 

onauraF(a,  p)  = 0 : de  sorte  que  les  coordonnées  x,  y,  x,  de  la  surface 
devront  satisfaire  aux  deux  équations  [5],  pourvu  qu’on  assujettisse  a et  p à 
la  condition  F (a,  p)  = 0.  Or  les  éq.  [5]  représentent  une  droite  qui  passe 
constamment  par  un  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c-,  donc  la 
surface  dont  il  s’agit  est  un  cône. 

Ce  qui  caractérise  l’équation  [4],  c’est  quex,  y,  x,  n’y  entrent  qu’avec  les 

rapports  - — ^ ^ ; et  de  là  il  résulte  que  l’équation  du  cône  doit  être  ho- 

X — ex  — c 
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mogène  par  rapport  aux  trois  quantités  x — o,  y— 6,  ï— c.  Si  le  sommet  était  à 
l’origine  on  aurait  a=rO  , b=0,  c—  0;  et  l’équation  serait  homogène  par 
rapport  aux  coordonnées  x,y,  i. 

724.  PaoBLèxF:.  Trouver  l'équation  d’un  cène  dont  on  connaît  té  sommet,  et 
iqUi  est  circonscrit  à une  surface  donnée. 

Soit 

[C]  f{x,y,i)x=0, 

l’équation  dè  la  surrace  donnée  t ce  sera  déjà  une  des  éqoatlons  de  la  courhè 
de  contact. 

Nommons  toujours  X , Y , 2 , les  trois  polynômes  déritél  de  fXm,  y . <)  ( 
s',  y',  y,  les  coordonnées  courantes  du  plan  tangent  $ et  a,  y,  x,  les  coordon- 
nées d’un  point  de  la  courbe  de  contact.  En  ce  point)  l’équation  du  plan  tan- 
gent sera 

X (â'-ï)  4- V(y’- y)  + Z(x'-i)  = 0. 

Mais  ce  plan  devant  aussi  être  tangent  au  cône , passe  par  le  sommet  donné; 
donc , si  a , I> , c , sont  les  coordonnées  de  ce  sommet,  on  aura 

t7]  , •X(a-i)+Y(t)-y)  + Z(c-X)  = 0. 

Celte  équation  appartient  encore  à la  courbe  de  contact,  et  atiiève  de  la  dé- 
* terminer.  On  est  ainsi  ramené  aux  données  du  n”  721. 

726.  Supposons  que  l’équation  {C]  soit  dtt  degré  m,  et  que,  Axeysf'  étant  un 
ternie  quelconque  dé  ce  degré,  on  Bit 

f{x , y,  s)  = AzTyTX'-f  etc.  î 
les  polynômes  dérivés  X , Y,  l,  seront 

XerpAar-^y’r+etc.,  Y = qAaeyMr-i>eW.,  z^rAs^pir*+ieU. 
L’équation  [7]  peut  s’écrire  ainsi 

aX-|-  î)Y-t-  cZ=rXi  + Yÿ  + Zx. 

En  remplaçant  X,  Y,  Z,  par  leurs  valeurs,  le  premier  membre  est  évidem- 
ment de  degré  inférieur  A m;  et,  quant  au  second , on  sait  (680)  qu’il  se  réduit 
toujours  à un  degré  moindre  que  m.  Après  l’avoir  réduit,  je  le  désigne  par  V ; 
l’équation  [7]  devient 

[8]  aX+bY+cZ=V. 

Et  alors  elle  montre  que  la  ligne  de  contact  est  sur  une  surface  d’ordre  infé- 
rieur à m.  Donc,  si  la  surface  donnée  est  du  second  ordre,  la  ligne  de  con- 
tact sera  plane.  Ces  conséquences  sont  déjà  connues  (6C3). 

726.  Comme  application  plus  spéciale , ciierclions  le  cône  qui  a son  som- 
met à l’origine , et  qui  est  circonscrit  à la  sphère  dont  l’équation  est 

Alors  ou  a a=0,  b=0,  c=0,  X=2(x—f),  Ysa:ï(y— y),  Z3=ï(*  — A);  «t 
l’équation  [7]  sera 

(x — /•  )a;  + (y — y)  y + (X— A)a  =ï  O, 

4» , en  réduisant  au  moymi  de  l’éqnailon  [9]  et  posant  p + p* + iP, 

P* + 5Y  + <*’—'*• 
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. Il  Mt  niella  de  teir,  |>»r  celle  équallon , que  la  ligne  de  cèniacl  est  uo  pëiit 
cercle  dont  le  pied  est  perpendiculaire  R la  dreiie  menée  de  l’origine  au  cen- 
tre de  la  spMre.' 

Comme  l’origine  est  placée  an  sommet  du  cône,  les  équations  de  la  géné- 
ratrice sont  ghnpiement  ’ 

x — xs,  !/  = pi; 

et,  pour  qu’elle  rencontre  le  petit  cercle,  on  trouve  la  condition 
(«»  + P»  + l)(d>-  (/•«  +’pP  + Ii)S  =3  0. 

Kn  remplaçant  a cl  p par  leurs  valeurs  ÿ ût  Urées  des  équations  de  la  gé- 
aéntrice,  on  obtient  l’équaüon  du  cône  circonscrit  à U spbere , savoir  i 

(*•  + v*+  (<?-  T*)-  (/!t  + ffV  + hl?- 0. 

Snrhfes  déreloppabln  en  général. 

727.  On  nomme  surfticei  développablet  celles  qui  sont  engendrées  par  une 
droite  qui  se  meut  de  manière  que',  dans  chacune  de  ses  positions,  elle  soit 
dans  un  même  plan  avec  la  position  inOniment  voisine.  Le  cylindre  et  le  cône 
appartiennent  b ce  genre  de  surlaces. 

728.  Une  propriété  bien  remarquable  de  ces  surfaces,  et  qui  est  exprimée 
par  leur  dénomination  même , c’est  qu’une  |>ortion  d’une  telle  surface  étant 
prise  à volonté , on  peut  toujours  l’étendre  dans  un  plan  sans  déchirure  ni 
duplicature.  Et  en  elTet , d’après  la  défùiiUen  , cette  portion  de  surface  étant 
composée  d'éléments  plans,  dont  chacun  est  séparé  de  l’élément  voisin  par 
une  génératrice , on  peut  concevoir  que  ctiacmi  de  ces  éléments  tourne  suc- 
cessivement autour  de  la  génératrice  qui  le  sépare  de  l'élément  contigu  ; et, 
de  cette  manière,  on  amènera  un  premier  élément  sur  le  plan  du  suivant, 
l'ensemble  de  ces  deux  éléments  sur  le  plan  du  IroisièmA,  et  ainsi  de  suite. 

729.  Une  autre  propriété  également  remarquable  des  surfaces  développa- 
bles , et  qui  dérive  immédiatement  de  leur  délinilion , e'est  que  dans  toutes 
ces  surfaces , le  contact  du  pian  tangent  doit  avoir  lieu  suivant  une  généra- 
trice entière.  La  raison  en  est,  comme  pour  les  cylindres  et  les  cônes,  qu’une 
génératrice  donnée  est  toujours  dans  un  même  plan  avec  la  génératrice  intl- 
niment  voisine,  et  que  ce  plan,  prolongé  indéliniment  en  tous  sens,  est  tan- 
gent b la  surface  eu  cha(|ue  point  de  la  génératrice  donnée. 

730.  La  définition  des  surfaces  développables  peut  se  ramener  b un  énoncé 
auquel  le  calcul  algébrique  s'appliquera  plus  facilement  qu’à-  la  définition 
elle-même;  et  c’est  cet  énoncé  que  je  vais  faire  connaître. 

Considérons  la  surface  qu’on  obtient  en  prolongeant  Indéfiniment  les  côtés 

d’un  polygone  ADCU (flg.  S3),  dont  trois  côtés  consécutifs  quelconques  ne 

sont  pas  dans  le  même  plan.  Cette  surface,  ou,  si  l’on  veut,  ce  polyèdre  se  com- 
pose de  faces  P.AQ,  QBR,...  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  portions  angulaires 
de  plans.  Et  même  rien  n’empêche  de  concevoir  toutes  les  arêtes  Comme  pro- 
longées de  l’autre  côté  du  polygone.  De  celle  manière  on  forme  une  se- 
conde nappe  dé  la  même  surface  polyédrale , et  qni  est  séparée  de  la  pre 

mièr*  par  le  polygone  ABCD, de  même  que  les  nappes  d’un  cône  te  sont 

par  le  sommet. 
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Cela  posé,  imaginons  qun  le  polygone  soit  inscrit  dans  une  courbe  donnée, 
et  augmentons  successivement  le  nomive  de  ses  odtés.  On  déterminera  ainsi 
une  série  de  polyèdres  sur  lesquels  chaque  arête  sera  danS  un  même  plan 
avec  l’arêle  immédiatement  voisine  ; et  „ par  conséquent , la  limite  de  ces  po- 
lyèdres sera  une  surface  courbe  douée  de  la  même  propriété,  c’est-è-Âre 
qu’elle  sera  une  surface  développable. 

Remarquons  en  outre,  qu'en  passant'ainsi  à la  limite,  le  polygone  se  con- 
fond avec  la  couriJe  donnée  , et  que  les  arêles  du  polyèdre  deviennent  tan- 
gentes à cette  courbe.  Donc,  en  général , une  surface  développable  peut  être  , 
décrite  par  une  droite  qui  reste  constamment  tangente  d une  courbe.  Moaci 
appelle  cette  courbe  arête  de  rebroussement. 

Le  cylindre  et  fe  cdne  échappent  à celte  génération,  parce  que,  dans  l'un, 
les  génératrices  sont  parallèles  entre  elles,  et  que,  dans  l'autre,  elles  passent 
toutes  par  un  même  poinl. 

731.  PBOBLtME.  Trouver  l'équation  d’une  surface  développable  dont  oncon- 
nait  l’arête  de  rebroussement. 

Supposons  que  les  équations  des  projections  de  cette  arête  soient 
l<]'  ' ' ^ 

ç et  i)<  étant  des  signes  de  fonctions.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  pro- 
jections de  la  tangente  a une  courbe  sont  tangentes  aux  projections  de  celte 
courbe;  donc , si  on  nomme  a,  p,  y,  les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
de  la  courbe  donnée , ou  aura,  pour  la  tangente  en  ce  point,  les  équations 

[2]  y — — “)•  r = <|<' («)(®— a)  : 

en  dénotant  par  tp’  et  ê/  deux  fonctions  qui  doivent  se  déduire  des  fondions 
9 et  •^.  On  a d'ailleurs  entre  a,  p,  y,  les  relations 

[3]  P = ç(«),  ï='K«l- 

Ici  les  indéterminées  a,  p,  y,  sont  celles  dont  la  variation  fait  mouvoir  la  gé- 
nératrice ; et  ce  sont  elles  qu’il  faut  éliminer  entre  les  équations  [2]  et  [3]  pour 
avoir  l’équation  de  la  surface  développable. 

Il  n’y  a pas  plus  de  dilllculté  lorsqu’au  lieu  des  projections  de  Farète  de 
rebroussement , on  donne  deux  surfaces  sur  lesquelles  celle  courbe  est  con- 
tenue. Mais  alors  il  sera  mieux  de  déterminer  la  tangente  par  l’intersection 
des  plans  tangents  aux  deux  surfaces. 

732.  Problème.  Les  équations  d’une  courbe  étant  données,  reconnaître  si 
cette  courbe  est  plane  ou  à double  courbure. 

Détermines  comme  dans  le  problème  précédent  le  lieu  des  tangentes  è celte 
courbe  ; et  si  elle  est  plane , ce  lieu  sera  un  plan. 

Par  exemple , soient  les  équations 

[I]  yr=ar'  + bjr-|- c,  : = a'x’ + b'x  + c'. 

On  aura  9'{o)  = 2a«  + b,  i)/'(a)  = 2a'a-|-b'.  Par  suite  les  équations  [2]  et  [3] 
deviennent 

y—  p = (2aot  + b)  (x  — a),  a — y = (2o'a  + bQ  (x—ct), 
pr=aa’4-ba-|-e,  y = a'ar  + b'a  -p  c"  ; 

et  c’est  entre  celles-ci  qu’il  faut  éliminer  a,  p,  y,  pour  avoir  le  lieu  des  tan- 
gentes è la  courbe  des  équations  [4]. 
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. , îlGiji.Ui-  - <■ 

Par radditibn , on  élimine  sur-le-cliamp  p cIy;  elon  trouve  ^^upà'l 

y = (2oa  + b}x  — oa*  + c J * = (2a  'o  + b')*—  o'a’  + i. 

PuisoQ  élimine  « en  rel^a^chant  c«&  devfiières  Vune,de.,raul«,,a|>rèiles 
avoir  mullippées  respecUvemenl  par  a'  et  par  a.  U vicnl,,  s»  gu;.  Brie: 

o'y  — oî  = (!>o'— ob';i+  co'— ac'; 

et  comme  celle  équàlion  repréaenleun  pim,  on  doit  conclure  que  la  courlw 
donnée  est  plane.  ',u'  - n<-  oh  szaïuoq  ■ nii.!i.0T|u 

. . J . .1  .lUEtl  ilflq  Jlh  c l • ^ 

Surfacci  de  reyolulion. 

733.  Les  mrfacet  de  rdioluiio»  so»l  celles  , qu'on  peul  engendrer  en  taùanl 

tourner  une  ligne  aulour  d’un  axe  Oxe.  . . j- 

On  nomme  plans  mMdiens  les  plans  qui  PASsenl  par  l’axe  , |l  i^ridiciM 
les  Inlerseclions  de  ces  plans  aVeéfe  surface.  U ésl  clair  due  Joqs  Ijes  méri- 
diens sont  égaux;  il  est  égalemenl.clair  que  les  perpendiculaires  aTiaissées 
sur  l’axe,  des  différenls  poinls  de  la  ligne  génératrice,  dccrivcnl  des  cercles 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  h l’axe,  et  qui  ont  leurs  cenircs  sur  cet 

axe.  Ces  cercles  se  nomment  poraMcIe».  . ‘ 

734.  Dans  les  surfaces  de  révolulion,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
plan  méridien  qui  passe  au  point  de  contact.  En  effet,  te  plan  tangent  doit 
contenir  la  tangente  au  parallèle  qui  passa  au  point  de  cpnlacl, (068),:  or  le 
plan  de  ce  parallèle  est  perpendiculaire  au  plan  meridieq  qui  passe  par  ce 
point,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  au  rayen  qui  cÿ  l’inlersecliou  des 
deux  plans;  donc  celle  tangente  estjperpendiculaire  au  plan  méridien,  donc 

le  plan  tangent  resl  aussi.  ,,  .j' 

'Ï35.  PRÔBLfeME.'  Cne  courbe  quelcènque' fêtant  donnée,  trouver  l équatwn  d$ 
la  surface  qu'elle  dt'erit  en  tournant  aulour  de  l'axe  des  z. 

Prenez  les  équations  d’un  cercle  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  è 1 axe 
des  X,  et  qui  ail  son  centre  sur  cet  axe.  Elles  renfermeront  deux  indétermi- 
nées qu’on  assujettira  h l’équation  nécessaire  pour  que  le  cercle  rencontre  la 
génératrice.  Entre  celte  équation  et  celles  du  cercle,  éliminez  tes  deux  indé- 
terminées. réqualion  résultante  sera  celle  de  la  surface.  ^ 

Soient  les  équations  de  la  génératrice, 

[1]  /(i,  y,  ï)  = 0,  7-.*.  V.  *)  = ®-  , 

Pour  plus  de  simplicité  on  supposera  les  axes  rectangulaires . et  on  pourra 
représenter  le  cercle  par  les  équations 

[2]  z=  a l’-p  y’*=P. 

dans  lesquelles  a et  p sont  deux  indéterminées.  Mais,  pour  que  le  cercle  ren- 
contre la  génératrice  , les  équations  [iJ  et  [2j  doivent  être  satisfaites  par  les 
mêmes  valeurs  de  z . y.  z;  et  de  là  résulte  entre  a et  p une  relation  que  je 
représente  par  , ^ . t u 

[3]  F(a,  p)=0.  " 

C’est  de  celle  équation  qu’il  faut  éliminer  a et  P,  aù  moyen  des  équations  [2], 
et  la  surface  demandée  sera  renfermée  ilans  l’équation  résultante 

[4]  F(*,i’-l-y’)=0. 


. I .... , ., . 

Si  réquaUon  [î]  pçul  s«  résoudre  p?r  ^pport  à b,  et  qu’on  en  tire  «»=?(»  ; 
réquation  [4]  pôurra  s’écrire  ainsi': 

’ •"i=ïV+y>). 

•'^iBsqéfloi'tt  ligne  gértéràtrièè'était  tontîi  fait  qnelconqu'è.  Supposons  msin- 
tenant  que  ce  soit  une  ligne  iitnée  dans  le ‘plan  de  »,  et  que  ses  équations 
soient  i'> — ' 

W 1.:  S!.?  J ■ 5 

En  prenant  l’axe  des  s pour  axe  de  révolution , les  équations  du  cérele  sent, 
ainsi  qu’on  l’a  dit  plus  haut,  , 

x=a,  a?+ÿ»=p. 

Pour  qu’il  reoeentre  ia  gënératriee , on  à la  eondltloa  '«*' 

l’étant  le  ménje'sïpé  de  foncViop  qup  pour  la  génBratriçei,®t>  8»  éUminaul 
« et  P,  il  vient  pour  la  surface  ,, 

-V)  J 

iei  ^ est  encore  leiméme  signe  de  fonctiani  ainsi,  il  suit t demeure 
au  lieu  de  X,  dans  l'équation /'(î,  x)  =3  0 de  la  génératrice.  '->■ 

Ce  résultat  s’apqrqeit  sur-te-cliapip  en  remarquant^  d'âne  part,  que  si  les 
coordonnées  d’uq  point  quelconque  de  la  surface  sont  x,  y,  %,  ce  point  sera 
sur  un  parallèle  dort!  le  rayon  est  égal  'à  ; et  ,'de'  l’autre , qu’l!  doit 

exister,  entre  s et\^?T7»  même  Velàlion  qu’entre  les  deux  cqordoqnées 
de  la  génératrice  Mtu'êe  dans  lè  plan  de  gï,  ' . , 

■ Quelle  que  soit  la  ligne  génératrice,  la  solution  du  problètuc  peut  encorq 
se  présenter  comme  d suit.  Pour  la  génératrice,  prenons  toujours  les 
équations 

■ TÀ  y'. '*)  = <>,  ■ = 0:  ..  fi 

et  soient  X,  y,  les  coordoquées  d’un  point  quelconque  de  la  sqtfaçe.de 
révolution;  et.æ|,,  y',  celles  du  point  qui  a la  même  ooordopnée ^ ew  la 
généralripe.  Ee  premier  point  est  une  fies  positions  que  vient  occuper  le 
second  pendant  la  rotation  de  celle  géogmlrice.  Par  conséquent  Ü est  à la 
même  distance  de  l’axe , et  l’on  doit  avoir  . 

x»+  y^  x’f.  y’’. 

Mais  les  équations  de  la  génératrice  donnent  ^ 

f{^,y',f)=0,  /!{/,  y’’,  S)sr0i  ^ - 

donc , pour  connaître  la  surface , U q’y  a qu’à  éliminer  x',  y',  entre  ces  deux 
équations  et  la  précédente. 

Par  exemple,  supposons  que  la  génératrice  soit  une  droite  ayant  pour 
équations 

X=:Mx+N,  y=ï:M'X+N': 
il  faudra  éliminer  x'  et  y'  entre  les  trois  équations 

x‘+^iT‘+y\  x’=Mx  + N,  y'^M'x + N'; 

et,pourlasurtKe,ilviéut  . . ..  , 

(Mx  + N)»+  (M'a  + N'iVs:  x’q-  y\ 
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Cette  équation  se  simplifie  en  choisissant  pour  ligne  des  x celle  sur  laquelle 
se  mesure  la  plus  courte  distance  entre  la  génératrice  et  l’axe  de  révolution, 
qui  est  déjà  pris  pour  ligne  des  s.  Alors  la  génératrice  rencontre  la  ligne 
des  «,.«I  est  parallèle  au  plan  de  yx.  En  conséquence,  pour  ces  éqnaiions, 
je  prendrai 

x=a,  y = hf. 

c’est-à-^ire  que  MsnO.  Ns;a,  N'ssOs  et  par  suite  l’équation  de  la. 
suifice  se  change  en 

*■  Le  lecteur  a sans  doute  reconnu  Ici  l’hyperbololde  de  révolution  à une 
nappe.  La  double  génération  de  cette  surface  est  évidente;  car  l’équation 
ci-dessus  reste  la  même,  quoiqu’on  y change  J en  — b. 

T30;'  Paont-ÈBE.  L'axe  et  la  génératrice  d’une  surface  de  révolution  étant 
donnés,  trouver  l’éyuation  de  cette  surface , quelle  que  soit  la  posUiort  de  l’axe. 
Soient 

[aj  . A*.y.^)=o.  A®.  = 

les  équations  de  la  génératrice.  Je  désigne  par  a,  b,  c,  les  coordonnées  d’un 
point  pris  à volonté  sur  l’axe  de  révolution,  et  je  mets  les  équations  de  cet 
axe  sous  la  forme 

[P]  X— o = A(x— c),  y— b=B(x— c). 

L’équation  d’un  plan  perpendiculaire  à cet  axe,  et  celle  d’une  sphère  dont 
le  centre  est  sur  ce  même  axe , au  point  qui  a a,  b,  e,  pour  coordonnées , 
sont 

[yJ  Ax  + By  + X s=  a , {x—a'f+  {y—bf+ii—cy=  p. 

Un  peut  considérer  ces  équations  comme  celles  d’un  parallèle  quelconque 
de  la  surlaee , pourvu  qu’on  établisse  entre  a et  fi  l’équation  qui  résulte  de 
réUniinallou  de  x,  y,  x,  entre  [a]  et  [y].  le  représente  encore  celte  équation 
par 

[8]  F(*,fi)  = 0; 

et  alors,  en  éliminant  a et  fi  entre  cette  équation  et  celles  du  parallèle,  on 
trouve,  pour  l’équation  générale  des  surfaces  de  révolution, 

F[Ax  + By  + X,  (x-a)>+  (y-b?+  (x-c}«]  = 0. 

737.  Problème.  Une  surface  donnée  étant  liée  d'une  manière  invariable  dun 
axe  de  révolution,  et  tournant  ensuite  autour  de  cet  axe,  on  demande  l’équa- 
tion de  la  surface  qui  louche  et  enveloppe  la  surface  mobile  dans  toutes  tes 
positions,  . 

Il  est  clair  qu’il  y a sur  la  surface  donnée  une  ligne  qui  décrit  la  surface  de 
révolution,  et  que  le  plan  tangent  à la  surface  donnée,  en  chaque  point  de 
cette  ligne , doit  être  aussi  tangent  à la  surfacc.de  révolution  demandée.  Donc 
ce  plan  doit  être  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  que 
l’on  considère  (731).  Par  conséquent,  en  prenant  simultanément  l’équation 
qui  exprime  cette  condition  avec  celle  de  la  surface  donnée,  on  aura  deux 
équations  enx,  y,  x,  qui  représenteront  la  ligne  génératrice,  et  la  question 
sera  ramenée  aux  précédentes. 

\ 
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''  Surfaces  gauches.  : 

738.  On  nomme  surfaces  gauches  celles  qui  sont  engendrées  par  une  ligne 
droite,  et  qui  ne  sont  pas  développables.  ' 

Toutes  les  surfaces  décrites  par  une  droite,  soit  gauches,  soit  développa- 
bles, sont  comprises  dans  la  dénomination  générale  de  surfaces  réglées. 

Dans  toutes  ces  surfaces , le  plan  tangent  en  un  point  doit  contenir  la  géné- 
ratrice qui  passe  par  ce  point;  mais  , pour  cela,  il  n’est  pas  tangent  h la  sur- 
face un  chaque  point  de  cette  génératrice.  Cette  dernière  propriété  n’a  lieu 
que  pour  les  surfaces  développables. 

T.^O.  Parmi  les  surfaces  gauches,  on  remarque  principalement  : 

I"  Vhyperboloîde  à une  nappe,  engendré  par  une  droite  qui  se  meut  sur 
trois  droites  non  parallèles  à un  même  plan. 

2"  Le  pamboloide  hyperbolique  ou  plan  gauche,  engendré  par  une  droite 
qui  se  meut  sur  deux  droites,  en  restant  toujours  parallèle  à un  plan. 

3°  Le  cylindre  gauche,  engendré  par  une  droite  assujettie  è demeurer 
parallèle  à un  plan,  et  à s’appuyer  sur  deux  courbes  quelconques. 

4°  Le  conoide,  engendré  par  une  droite  qui  reste  parallèle  à un  plan,  et 
qui  glisse  sur  une  droite  et  une  courbe. 

A i’égard  des  deux  premières,  nous  remarquerons  qu’elles  sont  les  seulei 
surfaces  gauches  comprises  dans  les  surfaces  du  second  ordre , et  que  leurs 
propriétés  ont  été  exposées  précédemmenL 

740.  Si  ou  veut  appliquer  le  calcul  è la  définition  des  surfaces  réglées,  on 
prendra  les  équations 

[1]  * = 0X4-0,  y = bx-fp, 

pour  représenter  la  génératrice  dans  une  position  quelconque;  puis  on 
remarquera  qu’il  faut , pour  que  cette  droite  décrive  une  surface  déterminée, 
que  trois  des  quantités  a,  tx,  b,  soient  des  fonctions  de  la  quatrième.  Donc, 
quelle  que  soit  la  surface  réglée,  les  équations  de  la  génératrice  peuvent 
s’écrire  ainsi 

X = ï<p(e)  -f  O,  y = xi|/  (o)  + X(«)  5 

les  lettres  9,  4'.  x indiquant  des  fonctions,  et  a étant  une  indéterminée  dont 
la  variation  fait  mouvoir  la  génératrice. 

Au  lieu  de  supposer  a,  b,  p,  fonctions  de  o,  on  peut  assujettir  ces  quatre 
quantités  è trois  équatidns  de  condition;  et  alors,  pour  avoir  la  surface , il 
faut  éliminer  a,  a,  b,  p,  entre  ces  équations  et  les  équations  [1]. 

Et  quant  à ces  équations  de  condition,  elles  résultent  ordinairement  du 
mode  particulier  de  génération  que  l’on  considère.  Ainsi , elles  exprimeront 
que  la  génératrice  se  meut  sur  trois  lignes  données,  ou  sur  deux  ligdës,  en 
restant  parallèle  a un  plan;  ou  bien  sur  une  ligne  seulement,  en  demeurant 
constamment  parallèle  à un  plan  et  tangente è une  surface  donnée;  ou  èncore 
de  bien  d’autres  manières.  La  méthode  è suivre , pour  soumettre  ces  différents 
cas  è l’analyse , est  maintenant  assez  connue,  et  de  nouveaux  développements 
seraient  inutiles. 

Si  on  veut  que  la  surface  réglée  soit  développable,  il  faut  choisir  les  rela- 
tions des  quantités  a,  b,  a,  p,  de  telle  sorte  que  chaque  position  de  la  géné- 
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ralrlce  soit  dans  un  même  plan  avec  la  position  infiniment  voisine.  Mais,  pour 
exprimer  cette  condition  dans  l’analyse,  il  faudrait  emprunter  au  calcul 
dilTérentiel  des  considérations  qui  lui  sont  propres,  et  qui  ne  sont  pas  de 
nature  à trouver  place  dans  cet  ouvrage. 

741.  Les  propriétés  les  plus  importantes  des  surfaces  gauches,  et  qu'on 
applique  le  plus  souvent,  sont  plus  faciles  à établir  par  la  géométrie  que  par 
l’analyse.  A ce  sujet,  je  pourrais  renvoyer  à mou  traité  de  Géométrie  det- 
criptive;  mais  il  sera  plus  commode  pour  le  lecteur  de  les  trouver  ici. 

Et  d’abord,  démontrons  qu'on  peut  en  général  décrire  une  surface  en 
faisant  mouvoir  une  droite  sur  trois  directrices  données.  A cet  effet , prenez 
à volonté  un  point  de  la  première  directrice  pour  sommet  d'un  cône  engen- 
dré par  une  droite  qui  s'appuierait  sur  la  seconde  directrice.  Ce  cène  va 
couper  la  troisième  directrice  en  un  point  ; et  la  droite  menée  par  ce  point  et 
par  le  sommet  du  cène,  étant  tout  entière  sur  le  cône,  doit  rencontrer  la 
seconde  directrice  : cette  droite  s'appuie  donc  sur  les  trois  lignes  à la  fois. 
On  peut  répéter  cette  construction  en  prenant  des  cônes  qui  aient  successi- 
vement pour  sommets  tous  les  points  de  la  première  directrice;  et  alors  il  est 
clair  que  la  droite  qui  les  rencontre  toutes  trois,  changeant  ainsi  continuel- 
lement de  position , détermine  une  surface.  Il  est  évident  d’ailleurs  que  la 
même  surface  peut  être  produite  en  prenant  pour  directrices  trois  lignes 
quelconques  tracées  sur  cette  surface. 

742.  Quelles  que  soient  les  courbes  qu’on  prenne  pour  directrices  d'une 
surface  gauche , on  peut  les  considérer  comme  des  polygones  d’une  infinité 
de  côtés , et  par  suite  la  surface  elle-même  comme  composée  d'une  latinité 
de  faces  gauches,  dont  chacune  est  une  portion  d’hyperboloïde  ou  de  para- 
boloïde,  indéfinie  en  longueur,  mais  d’une  largeur  inliniment  petite.  Cela, 
signifie,  en  d’autres  termes,  que  si  on  prend  sur  cette  surface  (fig.  &4)  deux 
génératrices  G et  G’  aussi  voisines  qu’on  voudra,  lesquelles  rencontrent  les 
directrices  aux  points  a,  b,  c,  a',  b',  c';  si  on  prolonge  les  éléments  de  courbe 
oo',  bb',  cc',  ce  qui  donne  les  trois  tangentes  or,  bs,  et  ; et  si  on  fait  glisser  la 
génératrice  G sur  ces  trois  tangentes , on  obtiendra  ainsi  une  nouvelle  surface 
qui  aura  avec  la  première  une  partie  eommune,  comprise  entre  les  généra- 
triees  G et  G'.  De  là  on  conclut  qu’en  chaque  point  de  la  droite  G,  le  plan 
tangent  à l’une  des  deux  surfaces  l’est  aussi  à l’autre. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  un  plus  grand  jour,  ne  supposons  pas 
d’abord  les  génératrices  G et  G'  infiniment  rapiirochécs;  menons  (fig.  SS)  les 
sécantes  oo’r,  bb's,  cc't,  et  prenons-les  pour  directrices  d’une  surface  gauche 
du  second  ordre  (qui  pourra  être  un  hyperboloïde  ou  un  paraboloïde).  Il  est 
démontré  (C81,  C89)  qu’il  existe  sur  cette  surface  un  second  système  de  géné- 
ratrices, qui  toutes  rencontrent  les  premières:  soit  mp  l’une  d’elles,  qui 
coupe  G et  G'  en  m et  n.  Imaginons  que  G'  se  rapproche  de  plus  en  plus 
de  G : les  lignes  ar,  bs,  cl,  changeront  de  position,  et  avec  elles  la  surface 
dont  elles  sont  directrices.  En  même  temps  ta  droite  mp  change  aussi , mais 
elle  ne  cesse  pas  d’être  située  sur  cette  surface,  quelque  petite  que  soit  la 
distance  de  G'  à G j done  il  en  est  encore  de  même  au  moment  où  ces  géné- 
ratrices coïncident.  Mais  alors  ar,  bs,  cl,  deviennent  tangentes  aux  directrices 
de  la  surface  proposée,  et  mp  devient  tangente  à cette  même  surface  : ou , ce 
qui  est  la  même  chose,  mp  devient  tangente  à une  certaine  courbe  tracée 
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I»r  la  point  m «ur  cette  aurface , et  le  long  de  la(|üelle  on  petit  atippeaet*  <|fiè 
»o  meut  le  point  ».  Donc,  quand  les  génératrices  G et  O' sont  réunies,  le 
plan  amp  devient  langent  en  m !i  la  surface  proposée  : et  remarque*  en 
outre  que  ce  plan  ne  cesse  pas  d’élre  tangent  i la  nouvelle  surface,  puisqu’il 
contient  toujours  deux  droites  am  et  mp  situées  sur  cette  surface. 

Comme  ces  raisonnements  s'appliquent  li  tous  les  points  de  la  génératrice  G, 
on  conclut,  comme  plus  haut , que  si,  parles  points  où  les  trois  courbes  direct 
trices  d'une  surface  gauche  sont  rencontrées  par  une  de  ses  génératrices,  oïl 
mène  des  tangentes  d ees  courbes,  et  qu'on  prenne  ces  tangentes  pour  direc- 
tritêf  d'une  surftiee  gauche  du  second  ordre,  cette  noutelle  surface  sera 
uûigente  d la  première  dans  toute  l’étendue  de  la  génératrice  commune  ; 
C'esl-i-dire  que  les  deux  surfaces  ont  même  plan  tangent  en  chaque  point  de 
eette  génératrice. 

De  ce  théorème  découle  cette  conséquence  importante,  que  deux  surfaces 
fauches  qui  ont  trois  plans  tangents  communs  le  long  d'une  même  généra- 
trice, sont  tangentes  l’une  à l'autre  en  tous  les  points  de  cette  génératrice.  En 
effet,  si  on  mène  trois  plans  quelconques  par  les  points  de  contact,  ils  cou- 
peront les  plans  tangents  suivant  des  droites  tangentes  aux  deux  surfaces  11 
la  fois  : or  la  surface  gauche  du  second  ordre  , qui  a pour  directrices  ces  trois 
tangentes,  doit  avoir,  en  chatpie  point  de  la  génératrice  commune,  le  même 
plan  langent  que  tes  surfaces  proposées;  donc  au.ssi  ces  dernières  sont  tan- 
gentes l’une  è l’autre  dans  toute  l’étendue  de  cette  génératrice. 

Pour  former  des  voûtes  on  emploie  quelquefois  un  ensemble  de  plusieurs 
surfaces  gauclies.  Dans  ces  cas , on  doit  faire  en  sorte  que  deux  surfaces  se 
réunissent  toujours  par  une  génératrice  le  long  de  laquelle  il  y ait  trois  plans 
tangents  communs  : car  alors  elles  se  toucheront  dans  toute  l’étendue  de 
cette  génératrice  et  pourront  être  considérées  comme  n’en  formant  qu’une 
seule.  C’est  ce  qu’on  appelle  raccorder  les  surfaces. 

743.  Ce  qui  vient  d’être  dit  se  rapporte  aux  surfaces  gauches  en  général  : 
considérons  en  particulier  les  cylindres  gauches , qui  sont  décrits  par  une 
droite  qui  reste  parallèle  à un  plan  et  glisse  sur  deux  courbes.  Si  on  mène 
des  tangentes  à ces  courl>es  en  deux  points  d’une  même  génératrice , et 
qu’on  fasse  glisser  sur  elles  une  droite  parallèle  au  plan  donné,  on  engendre 
ainsi  un  paraboloïde  hyperbolique;  et,  en  reprenant  les  raisonnement  pré- 
cédents, on  arrive  facilement  à conclure  que  ce  paraboloïde  est  tangent  au 
cylindre  gauche  en  tous  les  points  de  la  génératrice  commune.  Alors  aussi  U 
est  facile  de  voir  que  si  deux  cylindres  gauches  ont  le  même  plan  directeur, 
il  suint  qu'il  y ail,  sur  une  génératrice,  deux  plans  tangents  communs,  pour 
que  les  deux  surfaces  se  raccordent  parfaitement. 

744.  Considérons  de  nouveau  une  surface  gauche  quelconque,  et  supposons 
qu’on  veuille  copstruire  géométriquement  le  plan  tangent  en  un  de  ses 
points  : il  est  clair  qu’on  pourra  la  remplacer  par  une  surface  du  second 
ordre  qui  ait  avec  elle  trois  plans  tangents  communs , sur  la  génératrin 
passant  au  point  de  contact.  Or,  on  sait  qu’on  peut  mener  par  ce  point  une 
autre  droite  sur  la  seconde  surface  ; le  plan  langent  h celte  surface,  en  ce 
point,  contient  ces  deux  droites  : ce  pian  tangent  sera  donc  déterminé;  et 
par  conséquent  aussi  le  plan  tangeut  è la  surface  proposée,  car  U doU  être 
le  même. 
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74$.  Comme  on  peut  mener  la  surface  donnée'une  infinité  de  tangentes 
par  chacun  de  ses  points,  il  est  évident  qu’aprës  avoir  pris  trois  points  à 
volonté  sur  une  de  ses  générah'ices,  on  peut  choisir  d’une  infinité  de  ma- 
nières un  système  de  trois  tangentes  passant  respectivement  par  ces  points  ; 
et  dès  lors  il  est  évident  aussi  qu’il  eaiste  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ordre  qui  sont  tangentes  è une  surface  gauche  suivant  une  génératrice,  et 
qui  peuvent  être  employées  dans  la.;oostruclion  du  numéro  précédent.  En 
général  ces  surfaces  du  second  ordre  sont  des  byperboloïdes;  mais  rien 
n’empéche  de  prendre  pour  directrices  les  tangentes  menées  à trois  sections  « - 

parallèles  faites  dans  la  surface  donnée , et  alors  elles  détermineront  un 
paraboloide. 

On  voit  même  qu’il  y a une  infinité  de  paraboloides  tangents,  tels  que  celui  , ‘ 

dont  on  vient  de  parler;  car  on  peut  varier  d’une  infinité  de  manières  les  • 
trois  sections  parallèles.  Toute  indétermination  cessera  si  on  fait  ces  sections"  ■ 
perpendiculairement  à la  génératrice  suivant  laquelle  la  surface  proposée 
doit  être  toucliée. 

740.  Coupons  en  effet,  ainsi  qu’il  vient  d’être  dit,  la  surface  par  trois  plans  " 
perpendiculaires  à une  génératrice  G (fig.  56);  et  soient  or,  hs,  et,  les  trois 
tangentes  qui  déterminent  alors  un  paraboloide  hyperbolique  tangent  h la 
surface  proposée.  On  sait  qu’il  doit  y avoir,  sur  ce  paraboloide,  deux  sy-  , 
stèmes  de  droites  : les  unes , telles  que  G , qui  rencontrent  leS  tangentes  ar, 
hs,  et;  et  les  autres,  telles  que  ur,  qui  rencontrent  chacune  des  premières.  ' 
On  sait  de  plus  que  les  droites  de  chaque  système  sont  parallèles  à un  même 
plan.  Or,  par  construction,  les  lignes  ar,  hs,  et,  sont  perpendiculaires  è la 
droite  G;donc,si  on  mène  une  série  de  plans  perpendiculaires  è celle  droite, 
ils  couperont  la  surface  proposée  suivant  des  courbes  qui  auront  pour  tan- 
gentes des  droites  du  paraboloide.  De  sorte  qu’on  peut  considérer  le  parabo- 
loïde  comme  le  lieu  des  tangentes  menées,  par  les  différents  points  de  la 
génératrice  G , è toutes  les  sections  faites , dans  la  surface  proposée , perpen- 
diculairement à cette  génératrice.  ’ 

Maintenant,  imaginons  que  ce  paraboloide  fhsse  un  quart  de  révolution 
autour  de  la  droite  G , il  est  clair  que  chacune  des  tangentes  devient  normale 
à la  surface  proposée.  De  l'a  ce  théorème  remarquable , dont  la  Géométrie 
descriptive  fait  usage  dans  ses  recherches  : La  surface  formée  par  les  normales  ^ 
menées  à une  surface  gauche  quelconque,  aux  différents  points  d’une  même  , 
génératrice,  est  toujours  un  paraboloide  hyperbolique.  . 
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N.  B.  Le  lecteur  doit  eroir  bien  soin  te  corriger  les  fentes  indiquées  iei. 
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. Lignes. 

î : 0,05GC218  Usex  0.056G5IS 
13  en  montant  : — 7,0G  Usex  -^0,00 

15  ! tfsei  BCA,  BEF  donnent  Il  ‘ » 

10  en  montant  : O + 3t  lisez  o+* 

5 : S — c lisez  s — c . , • 

G en  montant  : 2,(cosç).  Usex  2*(cosç)*  • 

IG  et  21  : u,  Usex  u° 

T en  montant  : y,  lisez  y* 

1 en  montant  : x’  lisez  a ; 

18  : a,  lisez  I" 

3 : 2r.osi  Usex  2cos^7 

4 : formule  Usex  la  formule 
lira’  lisez  c’ 

5 en  montant  : x‘  lisez 

23  : les  placer  Usex  la  placer 

3 en  montant  sous  le  radical  : i Usex  - 
’ a 

7 : Ay’  Usex  Ay’ 

11  : a?  — a' lisez  o’ — a^ 

7 et  8 en  montant  : effacex  L’autre  sur  lequel  se  comptent  les  et  sa 
longueur  est  2a'. 

V h 

12  ! y=:±  — a lisez  y = ±-a 

(X  a 

20  : V lisez  b 

10  en  montant  : A»  lisez  h? 

10  en  montant  : li  az  à yz  Usex  A az  et  à yz 

11  en  montant  : a',  y',  z"  lisez  a,,  y,,  z, 
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